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ÚvodPohyb reálný
h tìles významnì ovlivòují odporové síly { napø. ry
hlost ku�lièky pøi pádu ve vzdu
hu lineárnì nevzrùstá, jak tomu je ve vakuu, nýbr¾pøírùstek se zmen¹uje, a¾ se ry
hlost kulièky ustálí na mezní hodnotì. Podobnìkmity lineárního os
ilátoru nebudou vlivem odporu prostøedí harmoni
ké, pro�to¾e jeji
h amplituda se bude s narùstají
ím èasem zmen¹ovat, a¾ kmity usta�nou. Vrhneme-li tìleso ve vzdu
hu, nebude jeho trajektorií parabola, jak øíkázjednodu¹ené øe¹ení, nýbr¾ balisti
ká køivka. Rovnì¾ proudìní reálný
h tekutinvýznamnì omezují odporové síly { vnitøní tøení.Tyto uvedené pøíklady pohybu reálný
h tìles nás vybízejí k detailnìj¹í ana�lýze tì
hto dìjù. V úvodní
h partií
h me
haniky, jak se s nimi setkáváme vestøedo¹kolské fyzi
e, se vliv odporový
h sil na pohyb tìles zanedbává. Je todáno tím, ¾e zahrnutí tì
hto sil do pohybový
h rovni
 zpravidla vede k øe�¹ení netriviální
h diferen
iální
h rovni
, 
o¾ pøevy¹uje mo¾nosti støedo¹kolskématematiky.Pøedlo¾ený text, který je nadstavbou støedo¹kolské fyziky, se pøed mate�mati
kou problematikou nezastavuje a s 
itlivým pøístupen ke støedo¹kolskýmstudentùm a ostatním zájem
ùm ji pøekonává. Tento text je volným pokraèo�váním na¹í publika
e [19℄, vìnované analýze odporový
h sil. Zabývá se nejprvepohybovými rovni
emi a obe
nými s
hématy jeji
h øe¹ení, poté kmity tlume�ného os
ilátoru, balistikou a proudìním vazký
h tekutin. Obe
ný výklad jeilustrován na 8 øe¹ený
h pøíklade
h a k pro
vièení je zaøazeno 15 úloh s uvede�nými výsledky.
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1 Pohyb tìlesa pøi pùsobení odporové síly1.1 Popis pohybu tìlesaVolné tuhé tìleso má ¹est stupòù volnosti (viz napø. [16℄), proto¾e k popisujeho pohybu je zapotøebí udat ¹est nezávislý
h skalární
h souøadni
 popisují�
í
h okam¾itou polohu tìlesa. Výhodné je obe
ný pohyb tìlesa rozlo¾it na pro�storový pohyb hmotného støedu (tì¾i¹tì) a na rotaèní pohyb kolem okam¾itéosy pro
házejí
í hmotným støedem. Trajektorií hmotného støedu je v obe
némpøípadì prostorová køivka. Rota
i lze rozlo¾it na tøi rota
e buï ve smìru kar�tézský
h os nebo na Eulerovy úhly (viz napø. [15℄, [18℄)V tomto textu se budeme zabývat jednodu¹¹ími pøípady pohybu tìlesa. Pøirovinném pohybu má tìleso tøi stupnì volnosti a jeho pohyb lze opìt popsatpohybem hmotného støedu, tentokrát dvìma souøadni
emi, napø. kartézskýmix = x(t), y = y(t) a jednou rota
í kolem hmotného støedu ' = '(t) { v uva�¾ovaný
h pøípade
h ve smìru osy z. Bude-li ' = konst, bude mít tìleso dvastupnì volnosti a bude vykonávat translaèní (posuvný) pohyb. Èasto se v na�¹i
h úvahá
h omezíme jen na pøímoèarý pohyb tìlesa (jeden stupeò volnosti),kdy bude pohyb popsán napø. rovni
í x = x (t). Bude-li naopak x = konst,y = konst, bude mít tìleso rovnì¾ jeden stupeò volnosti a bude konat rotaènípohyb ' = '(t) kolem pevné osy.Funk
e x = x (t), y = y (t) popisují èasový prùbìh pohybu jako fyzikálníhodìje. Zajímá-li nás trajektorie, jakou opisuje hmotný støed, musíme z tì
htoparametri
ký
h rovni
 eliminovat èas t a dostaneme rovni
i trajektorie y == y(x).Pohybové rovni
e tìlesa (viz následují
í odstave
 1.2) nám poskytují infor�ma
i o zry
hlení tìlesa. Máme-li urèit ry
hlost, musíme tyto rovni
e integrovat;máme-li urèit polohu, musíme integra
i provést dvakrát. Pøi ka¾dé integra
imusíme pøipojit k získané primitivní funk
i integraèní konstantu { dostávámeobe
ný integrál, obsahují
í konstanty C1; C2. Aby
hom dostali popis pohybupro konkrétní úlohu, neboli partikulární integrál, musíme konstanty C1; C2 ur�èit z poèáteèní
h podmínek úlohy. Napø. z dané situa
e je pro t = 0 známov(0) = v0, x(0) = x0.Poèáteèní podmínky mù¾eme do øe¹ení pohybové rovni
e rovnì¾ vlo¾it jakomeze urèitého integrálu, který u¾ijeme místo integrálu neurèitého (tento postupje pou¾it napø. v pøíklade
h 1 a¾ 5).Integra
e pohybový
h rovni
 je èasto slo¾itá matemati
ká úloha a ne v¾dyse nám ji podaøí provést a dostat výsledek v uzavøeném analyti
kém tvaru.Nìkdy se podaøí získat jen první integrál. Pøi øe¹ení konkrétní úlohy je èastýmvý
hodiskem numeri
ké øe¹ení (viz napø. [14℄). 3



1.2 Pohybové rovni
ePro popis pohybu tìlesa v iner
iální vzta¾né soustavì obe
nì pou¾ijemeprvní a druhou impulsovou vìtu (viz napø. [16℄)dpdt = F ; dLdt =M ; (1)kde p je okam¾itá hybnost tìlesa v uva¾ované vzta¾né soustavì, F je výsled�ni
e vnìj¹í
h sil (vèetnì síly odporové), L moment hybnosti tìlesa vzhledemk urèitému bodu a M moment výsledni
e vnìj¹í
h sil k tému¾ bodu.Pokud tìleso koná rovinný pohyb (viz napø. [16℄), bude rozpis pohybový
hrovni
 (1) do slo¾ek pomìrnì jednodu
hý. Zvolíme-li za momentový bod hmotnýstøed S, bude moment hybnosti L = JS� , kde JS je moment setrvaènosti tìlesavzhledem k ose pro
házejí
í hmotným støedem kolmo k rovinì pohybu a ! = _'je okam¾itá úhlová ry
hlost rota
e tìlesa. Pak pohybové rovni
e pøi vyjádøenív kartézský
h slo¾ká
h mají tvarm�xS = Fx; m�yS = Fy; JS �' =M;kde xS; yS jsou souøadni
e trajektorie hmotného bodu.Koná-li tìleso translaèní (posuvný) pohyb nebo zanedbáváme-li jeho rota
i,mù¾eme pohyb tìlesa modelovat pohybem hmotného bodu o hmotnosti m. Pakpohybové rovni
e pøi rovinném pohybu mají v kartézský
h souøadni
í
h tvarm�x = Fx; m�y = Fy
m teènatrajektoriesva� FnanF� F

normála
Orr

Obr. 1. Slo¾ky sil a zry
hlení pohy�bují
ího se bodu

a v pøirozený
h (Eulerový
h) souøad�ni
í
h tvarma� = F� ; man = Fn;kde teèné a normálové zry
hlení jea� = _v = �s; an = v2r :V tì
hto vztazí
h jsou F� ; Fn veli�kosti slo¾ek výsledni
e sil F ve smìruteèny a normály k trajektorii v uva¾o�vané poloze bodu m, r okam¾itý polo�mìr køivosti trajektorie v této poloze4



(obr. 1) a s = s(t) je dráha, kterou bod opí¹e od zvoleného poèátku na trajek�torii.1.3 Øe¹ení pohybový
h rovni
 pro pøímoèarý pohyba) Síla je funk
í polohyJe dána funk
e F = F (x). Pohybovou rovni
i pí¹eme ve tvarumdvdt = F (x);
o¾ je díky deriva
i slo¾ené funk
e v (x (t)) toté¾ jakomdvdx dxdt = mv dvdx = F (x):Máme diferen
iální rovni
i, u ní¾ lze separovat promìnné a psátZ vv0mv dv = mv22 � mv202 = Z xx0F (x) dx: (2)Levá strana rovni
e pøedstavuje zmìnu kineti
ké energie hmotného bodu apravá strana prá
i, kterou síla vykoná pøi zmìnì polohy bodu.Po integra
i pravé strany rovni
e (2) a po dosazení v = dx= dt do její levéstrany dostaneme dal¹í diferen
iální rovni
i. Po separa
i promìnný
h x; t a pojejí integra
i dostaneme hledanou funk
i t = t(x), resp. x = x(t). Èasto jdeov¹em { v pøípadì druhé integra
e { o slo¾itý matemati
ký úkon.b) Síla je funk
í ry
hlostiJe dána funk
e F = F (v), 
o¾ je èastý pøípad pro odporové síly. Napí¹emepohybovou rovni
i ve tvaru mdvdt = F (v): (3)Zpùsob jejího øe¹ení je závislý na tom, kterou velièinu urèujeme.1. Øe¹íme-li závislost t = t(v), resp. v = v(t), provedeme separa
i promìn�ný
h v (3) a integrujeme Z vv0 m dvF (v) = Z tt0dt:Zvolíme-li t0 = 0, dostaneme t = m Z vv0 dvF (v) : 5



Dal¹í postup je závislý na funk
i F (v).2. Øe¹íme závislost x = x(v), resp. v = v(x). Èasovou deriva
i ry
hlosti opìtrozepí¹eme podle vztahu pro deriva
i slo¾ené funk
e, rovni
e (3) pøejde namdvdx dxdt = mv dvdx = F (v):Po separa
i promìnný
h mù¾eme integrovatm Z vv0 v dvF (v) = Z xx0dx;neboli x = x0 +m Z vv0 v dvF (v) : (4)Pøíklad 1 { svislý vrh vzhùru s odporem vzdu
huKoule o hmotnosti m = 90;0 g a o polomìru r = 30;0mm je vr¾ena vevzdu
hu poèáteèní ry
hlostí v0 = 20;0m�s�1 svisle vzhùru tak, ¾e pøi vrhunerotuje. Vypoètìte:a) Ry
hlost koule na vzestupné i sestupné èásti trajektorie,b) vý¹ku h výstupu koule, pøièem¾ získaný výsledek upravte také pro pøípadzanedbávání odporu vzdu
hu (vý¹ka h0),
) ry
hlost v00, kterou bude koule pro
házet místem, z nìho¾ byla vr¾ena,d) mezní ry
hlost koule,e) relativní úbytek me
hani
ké energie koule po jejím návratu do místa vrhu.Øe¹te nejprve obe
nì, pøièem¾ vzhledem k uvedené ry
hlosti pøedpokládejteturbulentní obtékání. Pro numeri
ký výpoèet si potøebné konstanty najdìtev tabulká
h v dodatku textu [19℄.
Fomg

x
v00 m

Obr. 2.
Øe¹enía) Na kouli pùsobí tíhová síla a odporová síla daná New�tonovým vztahem (viz [19℄). Výsledná síla pro vzestupnouèást trajektorie je (viz obr. 2)F = �mg � 12CS%v2 = �mg �1 +Kv2� ; (5)kde je vhodnì zavedena konstantaK = CS%2mg :6



v = 0 x
Omg vFoh
Obr. 3.

Pro sestupnou èást trajektorie se zmìní smìr odpo�rové síly (obr. 3) a výsledná síla budeF 0 = �mg �1�Kv02� ; (6)kde jsme ry
hlost v sestupné èásti oznaèili v0. Dosa�díme-li sílu (5) do rovni
e (4) pro x0 = 0 a provedeme-lis ohledem na integra
i násobení a dìlení výrazu èinite�lem 2K, dostanemex = � 12gK Z vv0 2Kv dv1 +Kv2 = 12gK ln 1 +Kv201 +Kv2 :Odtud pro ry
hlost na vzestupné èásti trajektorievy
hází v =r 1K h (1 +Kv20) e�2gKx � 1i: (7)b) Maximální vý¹ku koule dosáhne v bodì x = h, v nìm¾ platí v = 0. Pakz (7) plyne 1 = �1 +Kv20� e�2gKh;odtud h = ln �1 +Kv20�2gK : (8)Zanedbáme-li odpor vzdu
hu, pøedpokládáme Kv20 � 1. Pak mù¾eme loga�ritmus ln (1 + x) nahradit x a výraz (8) pøejde do známého tvaruh0 = v202g :
) V sestupné èásti trajektorie pùjde o volný pád koule z vý¹ky h (8). Doobe
né rovni
e (4) tedy dosadíme za sílu výraz (6) a uvá¾íme okrajovépodmínky x0 = h, v0 = 0. Pak po násobení a dìlení výrazu èinitelem(�2K) dostanemex = h+ 12gK Z v00 �2Kv0 dv01�Kv02 = h+ 12gK ln �1�Kv02� :Z tohoto výrazu vyjádøíme v0 = v0(x), pøièem¾ za h dosadíme z výrazu (8).Pak v0 =r 1K h1� e2gK(x�h)i =s 1K �1� e2gKx1 +Kv20 �: (9)7



Pøi prù
hodu koule místem jejího poèáteèního vrhu, tj. pro x = 0, bude jejíry
hlost v00 = v0p1 +Kv20 :d) Po prù
hodu koule bodem x = 0 nabude exponent ve výrazu (9) záporný
hhodnot a uvedený zlomek se bude zmen¹ovat a¾ v limitì x ! 1 budenulový. Mezní ry
hlost tedy jevm =r 1K =r 2mgCS%:Uvedený výsledek by
hom rovnì¾ získali z výrazu (6) a podmínky nulové
elkové síly.e) Zvolíme-li nulovou hladinu poten
iální energie v bodì x = 0, bude me�
hani
ká energie koule v okam¾iku jejího vr¾ení E0 = 12mv20 . Me
hani
káenergie koule pøi jejím návratu do bodu x = 0 budeE00 = 12mv002 = 12m v201 +Kv20 = E01 +Kv20 < E0:Relativní úbytek me
hani
ké energie koule v této poloze tedy je�EE0 = 1� E00E0 = Kv201 +Kv20 :Pøi pohybu koule v odporují
ím prostøedí se me
hani
ká energie koule mìnína vnitøní energii zúèastnìný
h tìles (padají
ího tìlesa a prostøedí).Numeri
ké výsledky: K = 9;91 � 10�4m�2�s2, h = 17;2m, h0 = 20;4m,v00 = 16;9m�s�1, �E=E0 = 28;4%.Poznámka: Výpoèty provádìné v tomto pøíkladì jsou zatí¾eny jistou (nevelkou)systemati
kou 
hybou, proto¾e jsme pøedpokládali, ¾e podél 
elé trajektorienastává turbulentní obtékání koule. V okolí jejího vr
holu se v¹ak ry
hlostzmen¹í natolik, ¾e turbulentní proudìní pøejde v laminární a odporová síla sebude øídit jiným vztahem, ne¾ jsme pøedpokládali.Pøíklad 2 { pád kulièky ve vodìKulièka o polomìru r je ponoøena do vody, pøièem¾ hustota % kulièky jejen o málo vìt¹í ne¾ hustota %v vody. Kulièku z její vý
hozí polohy pustímenulovou poèáteèní ry
hlostí. Vypoètìte:a) závislost ry
hlosti kulièky na èase,b) mezní ry
hlost kulièky,8




) závislost polohy kulièky na èase.Závislost v = v(t), x = x(t) znázornìte rovnì¾ gra�
ky pro vhodnì volenévelièiny.Øe¹eníS ohledem na zadanou rela
i hustot pøedpokládáme laminární obtékání apro odporovou sílu pou¾ijeme Stokesùv vztah (viz [19℄). Na kulièku bude pù�sobit je¹tì tíhová a vztlaková síla. Osu x zvolíme kladnì ve smìru tíhovéhozry
hlení g s poèátkem ve vý
hozí poloze kulièky. Poèáteèní podmínky úlohytedy jsou: x(0) = 0, v(0) = 0. Pohybovou rovni
i43�r3%dvdt = 43�r3 (%� %v) g � 6�r�vmù¾eme formálnì pøepsat do tvarudvdt = a� bv; (10)kde a = �1� %v% � g; b = 9�2r2%:a) V diferen
iální rovni
i (10) separujeme promìnné a integrujeme v mezí
hdaný
h poèáteèními podmínkami:t = Z v0 dva� bv = �1b Z v0 �b dva� bv = �1b ln�a� bva � :Odtud v = ab �1� e�bt� : (11)b) Mezní ry
hlost dostaneme z (11) pro t ! 1 nebo té¾ rovnou z pohybovérovni
e pro nulovou zmìnu ry
hlosti za èas, tj.vm = ab = �1� %v% � 2r2%g9� :
) Uvá¾íme, ¾e ve vztahu (11) je v = dx= dt. Po dosazení dostaneme diferen�
iální rovni
i, v ní¾ separujeme promìnné, zavedeme ry
hlost vm a integru�jeme x = vm Z t0 �1� e�bt� dt = vm �t+ 1b �e�bt � 1�� : (12)9



Gra�
ká závislost funk
í (11) a (12) pro hodnoty %v = 998;3kg�m�3, % == 1100kg�m�3, � = 1;001 � 10�3Pa�s a r = 2;00mm je na obr. 4 a 5. Prozvolené hodnoty je vm = 0;885m�s�1.
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t=sObr. 5. Závislost polohy na èase pøi pádu ve viskózní kapalinìPopsaného jevu { pádu kulièky vhodné hustoty v kapalinì { lze vyu¾ít promìøení viskozity kapaliny.Pøíklad 3 { odpor úmìrný obe
né mo
ninì ry
hlostiUva¾me tìleso pohybují
í se vodorovnì ry
hlostí v0 6= 0, na které zaènepùsobit odporová síla úmìrná r-té mo
ninì ry
hlosti. Pro jaké r má tìlesokoneènou brzdnou dráhu? Jaká je tato brzdná dráha?10



Øe¹eníPohybová rovni
e tìlesa je mdvdt = �kvr:Pro r 6= 1 dostáváme po separa
i promìnný
h a integra
i� kmt = Z vv0v�r dv = 11� r �v1�r � v1�r0 � :Ry
hlost se tedy mìní s èasem podle vztahuv(t) = �(r � 1) ktm + v1�r0 � 11�r :Aby
hom dostali závislost dráhy na èase, musíme vztah pro ry
hlost je¹tì jed�nou zintegrovat a pro r 6= 2 dostávámex(t) = Z t0 v(t) dt = m(r � 2) k (� (r � 1) ktm + v1�r0 � 2�r1�r � v2�r0 ) :Koneènou brzdnou dráhu mají jistì ty pohyby, které se v koneèném èase zastaví,neboli pro které existuje øe¹ení rovni
e v(t) = 0. Pro r < 1 se pohyb zastavív èase t = mv1�r0(1� r) k :Brzdná dráha pak je xb = mv2�r0(2� r) k : (13)Pro r 2 (1; 2) se pohyb si
e teoreti
ky nikdy nezastaví, ale jeho brzdná dráhaje koneèná, nebo» exponent 2�r1�r ve vztahu pro dráhu je záporný. Pro t!1 jebrzdná dráha stejnì jako v pøed
hozím pøípadìxb = mv2�r0(2� r) k :Pro r = 1 je z dùvodu nutnosti spojitosti øe¹ení výsledek pro brzdnou dráhustejný jako (13), ry
hlost v¹ak v tomto pøípadì nikdy neklesne na nulu stejnìjako pro r 2 (1; 2). Pro úplnost, podle výsledkù pøed
hozí
h pøíkladù, uvedeme,¾e pro r = 1 je v(t) = v0e� ktm ; x(t) = mv0k �1� e� ktm � : 11



Pro r > 2 je dráha brzdí
ího tìlesa teoreti
ky neomezená; je to vidìt ze vztahupro x(t). Pro r = 2 bude x(t) = mk ln�kv0tm + 1�;
o¾ je také neomezená funk
e èasu.Shrneme-li poznatky, tak brzdná dráha je koneèná pro r < 2 a její délka jexb = mv2�r0(2� r) k :Pro ostatní r se bude tìleso teoreti
ky pohybovat do nekoneèné vzdálenosti,prakti
ky se v¹ak díky 
uktua
ím pøi velmi malý
h ry
hloste
h nìkdy zastaví,nelze ov¹em obe
nì øí
i v jaké vzdálenosti.Pøíklad 4 { potápìní padají
í kulièkyDøevìná kulièka o hustotì %k = 800kg�m�3 a polomìru r = 20mm padáz vý¹ky h0 = 2;0m do vody. Urèete, jak hluboko se potopí a) zanedbáte-liodpor vody, b) nezanedbáte-li odpor vody.Pøi výpoètu neuva¾ujte jevy vznikají
í, kdy¾ je kulièka ponoøena jen z èásti.Øe¹eníUrèujeme-li ry
hlost, kterou kulièka dopadá na hladinu, mù¾eme zanedbatodpor vzdu
hu. Platí v0 = p2gh0 = 6;3m�s�1.a) Zanedbáme-li odporovou sílu vody, pùsobí po dobu ponoøování na kulièkusíla F = � 43�r3g (%v � %k) = ma0, kde a0 je zry
hlení a m hmotnost ku�lièky. Kulièka se v tomto pøípadì potopí do hloubkyh = v202a0 = h0%k(%v � %k) = 8;0m:Vidíme, ¾e výsledek nezávisí na polomìru kulièky, a ¾e hloubka je nadoèekávání veliká.b) Nezanedbáme odporovou sílu vody, pøièem¾ pøedpokládáme turbulentní ob�tékání. Pak je odporová síla dána Newtonovým vzor
em (viz [19℄). Ozna�èíme-li kladné konstantya = %kg (%v � %k) ; b = 3C%v8rg (%v � %k) ;bude mít pohybová rovni
e tvaradvdt + bv2 + 1 = 0:12



Po separa
i promìnný
h a integra
i jeta = Z vv0� dv1 + bv2 = 1pb har
tg�v0pb�� ar
tg�vpb�i ;z èeho¾ vyjádøíme závislost ry
hlosti na èasev(t) = 1pb tg �ar
tg�v0pb�� tapb� :Integra
í tohoto vztahu dostaneme závislost dráhy na èase. Zavedeme sub�stitu
iy(t) = 
os�ar
tg�v0pb�� tapb� ; dydt = pba sin �ar
tg�v0pb�� tapb� ;x(t) = ab y(t)Zy(0) dyy = ab ln8<:
os har
tg�v0pb�� tapbi
os�ar
tg v0pb� 9=; :Do tohoto vztahu dosadíme èas, ve kterém je ry
hlost pohybu kulièky nulováa dostaneme hloubku, do které se kulièka potopí. Po dosazení za námizavedené pomo
né konstanty je hloubkah = a2b ln �1 + bv20� = 4r%k3C%v ln �1 + 3Ch0%v4r (%v � %k)�;kde, pøipomeòme, %k je hustota kulièky a %v vody. Èíselnì máme po dosa�zení h = 23 
m, 
o¾ je výraznì ménì ne¾ pøi zanedbání odporu prostøedí. Aèje tento výsledek realistiètìj¹í ne¾ pøed
hozí, o jeho správnosti nás mù¾e pøe�svìdèit jedinì experiment. Nepøesnost na¹eho výsledku zpùsobuje zejménafakt, ¾e jsme zanedbali to, 
o se dìje, kdy¾ je kulièka ponoøena jen z èásti(jde jednak o vzrùstají
í vztlakovou sílu, mìní
í se sílu odporovou, o vlivpovr
hového napìtí a o ráz kulièky s kapalinou, pøi kterém kulièka pøedáèást své me
hani
ké energie kapalinì { kapalina se rozvlní).Pøíklad 5 { pád para¹utistyRy
hlost para¹utisty se bez rozevøeného padáku ustálí na hodnotì v0 == 50m�s�1. V jaké vý¹
e nad zemí musí otevøít padák, je-li pro nìj velminebezpeèné dopadnout ry
hlostí vy¹¹í ne¾ vd = 10m�s�1. Hmotnost para¹u�tisty i s padákem je 100 kg. Pøedpokládejte, ¾e rozevøený padák je polokouleo prùmìru d = 7;0m. 13



Øe¹eníNa para¹utistu pùsobí Newtonova odporová síla, jeho pohybová rovni
etedy je mdvdx = mg � 12CS%v2:Oznaèíme k = CS%2m :Uvá¾íme-li, ¾e ry
hlost v je v¾dy bìhem pádu vìt¹í ne¾ ustálená (mezní) ry
h�lost pádu s padákem vm =pg=k, dostáváme separa
í promìnný
h a integra
ízávislost doby pádu na ry
hlostit = Z vv0 dvg � kv2 = 12pg Z vv0 1vpk +pg � 1vpk �pg! dv;t = 12pkg ln24�vpk +pg��v0pk �pg��vpk �pg��v0pk +pg�35 :Maximální bezpeèné ry
hlosti dopadu para¹utista dosáhne v èase td = t(vd).Z rovni
e vyjádøíme závislost ry
hlosti na èasev(t) = (v0 + vm) + (v0 � vm) e�2tpkg(v0 + vm)� (v0 � vm) e�2tpkg vm:Aby
hom získali závislost vý¹ky na èase, musíme tento výraz zintegrovat v me�zí
h od 0 do èasu t. To udìláme zavedením substitu
e y = exp ��2tpkg� arozepsáním na par
iální zlomky. Pakx(t) = � 12k y(t)Z1 � 2 (v0 � vm)(v0 + vm)� (v0 � vm) y + 1y�dy;x(t) = vmt+ 1k ln (v0 + vm)� e�2tpkg (v0 � vm)2vm :Nyní u¾ jen do x(t) dosadíme td = t (vd) a po pra
né, ale pøímoèaré úpravìdostaneme pro vý¹ku, ve které musí para¹utista otevøít padák, výrazx = 12k ln kv20 � gkv2d � g = 5;5m:Pøi výpoètu jsme zanedbali dìje pøi otevírání padáku. Z výsledku je vidìt, ¾ekdyby se padák otevøel okam¾itì, para¹utistovi by na zabrzdìní staèilo asi ¹estmetrù, ale na zaèátku brzdìní by jeho zpomalení bylo a = g� kv20 � �80g, 
o¾by nepøe¾il. Ve skuteènosti si samozøejmì nemù¾eme dovolit zanedbat otevíránípadáku, kdyby
hom ho uva¾ovali, vy¹el by nám jistì realistiètìj¹í výsledek.14



2 Tlumený kmitavý pohybVe v¹e
h oblaste
h fyziky i te
hniky se bì¾nì setkáváme s periodi
kýmkmitavým pohybem. K popisu kmitají
ího tìlesa u¾íváme pojmu rovnová¾nápoloha, 
o¾ je poloha, ve které je výsledni
e sil pùsobí
í
h na tìleso nulová.Je-li situa
e taková, ¾e výsledni
e sil pùsobí
í
h na tìleso je pøímo úmìrnávý
hyl
e z rovnová¾né polohy a pùsobí proti ní (tj. vra
í tìleso do rovnová¾népolohy), mluvíme o pohybu harmoni
kém. Harmoni
ké kmity koná harmoni
kýos
ilátor, a jak poznáme, jsou jeho kmity netlumené, idealizované.2.1 Harmoni
ký me
hani
ký os
ilátorUva¾ujme nyní harmoni
ký os
ilátor s jedním stupnìm volnosti (tj. s jed�nou souøadni
í, která staèí na popis okam¾ité polohy), napø. záva¾í na pru¾inì.Pohybová rovni
e má tvar ma = �ky, kde y je vý
hylka z rovnová¾né polohy,druhá èasová deriva
e vý
hylky �y = a je zry
hlení, m hmotnost tìlesa a kon�stanta k tuhost pru¾iny. Rovni
i zjednodu¹íme zavedením konstanty, která mávýznam vlastní úhlové frekven
e ! =pk=m. Pak platí�y + !2y = 0:Toto je obe
ný tvar pohybové rovni
e harmoni
kého os
ilátoru. Je to oby�èejná lineární diferen
iální rovni
e druhého øádu. Vyøe¹íme ji vyu¾itím násle�dují
í
h vztahù ddt � _y22 � = _y�y; ddt �y22 � = y _y:Vynásobíme-li toti¾ pohybovou rovni
i _y, mù¾eme psát0 = �y _y + !2y _y = 12 ddt � _y2 + !2y2� ;z èeho¾ díky tomu, ¾e jedinì deriva
e konstanty je nula, plyne (integraèní kon�stantu oznaèíme !2A2, musí být A � y)_y2 + !2y2 = !2A2 ) ����dydt ���� = !pA2 � y2:Tím jsme dostali separovatelnou diferen
iální rovni
i a mù¾eme provést jejíintegra
i !t = Z dypA2 � y2 = ar
sin yA � '0; 15



kde '0 je druhá integraèní konstanta. Vyjádøíme-li závislost vý
hylky na èase,dostáváme známý vztah pro harmoni
ké kmityy = A sin (!t+ '0);ve kterém konstanta A má význam amplitudy a konstanta '0 má význam poèá�teèní fáze. Velikost tì
hto integraèní
h konstant se urèí z poèáteèní
h podmínek.Je-li na poèátku pohybu y(0) = y0 a v(0) = _y(0) = v0, vy
házíA =r v20!2 + y20 ; tg'0 = y0!v0 :Perioda harmoni
ký
h kmitù je T = 2�=!.2.2 Tlumený me
hani
ký os
ilátorHarmoni
ký pohyb je ov¹em opìt jen idealiza
í reálné situa
e. Ve skuteè�nosti na ka¾dé pohybují
í se tìleso pùsobí odporové (tlumí
í) síly, které kmitánítlumí a jeho me
hani
kou energii pøemìòují na vnitøní energii. Pohybová rov�ni
e tlumený
h harmoni
ký
h kmitù nabývá tvaruma = �ky � Ft; (14)kde Ft je tlumí
í síla, která obe
nì mù¾e libovolnì záviset na vý
hyl
e, ry
h�losti nebo i èase. Nejèastìji se v praxi vyskytuje odporová síla pøímo úmìrnáry
hlosti Ft = bv, kde konstanta b je souèinitel lineárního (viskózního) tlumení.S takovou lineární tlumí
í silou se setkáváme napø. pøi hydrauli
ký
h odpore
hnebo pøi pomalém pohybu ve viskózním prostøedí.Pokud odporová síla nezávisí na ry
hlosti lineárnì, mù¾eme funk
i Ft(v)rozvinout do Taylorovy øadyFt(v) = Ft(0) + F 0t(0) v + 12F 00t (0) v2 + � � �V konkrétní
h úlohá
h se èasto stává, ¾e èleny s vy¹¹í ne¾ první mo
ninoury
hlosti v tomto rozvoji jsou zanedbatelnì malé. Pak mù¾eme rovni
i (14)øe¹it s lineárním tlumením jako aproximativní pøiblí¾ení problému.Nyní pohybovou rovni
i (14) s lineárním tlumením vyøe¹íme. Zavedemekladné konstanty: druhou mo
ninu vlastní úhlové frekven
e harmoni
ký
hkmitù !2 = k=m a souèinitel tlumení Æ = b=2m. Pohybovou rovni
i napí¹emeve tvaru �y + 2Æ _y + !2y = 0: (15)16



To je obyèejná lineární diferen
iální rovni
e druhého øádu s konstantními koe��
ienty a z teorie vyplývá, ¾e její partikulární øe¹ení (jedno ze v¹e
h mo¾ný
høe¹ení) mù¾eme hledat ve tvaru e�t. Dosadíme-li tuto funk
i a její deriva
i dorovni
e (15), dostaneme pro koe�
ient � kvadrati
kou 
harakteristi
kou rovni
is øe¹ením ��2 + 2Æ�+ !2� e�t = 0 ) � = �Æ �pÆ2 � !2: (16)Mohou nastat tøi pøípady:a) Æ > ! : : : pøetlumený os
ilátor konají
í aperiodi
ký pohyb,b) Æ = ! : : : os
ilátor s kriti
kým tlumením,
) Æ < ! : : : os
ilátor konají
í tlumené kmity.a) Pøetlumený os
ilátorOdmo
nina v (16) je reálné èíslo. Oznaèíme 
 = pÆ2 � !2 (narozdíl odpøípadu 
) zde 
 nemá význam úhlové frekven
e). Obe
né øe¹ení rovni
e (15)pak mù¾eme psát jako lineární kombina
i dvou mo¾ný
h partikulární
h øe¹eníy(t) = C1 e(�Æ+
)t + C2 e(�Æ�
)t;kde C1, C2 jsou integraèní konstanty závisejí
í na poèáteèní
h podmínká
h. Propoèáteèní hodnoty vý
hylky y(0) = y0 a ry
hlosti _y(0) = v(0) = v0, vy
házíkonstanty C1 = 12 �y0 + v0 + y0Æ
 � ; C2 = 12 �y0 � v0 + y0Æ
 �a závislost vý
hylky na èase má tvary(t) = 12e�Æt ��y0 + v0 + y0Æ
 � e
t +�y0 � v0 + y0Æ
 � e�
t� :Vidíme tedy, ¾e øe¹ení je ve tvaru souètu dvou exponen
iální
h funk
í, pøi�èem¾ pro t ! 1 je y(t) ! 0 (viz obr. 6). Podíváme se je¹tì, kolikrát za dobupohybu se soustava mù¾e dostat do rovnová¾né polohy, neboli hledáme poèetøe¹ení rovni
e y(t) = 0. Tato rovni
e má jedno øe¹ení pokud�C2C1 � 1;je-li tomu jinak, nemá ¾ádné øe¹ení. Tak¾e pokud napøíklad pøetlumený os
i�látor vy
hýlíme z rovnová¾né polohy, a pak jej s nulovou poèáteèní ry
hlostíuvolníme, vrátí se k rovnová¾né poloze, ani¾ by jí pro¹el. Pøetlumený os
ilátor17



nekoná periodi
ký pohyb, rovnová¾nou polohu pøekmitne maximálnì jednou ablí¾í se k ní pro t!1.Graf na obr. 6 za
hy
uje èasovou závislost vý
hylky pøetlumeného os
ilátorus parametry Æ = 1;00 s�1 a 
 = 0;80 s�1 pro poèáteèní vý
hylku y0 = 1m arùzné poèáteèní ry
hlosti.
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Obr. 6. Aperiodi
ký pohyb pøi nadkriti
kém tlumeníb) Kriti
ké tlumeníKoe�
ient � má jen jednu hodnotu � = Æ, a proto¾e pohybová rovni
e jediferen
iální rovni
í druhého øádu, musíme hledat je¹tì jeden partikulární inte�grál. Zpìtným dosazením snadno zjistíme, ¾e diferen
iální rovni
i (15) vyhovyjerovnì¾ funk
e y = te�Æt. Proto má obe
né øe¹ení tvary(t) = e�Æt (C1 + C2t) :Z poèáteèní
h podmínek opìt vypoèítáme integraèní konstanty C1, C2 a do�stáváme závislost vý
hylky na èasey(t) = e�Æt �y0 + (v0 + y0Æ) t�:Os
ilátor se v tomto pøípadì 
hová kvalitativnì stejnì jako v pøípadì pøed
ho�zím, rovnová¾nou polohu pøekmitne jednou, je-li C2=C1 < 0. V tomto meznímpøípadì tedy pohyb stále je¹tì není periodi
ký, os
ilátor se ov¹em do rovno�vá¾né polohy vra
í nejry
hleji. Toho se vyu¾ívá napø. u elektri
ký
h mìøí
í
h18



pøístrojù, kde ruèièka a její ulo¾ení tvoøí kmitavý systém. Kdyby tento systémbyl málo tlumen, kmitala by ruèièka dlouho kolem rovnová¾né polohy, u pøe�tlumeného systému by se zase vra
ela pøíli¹ pomalu.Závislost y (t) pro kriti
ké tlumení s Æ = 1 s�1 je na obr. 7. Poèáteènípodmínky jsou voleny stejnì jako v pøed
hozím pøípadì.
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Obr. 7. Aperiodi
ký pohyb pøi kriti
kém tlumení
) Tlumené kmityDostáváme se ke tøetí a nejdùle¾itìj¹í èásti. Odmo
nina v (16) je imaginárníèíslo a 
harakteristi
ké rovni
e má komplexnì sdru¾ené koøeny. Oznaèíme 
 == p!2 � Æ2. Zde 
 je vlastní úhlová frekven
e tlumeného os
ilátoru a je toreálné èíslo. Obe
né øe¹ení rovni
e (15) v tomto pøípadì má tvary(t) = C1 e(�Æ+i
)t + C2 e(�Æ�i
)t = e�Æt �C1 ei
t + C2 e�i
t� ;kde C1, C2 jsou tentokrát obe
nì komplexní integraèní konstanty. Proto¾e vý�
hylka y(t) musí být reálná, konstanty C1, C2 musí být komplexnì sdru¾ené.Napí¹eme-li je v komplexním tvaru C1 = 12Aei�, C2 = 12Ae�i�, kde A � 0 a �jsou nové, tentokrát ji¾ reálné, konstanty, dostáváme pro vý
hylkuy(t) = 12Ae�Æt hei(
t+�) + e�i(
t+�)i = Ae�Æt 
os (
t+ �);kde jsme vyu¾ili vzor
e e�i' = 
os'� i sin': 19



Konstanta A má význam amplitudy kmitù v nulovém èase, � je poèáteènífáze. Tyto konstanty se opìt dají urèit z poèáteèní
h podmínek. Je-li y0 poèá�teèní vý
hylka a v0 poèáteèní ry
hlost, vy
hází po úpravìtg� = �v0 + y0Æ
y0 ; A2 = y20 + (v0 + y0Æ)2
2 :
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Obr. 8. Tlumený kmitavý pohybAmplituda vý
hylky tì
hto kmitù není konstantní, nýbr¾ klesá exponen
i�álnì s èasem A(t) = A exp (�Æt). Tlumený kmitavý pohyb je tedy omezen pod�mínkou jyj � A (t) a køivky �A exp (�Æt) jsou obalovými køivkami tlumený
hkmitù (viz obr. 8). Doba kmitu, která se zavádí vztahem T = 2�=
 , není peri�odou funk
e y(t) (ta periodi
ká není), nýbr¾ jen periodou funk
e 
os (
 t+ �);je v¾dy vìt¹í ne¾ perioda netlumeného pohybu. Maxima èi minima nabývá vý�
hylka v èase, kdy je ry
hlost pohybu nulová, neboli po deriva
i a úpravì vztahupro vý
hylku 
t+ � = � ar
tg Æ
 + n�; kde n = 0; 1; 2; : : :Z tohoto lze vyjádøit dobu, která uplyne od prù
hodu rovnová¾nou polohou dodosa¾ení maxima nebo minima vý
hylky. Tato doba je�t = 1
 ar
tg 
Æ � T4 :20



U tlumený
h kmitù je tedy doba mezi prù
hodem rovnová¾nou polohou a dosa�¾ením extrému vý
hylky v¾dy men¹í ne¾ u netlumený
h kmitù, tj. ne¾ ètvrtinaperiody. Kmitají
í bod se pohybuje ry
hleji od rovnová¾né polohy ne¾ nazpìta dosáhne maximální vý
hylky døíve ne¾ uprostøed mezi dvìma prù
hody rov�nová¾nou polohou.Podíl dvou hodnot amplitudy èi vý
hylky y v èase t a t + T nezávisí naèase a nazývá se útlum po sobì jdou
í
h kmitù. Pøirozený logaritmus útlumuse nazývá logaritmi
ký dekrement útlumu,# = ln � y(t)y(T + t)� = ÆT:Tato bezrozmìrná velièina 
harakterizuje míru tlumení.Me
hani
ká energie je dána souètem energie poten
iální a kineti
ké, tj.E = 12ky2 + 12m _y2:Me
hani
ká energie v¹ak není konstantní, nýbr¾ klesá s èasem. Její èást sespotøebuje na vykonání prá
e potøebné k pøekonávání tlumí
í síly.Pøíklad 6 { samozavíra
í dveøeDveøe mají ¹íøku (resp. vzdálenost od kliky k pantùm) d = 70 
m a hmot�nost m = 40kg, dr¾íte-li je otevøené kolmo k jeji
h pùvodní poloze, musíte zakliku táhnout silou F0 = 40N kolmo k plo¹e dveøí. Na pante
h dveøí je pøipev�nìné samozavíra
í zaøízení. Tlumí
í moment tohoto zaøízení je úmìrný úhlovéry
hlosti zavírání. Naleznìte konstantu této úmìrnosti b tak, aby zavírání dveøíbylo ry
hlé, ale zároveò aby dveøe nebou
haly o zárubnì.Øe¹eníNejlépe se budou dveøe zavírat, bude-li tlumí
í zaøízení zprostøedkovávatkriti
ké tlumení. Pohybová rovni
e zavírají
í
h se dveøí plynou
í z druhé im�pulsové vìty je 13md2 �'+ b _'+ 2F0d� ' = 0;kde md2=3 je moment setrvaènosti dveøí vzhledem k ose pro
házejí
í panty,2F0'd=� je moment síly zpùsobují
í zavírání dveøí (èlen 2F0d=� se nazývádirekèní moment). Kriti
ké tlumení nastává, je-li úhlová frekven
e netlumený
hharmoni
ký
h kmitù stejná jako souèinitel tlumení, tj.! =r 6F0�md = Æ = 3b2md2 ; 21



z èeho¾ pro konstantu úmìrnosti b mezi tlumí
ím momentem a úhlovou ry
h�lostí zavírání dostávámeb =r8F0md33� = 22kg�m2�s�1:Pøíklad 7 { kmitají
í hustomìrJednodu
hý hustomìr má formu vál
ové sklenìné trubièky se zatavenýma zatí¾eným spodním kon
em. Hustomìr má hmotnost m = 20g, vnìj¹í prù�mìr trubièky, ze které je vyroben, je d = 10mm. Tento hustomìr ne
hámevertikálnì kmitat ve vodì. Z toho, ¾e amplituda vý
hylky se v¾dy po jednompøekmitnutí zmen¹í na polovinu, urèete koe�
ient viskózního tlumení b, tj. po�díl odporové síly a ry
hlosti. Kolikrát je perioda tlumený
h kmitù vìt¹í ne¾kmitù netlumený
h? Urèete rovnì¾ periodu tlumený
h kmitù.Øe¹eníHustomìr vy
hýlený z rovnová¾né polohy je vra
en zpìt vztlakovou silouma = Fvz + Fo = �V %g + Fo = ��d24 %gy + Fo;kde % je hustota vody, y je vý
hylka z rovnová¾né polohy, Fo = �bv je odporovásíla. Závislost vý
hylky kmitù na èase jey(t) = Ae�Æt 
os (
t+ �);kde A a � jsou konstanty plynou
í z poèáteèní
h podmínek, Æ = b=2m je souèi�nitel tlumení, 
 = p!2 � Æ2 je vlastní úhlová frekven
e, kde !2 = �d2%g=4mje úhlová frekven
e harmoni
ký
h kmitù. Logaritmus podílu dvou následují
í
hamplitud u tlumeného kmitavého pohybu (logaritmi
ký dekrement útlumu) jeln 2 = ÆT = 2�Æ
 = 2�bp�d2%mg � b2 ;z èeho¾ vyjádøíme koe�
ient tlumeníb = dp%mgs �1 + � 2�ln 2�2 � 0;194dp%mg = 0;027kg�s�1:Podíl periody tlumený
h a netlumený
h kmitù jeTtTn = !
 = 1q1� (Æ=!)2 =s1 +� ln 22� �2 = 1;054:Vidíme tedy, ¾e i pøi pomìrnì velkém tlumení se perioda kmitù zmìní velmimálo (o 5;4%). Perioda tlumený
h kmitù jeTt = 2�q1� (Æ=!)2r 4m�d2%g = 1;0 s:22



3 BalistikaBalistika je obor me
haniky, který se zabývá ¹ikmým vrhem tìles na po�vr
hu Zemì pøi uvá¾ení odporu vzdu
hu. Obor zalo¾il významný matematika fyzik L. Euler (1707{1783), pùvodnì vojenský in¾enýr. Zabýval se pohybemstøel ve vzdu
hu a vyøe¹il základní problém balistiky { balisti
kou køivku { propøípad odporové síly pøimo úmìrné druhé mo
ninì ry
hlosti.Ve vojenství se balistika èlení na vnitøní a vnìj¹í. Vnitøní balistika se za�bývá zry
hleným pohybem støel uvnitø hlavnì zbranì za pùsobení explodují
ípra
hové nálo¾e. Vnìj¹í balistika øe¹í pohyb støel po opu¹tìní hlavnì. Fyzikálnístránkou tohoto druhého problému se budeme zabývat.Øe¹ení pohybu støely, zejména pøihlédneme-li k její rota
i, je mimoøádnìslo¾itý problém me
haniky. Je nutné si uvìdomit, ¾e poèáteèní ry
hlost støelyzpravidla nìkolikanásobnì pøekraèuje ry
hlost zvuku a odporová síla je slo¾itoufunkèní závislostí ry
hlostí (viz [19℄). My provedeme jen zjednodu¹ené gra�
kéøe¹ení pohybové rovni
e hmotného bodu (nerotují
í støely), av¹ak pøi uvá¾enírázový
h sil. Eulerovo øe¹ení problému provedeme numeri
ky.3.1 Pohybové rovni
e, hodograf pohybuNebudeme-li uva¾ovat rota
i tìlesa (støely), pùjde o rovinnou úlohu. Pohy�bové rovni
e mù¾eme psát buï v kartézském tvaru anebo lépe v pøirozený
hEulerový
h souøadni
í
h (viz èlánek 1.2), tj. po dosazení za zry
hlení ve tvarum _v = F� ; mv2r = Fn: (17)Pro velikost teèné a normálové slo¾ky výsledni
e sil pøi uvá¾ení odporovésíly F podle Newtonova vzor
e (12) v [19℄, kde ov¹em C = Cv je souèinitelodporu závislý na ry
hlosti (viz obr. 19 v [19℄), dostávámeF� = ��mg sin�+ 12Cv%Sv2� ; (18)Fn = �mg 
os�; (19)kde � je okam¾itý úhel, který svírá ry
hlost v s vodorovnou rovinou (obr. 9).Vy¹etøme nejprve, jaký je v urèité poloze okam¾itý polomìr r køivosti balis�ti
ké køivky a jakou úhlovou ry
hlostí se mìní smìr okam¾ité ry
hlosti. Z dru�hého výrazu (17) po dosazení z (19) dostanemer = � v2g 
os� (20)23



Polomìr køivosti je tøeba 
hápat jako souøadni
i støedu køivosti Or na ose ns okam¾itým poèátkem v tì¾i¹ti tìlesa m; z toho pak plyne význam zápornéhoznaménka polomìru.
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Obr. 9. Tìleso pøi ¹ikmém vrhu v odporují
ím prostøedí { k odvození balisti
ké køivkyOznaèíme-li !� okam¾itou úhlovou ry
hlost otáèení vektoru v , je zøejmé,¾e platí v = r!�. Odtud pak !� = �g 
os�v : (21)Záporné znaménko v tomto výrazu naznaèuje, ¾e orienta
e úhlové ry
hlostije taková, ¾e zmen¹uje úhel �. Úhlová ry
hlost zmìny smìru je nejmen¹í napoèátku dráhy (pøi ústí hlavnì), kde je nejvìt¹í v , a nejvìt¹í v bodì mezivr
holem dráhy (tj. bodem, kde 
os� = 1) a bodem nejmen¹í ry
hlosti v .Bodu, v nìm¾ je !� nejvìt¹í, se vzhledem ke stabilitì støely øíká kriti
ký.Èasový prùbìh ry
hlosti obe
nì køivoèarého pohybu se v me
hani
e pøe�hlednì vyznaèuje tzv. hodografem pohybu. Pro sestrojení hodografu pro balisti
�kou køivku si zvolíme pevný bod P, tzv. pól hodografu, do kterého pøemístímevektory ry
hlosti pro v¹e
hny uva¾ované okam¾iky. Spojni
í kon
ový
h bodùtì
hto vektorù je hledaný hodograf daného pohybu.Pøi konstruk
i (sledujte obr. 10) hodografu vy
házíme z vektoru poèáteèníry
hlosti v0 a elevaèního úhlu �0. Velikost ry
hlosti se za malý èasový inter�val �t zmìní o hodnotu danou rovni
í (17), do ní¾ za zry
hlení dosadíme �v=�t24



a za sílu výraz (18), tj.�v � F�m �t = ��g sin�+ Cv %v22mS��t:Smìr ry
hlosti se podle (21) zmìní o�� � !��t = �g 
os�v �t:Hodograf budeme sestrojovat jako funk
i v = H(�). Zvolíme si vhodnýèasový interval, pro který budeme poèítat hodnoty velièin �v a �� a vyná¹et
hodografpro vakuum
0 � 0’
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Obr. 10. Konstruk
e hodografu pohybu støely 25



je do hodografu. Výpoèet a konstruk
e hodografu bude tím pøesnìj¹í, èím bude�t men¹í. Koe�
ient Cv urèujeme podle køivky 2 grafu na obr. 19 v [19℄, prookam¾itou ry
hlost v daném bodì hodografu.Na obr. 10 je znázornìn hodograf pohybu pro støelu o hmostnosti m == 30;0kg, rá¾e d = 100mm, v0 = 900m�s�1, �0 = 40;0Æ, �t je voleno 6;00 s.Èísla bodù na køiv
e znaèí èísla výpoètový
h intervalù. Z hodografu pohybuje vidìt, ¾e bod dráhy, ve kterém bude minimální ry
hlost, je a¾ za vr
ho�lem dráhy (� < 0). Pro velké hodnoty èasu je � � �90Æ a støela by padalakonstatntní mezní ry
hlostí svisle dolù. Pro srovnání je v obr. 10 èárkovanìvyznaèen hodograf pohybu pro pøípad bez pùsobení odporu vzdu
hu. Je tosvislá polopøímka. Pøíslu¹ná idealizovaná balisti
ká køivka se v tomto pøípadìredukuje na parabolu.3.2 Balisti
ká køivkaBalisti
ká køivka je závislost vý¹ky støely na vodorovné vzdálenosti od místavýstøelu. Konstruuje se pøímo z hodografu pohybu, kdy do grafu (roviny (x; y))postupnì vyná¹íme v pøíslu¹ném smìru støední ry
hlost v daném èasovém in�tervalu vynásobenou zvoleným �t.
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Obr. 11. Konstruk
e balisti
ké køivky26



Na obr. 11 je vynesena balisti
ká køivka pro pohyb støely popsaný v pøede�¹lé kapitole, pøièem¾ èísla bodù opìt odpovídají èíslùm výpoètový
h intervalù.Dostøel vy
hází 15;9 km, doba letu 64;1 s. Pro srovnání je zde èárkovanì na�kreslena èást paraboly pro vakuum, u ní¾ by byl dolet 81;2 km.V této kapitole byly dány jen velmi struèné základy balistiky. Pøi støelbá
hna velké vzdálenosti ovlivòuje pohyb støely øada dal¹í
h faktorù jako vliv rota
eZemì (Coriolisovo zry
hlení), vliv promìnnosti tíhového zry
hlení s vý¹kou,vliv zakøivení Zemì, vliv zmìny hustoty vzdu
hu s vý¹kou a v neposlední øadìvliv vlastní rota
e støely. Napø. vlivem zmìny hustoty vzdu
hu nabývá odporvzdu
hu ve vý¹
e 1, 5, 10 a 50 km pøibli¾nì 0,907, 0,600, 0,336, 0,0007 svéhodnoty pro nulovou vý¹ku.Podrobnìj¹í informa
e o balisti
e lze najít ve spe
ializované literatuøe,napø. [9℄, [13℄.3.3 Eulerovo øe¹ení balisti
kého problémuØe¹ením balisti
kého problému se zabýval ji¾ roku 1753 L. Euler (viznapø. [15℄, str. 142{150). Pøedpokládal, ¾e na vr¾ené tìleso pùsobí vedlekonstantí tíhové síly odporová síla úmìrná druhé mo
ninì ry
hlosti, tj. (viznapø. [19℄) F = �12C%Sv2v 0 = �mgv2k2 v 0;kde koe�
ient k o rozmìru ry
hlosti má velikostk =r 2mgC%S :Pohybová rovni
e nerotují
ího tìlesa pøi jeho vrhu v homogenním gravitaè�ním poli má pøi pùsobení odporové síly F kartézské slo¾kym�x = F 
os�; m�y = F sin��mg;kde � je úhel, který svírá okam¾itá ry
hlost (resp. teèna k balisti
ké køiv
e)s osou x. Vyjádøíme-li trigonometri
ké funk
e úhlu � pomo
í elementu ds ba�listi
ké køivky a jeho slo¾ek, tj.
os� = dxds ; sin� = dydsa dosadíme-li za sílu F , budou mít pohybové rovni
e tvar�x = �g v2k2 dxds ;�y = �g�v2k2 dyds � 1� : 27



Poèáteèní podmínky volíme takto: pro t = 0 je x = y = 0, _x = v0 
os�0,_y = v0 
os�0, kde �0 je elevaèní úhel.Integra
e tì
hto rovni
 není jednodu
há (v [15℄ je popsána na 8 straná
h)a pøesahuje ráme
 na¹eho textu. Uvedeme zde proto jen výsledek øe¹ení prospe
iální pøípad, kdy úhel � je velmi malý a oblouk s se nahradí délkou x. Pakje balisti
ké køivka popsána rovni
í ([15℄, str. 148)y = x tg�0 + k22v20 
os2 �0 �x� k22g �e 2gk2 x � 1�� :Pro zanedbatelný odpor vzdu
hu bude k2 ! 1 a balisti
ké køivka pøejde naparabolu y = x tg�0 � g2v20 
os2 �0 x2:Pøíslu¹né odvození vyu¾ívají
í rozvoje exponen
iály v øadu lze opìt najít v [15℄.3.4 Numeri
ké øe¹ení balisti
kého problémuSoustavu diferen
iální
h rovni
 popisují
í
h pohyb støely v odporují
ím pro�støedí s odporem úmìrným v2, kterou analyti
ky øe¹íme s obtí¾emi, mù¾emevyøe¹it numeri
ky. Následuje výpis jednodu
hého zdrojového textu programuFamulus a na obr. 12 grafy balisti
ký
h køivek pro rùzné elevaèní úhly z jeho vý�stupu. Maximální dolet pro støelu daný
h parametrù je pro úhel 32;5Æ, zatím
opro neodporují
í prostøedí je to pro 45Æ nezávisle na parametre
h tìlesa.! nastavení poèáteèní
h hodnot (v~základní
h jednotká
h SI)t = 0; y = 0; x = 0 ! poèáteèní hodnoty polohy a èasudt = 0.001 ! èasový krok (urèuje pøesnost výpoètu)v0 = 200 ! poèáteèní ry
hlostuhel_hodu = 32.54 ! elevaèní úhel ve stupní
h! parametry urèují
í odpor prostøedíR = 0.04 ! polomìr støelym = 2.5 ! hmotnost støelyro = 1.3 ! hustota vzdu
huC = 0.48 ! koefi
ient odporug = 9.81 ! tíhové zry
hleníalfa = uhel_hodu/180*pivx = v0*
os(alfa)vy = v0*sin(alfa)28



S~= 4*pi*R^2k~= C*ro/2*Sv~= sqrt(vx^2+vy^2) ! velikost ry
hlostiFy = -g*m - k*v*vy ! svislá slo¾ka sílyFx = -k*v*vx ! vodorovná slo¾ka sílyax = Fx/m; ay = Fy/mvx = vx + ax*dt; vy = vy + ay*dtx = x + vx*dt; y = y + vy*dtt = t + dtIF y<0 THEN STOP END ! skonèi pøi dopadu
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Obr. 12. Balisti
ké køivky získané numeri
kým øe¹ením
29



4 Proudìní vazké tekutinyVnitøní tøení významnì ovlivòuje proudìní reálný
h tekutin. V pøípadì vaz�kého tøení v nestlaèitelné kapalinì problém proudìní popisuje Navier-Stokesovapohybová rovni
e. Ve slo¾kovém tvaru jde o soustavu tøí par
iální
h diferen
iál�ní
h rovni
 druhého øádu. Jeji
h øe¹ení v analyti
kém tvaru je velmi obtí¾né aje známo jen pro nìkolik málo spe
iální
h pøípadù (viz napø. [4℄). Pro konkrétníte
hni
ké problémy, napø. v aerodynami
e letadel, se øe¹ení provádí numeri
ky.4.1 Laminární proudìní vazké tekutiny vál
ovou trubi
íLaminární ustálené proudìní vazké tekutiny vál
ovou trubi
í kruhovéhoprùøezu lze øe¹it pøímo u¾itím Newtonova zákona o teèném napìtí v proudí
ítekutinì (viz [19℄, vztah 10). Úkolem bude vypoèítat rozlo¾ení ry
hlosti teku�tiny v pøíèném øezu, tj. ry
hlostní pro�l.r y p1 vv �l �� p2Obr. 13. K odvození ry
hlostního pro�lu tekutinypøi prùtoku trubi
íProto¾e uva¾ovaný problém je vál
ovì symetri
ký, vytkneme v trubi
i sou�osý vále
 o dél
e �l a polomìru y > 0 (obr. 13), na jeho¾ plá¹ti má tekutinary
hlost v . K protlaèení tekutiny tímto vál
em na ni musí pùsobit výslednátlaková síla (rovná odporové síle) o velikostiF = �y2 (p1 � p2) = �y2�p;kde �p je tlakový rozdíl na kon
í
h vál
e. Proti tlakové síle pùsobí na plá¹tivál
e odporová síla vnitøního tøeníF 0 = ���S = ��2�y�l:Dosadíme sem za teèné napìtí � ze zákona pro proudìní Newtonovské tekutiny,dostaneme F 0 = �2��ydvdy�l:30



Pøi ustáleném proudìní musí být obì síly v rovnováze (F = �F 0). Po dosazenídostaneme diferen
iální rovni
i, v ní¾ mù¾eme separovat promìnné a integro�vat*) Z vv0dv = � �p2��l Z y0 y dy:Integra
í dostaneme v � v0 = � �p4��l y2:Z idealizované okrajové podmínky, ¾e na stìnì trubi
e je ry
hlost tekutinynulová, v(r) = 0, dostávámev0 = �p4��l r2; v = �p4��l �r2 � y2� ; (22)kde v0 je ry
hlost tekutiny na ose trubi
e (y = 0).Proto¾e y mìøíme od osy trubi
e, tvoøí kon
ové body vektorù v plá¹» rotaè�ního paraboloidu. Pro srovnání jsou na obr. 14 znázornìny ry
hlostní pro�lypro ideální a vazkou tekutinu. V pøípadì laminárního proudìní vazké tekutinyje ry
hlostní pro�l paraboli
ký. Pøejde-li proudìní na turbulentní, pak se ry
h�lost (v okolí urèité vzdálenosti od osy trubi
e) v dùsledku turbulen
e tekutinyþzrovnomìrníÿ, s výjimkou tenké vrstvy u stìny.(a) (b) (
)Obr. 14. Ry
hlostní pro�ly tekutiny v trubi
i za rùzný
h podmínek {(a) ideální tekutina, (b) vazká tekutina pøi laminárním proudìní,(
) vazká tekutina pøi turbulentním proudìníZe známého rozlo¾ení ry
hlosti (22) mù¾eme vypoèítat objemový tok QVuva¾ovanou trubi
í. Elementární tok plo
hou elementárního mezikru¾í o polo�mìru y a vý¹
e dy jedQV = 2�yv dy = ��p2��l �r2 � y2� y dy:*) Integra
i lze provést rovnì¾ neurèitým integrálem a integraèní konstantu C stanovitz okrajové podmínky, ¾e pro y = r je v = 0. 31



Integra
í pøes 
elý pøíèný prùøez trubi
e dostanemeQV = ��p2��l Z r0 �r2 � y2� y dy = �r48� �p�l : (23)Tento výsledek vyjadøuje Hagenùv-Poiseuilleùv zákon. Podle nìj je objemovýtok viskózní tekutiny pøi laminárním proudìní trubi
í kruhového prùøezu pøímoúmìrný ètvrté mo
ninì polomìru trubi
e, nepøímo úmìrný dynami
ké visko�zitì a pøímo úmìrný tlakovému gradientu �p=�l. Vztah (23) na základì expe�rimentù sestavili v ro
e 1841 fran
ouzský lékaø Poiseuille a nezávisle na nìmroku 1839 berlínský stavební rada Hagen. Vztah (23) mù¾e být vý
hodiskemúvah napø. o probléme
h s tlakem krve u star¹í
h osob, jim¾ se zu¾ují (zarùs�tají) 
évy. K dosa¾ení urèitého prùtoku krve je pak zapotøebí mnohem vy¹¹íhotlaku. Problém v pou¾ití vztahu (23) je v¹ak v tom, ¾e krev je nenewtonovskákapalina a 
évy mají promìnný polomìr.4.2 Ztrátová vý¹ka v Bernoulliho rovni
iZe vztahu (23) je zøejmé, ¾e k tomu, aby
hom pøi laminárním proudìníreálné tekutiny protlaèili urèitou trubi
í objemový tok QV , je zapotøebí vy�tvoøit mezi kon
i trubi
e tlakový rozdíl �p k pøekonání prùtokový
h odporù.O tom by
hom se mohli pøesvìdèit experimentem, pøi kterém by
hom sledovalivýtok kapaliny z nádoby vodorovnou trubi
í o dél
e l, kterou by
hom pøipo�jili k nádobì v hloub
e h pod hladinou (obr. 15). K vodorovné trubi
i jsoupøipojeny svislé tlakomìrné trubi
e. Zjistili by
hom, ¾e na kineti
kou energiiby se nemohla pøemìnit 
elá tlaková energie úmìrná vý¹
e h, nýbr¾ jen jejíèást úmìrná vý¹
e h0. Druhá èást, úmìrná vý¹
e hz = h� h0, se spotøebuje napøekonávání odporový
h sil vnitøního tøení v trubi
i. Výtoková ry
hlost tedynebude v = p2gh, ale jen u = p2gh0. Vý¹ka hz se oznaèuje jako ztrátová vý¹ka.Pro pohyb nestlaèitelné reálné tekutiny tedy neplatí Bernoulliho rovni
ev bì¾nì uvádìném tvaru, v nìm¾ je souèet ry
hlostní, geodeti
ké a tlakovévý¹ky konstantní, nýbr¾ v obe
nìj¹ím tvaruu22g + z + p%g + hz = konst:kde hz je ztrátová vý¹ka v uva¾ovaném bodì nestlaèitelné kapaliny.Ztrátová vý¹ka hx pøi výtoku trubi
í o konstantním prùøezu, mìøená vevzdálenosti x od vyústìní trubi
e (obr. 15), je úmìrná dél
e x úseku trubi
e:hx = kzx, kde kz je ztrátový koe�
ient závislý na polomìru trubi
e, na ry
hlostitekutiny a její kinemati
ké viskozitì (viz následují
í pøíklad).32
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Obr. 15. Výtok kapaliny z nádoby vodorovnou trubi
í {sledování ztrátové vý¹ky pøi výtokuPøíklad 8 { výpoèet ztrátové vý¹kya) Vypoètìte ztrátovou vý¹ku hz a hx a ztrátový koe�
ient kz pro soustavuna obr. 15. Je dán polomìr trubi
e r, její délka l, výtoková ry
hlost u (jakostøední výtoková ry
hlost v¹e
h èásti
 kapaliny) a kinemati
ká viskozita �kapaliny.b) Jaká musí být vý¹ka h kapaliny v nádobì, aby výtoková ry
hlost z trubi
ebyla u?Øe¹enía) Nejprve je nutné urèit støední hodnotu u výtokové ry
hlosti. Proto¾e trubi
emá konstantní pøíèný prùøez, bude u stejné pro ka¾dé x. Velikost ry
hlostilze urèit jednak u¾itím vìty o støední hodnotì, pou¾ité na funk
i (22), jednakpøímo z Hagenova-Poiseuilleova zákona (23). Druhý zpùsob je jednodu¹¹í,nebo» pro objemový tok musí platit jednak vztahQV = Su = �r2u;jednak vztah (23). Porovnáním obou dostanemeu = r28� �p�l : (24)Proto¾e trubi
e má konstantní pøíèný prùøez mù¾eme tlakový gradient vy�jádøit vztahem �p�l = pxx = pzl = konst; 33



kde px je tlak potøebný k tomu, aby kapalina protékala ry
hlostí u úsekemo dél
e x (a tím i 
elou trubi
í) a pz je rozdíl tlakù mezi kon
i trubi
e(oznaèuje se jako tlaková ztráta). Dosadíme-li tento vztah do výrazu (24),dostaneme pz = 8�ur2 l; px = 8�ur2 x:Pøíslu¹né ztrátové vý¹ky jsouhz = pz%g = 8�u%gr2 l = 8�ugr2 l; hx = px%g = 8�ugr2 x = kzx;kde kz = 8�ugr2je ztrátový koe�
ient, který má význam ztrátové vý¹ky pøipadají
í na jed�notkovou délku trubi
e a � = �=% je kinemati
ká viskozita.b) Z Torri
elliho vztahu pro ry
hlost u urèíme ry
hlostní vý¹ku h0:h0 = u22g :Potøebná vý¹ka hladiny v nádobì tedy jeh = h0 + hz = u22g �1 + 16�lur2 � :
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5 Úlohy5.1 Zadání úlohÚloha 1 { lokomotivaLokomotiva o hmotnosti m má na vodorovné trati v urèitém okam¾iku t == 0 ry
hlost v(0) = v0. V tomto okam¾iku vypne motory a bude na ni pùsobitjen jízdní odpor, popsaný funk
í F = � (k1 + k2v), kde k1, k2 jsou kladnékonstanty. Vypoètìte, za jakou dobu se lokomotiva zastaví.Úloha 2 { støelaJaký je rozdíl mezi dobou letu støely 76-milimetrového kanónu pøi støelbìna 
íl ve vzdálenosti L od ústí hlavnì kanónu se zøetelem na odpor vzdu
hu, adobou letu bez zøetele k odporu vzdu
hu. Dráhu pøedpokládejte pøímoèarou,vodorovnou. Pøedpokládejte, ¾e odpor vzdu
hu je dán funk
í F = �kv2. Jedáno m = 8;50kg, L = 1000m, v0 = 900m�s�1, k = 1;70 � 10�3N�m�2�s2.Úloha 3 { para¹utistaPara¹utista o hmotnostim padá z vý¹kyH za pùsobení síly odporu vzdu
huF = �kmv2, k > 0. Vypoètìte, jakou ry
hlostí dopadne na zem, je-li poèáteèníry
hlost nulová.Úloha 4 { moto
yklMoto
ykl o hmotnosti m má na pøímé vodorovné silni
i ry
hlost v0. Jakdaleko dojede po vypnutí motoru a za jak dlouho zastaví, má-li 
elkový jízdníodpor velikost F = �kv3=2.Úloha 5 { moment hybnostiNa èásti
i o hmotnosti m pùsobí 
entrální síla F1 = F (r) r 0 a odporová sílaF2 = �bv , kde b je kladná konstanta. Poèáteèní moment hybnosti vzhledemk bodu r = 0 je L0. Najdìte závislost momentu hybnosti na èase.Úloha 6 { èlunVolnì jedou
í (nepohánìný) èlun je zpomalován tøe
í silou F (v). Jeho ry
h�lost klesá podle vztahu v = 
2 (t� t1)2, kde 
 je konstanta pøíslu¹ný
h jednoteka t1 je èas, ve kterém se èlun zastaví. Naleznìte závislost odporové síly na ry
h�losti.Úloha 7 { pla
hetni
eJak velká odporová síla pùsobí na pla
hetni
i o hmotnosti m = 2000kgpo tom, 
o svine pla
hty, jestli¾e v té dobì pluje ry
hlostí v0 = 5;00m�s�1?35



Pøedpokládejte, ¾e odpor prostøedí je úmìrný ry
hlosti a ¾e pla
hetni
e doplujeje¹tì do vzdálenosti s = 500m.Úloha 8 { míèekMíèek je vr¾en svisle vzhùru poèáteèní ry
hlostí v0. Pøedpokládejte, ¾e od�por vzdu
hu je úmìrný druhé mo
ninì ry
hlosti. Oznaèíme-li vu ustálenou ry
h�lost pádu míèku, doka¾te, ¾e ry
hlost v, kterou se míèek vrátí, je dána vztahemv�2 = v�2u + v�20 .Úloha 9 { proudìní kapaliny mezi deskamiPøedstavte si dvì teoreti
ky nekoneènì rozlehlé rovnobì¾né desky (jedna jeumístìna v rovinì z = 0 a druhá v rovinì z = 2D). Mezi tìmito deskami vesmìru osy x teèe kapalina o dynami
ké viskozitì �, pøièem¾ ve smìru osy xje konstantní tlakový gradient �p=�x = k. Urèete závislost ry
hlosti tekou
íkapaliny na vzdálenosti r od roviny symetrie desek.Úloha 10 { vynoøují
í se kulièkaDøevìnou kulièku o polomìru r = 20mm a hustotì %k = 800kg�m�3 jsmeponoøili do vody do hloubky h0 = 2;0m a z klidu pustili. Za jak dlouho sekulièka vynoøí na hladinua) zanedbáme-li odpor vody,b) pøedpokládáme-li, ¾e odpor vody je úmìrný ètver
i ry
hlosti.Pøi výpoètu neuva¾ujte jevy vznikají
í, kdy¾ je kulièka ponoøena jen z èásti.Úloha 11 { váhyTøi po sobì následují
í vý
hylky ruèièky vah byly m1 = 10g, m2 = 7;5 g am3 = 9;1 g. Za pøedpokladu, ¾e na ruèièku pùsobí síla úmìrná vý
hyl
e, kteráji vra
í do rovnová¾né polohy, a odporová síla je úmìrná ry
hlosti, urèete jakáje skuteèná hmotnost. Získané øe¹ení porovnejte s øe¹ením za zjednodu¹ují
íhopøedpokladu, ¾e vý
hylka ruèièky se bude zmen¹ovat lineárnì (bì¾nì u¾ívanýzpùsob).Úloha 12 { matemati
ké kyvadlo v olejiMatemati
ké kyvadlo délky l = 0;50m je ponoøeno do ri
inového oleje,jeho¾ dynami
ká viskozita je � = 0;99Pa�s, hmotnost kulièky na kyvadle jem = 10g a její polomìr r = 3;0mm. Kyvadlo vy
hýlíme o úhel 3Æ a pustíme.Popi¹te pohyb kyvadla za pøedpokladu, ¾e odporová síla bude dána Stokesovýmvztahem.Úloha 13 { kyvadlo ztrá
ejí
í energii kyvùUrèete logaritmi
ký dekrement útlumu � kyvadla délky l = 50
m, které zat = 8;0min kývání ztratí 75% své me
hani
ké energie.36



Úloha 14 { kapièka vody v mrakua) Vypoètìte, jaká musí být vzestupná vertikální ry
hlost v vzdu
hu v mraku,aby se v nìm udr¾ela kapièka vody tvaru koule o polomìru r = 10;0�m azùstala relativnì v klidu v soustavì spojené se Zemí. Tuto soustavu pova�¾ujte za iner
iální.b) Kapièka vody dotykem s jinými kapièkami zvìt¹í svùj polomìr na dvojná�sobek své pùvodní velikosti r0 = 2r a zaène padat ve formì kapièky mr�holení. Pøedpokládejte, ¾e vzestupná ry
hlost vzdu
hu, vypoètená v bodìa), se nezmìní. Vypoètìte ry
hlost v0k kapièky mrholení ve velké vzdále�nosti od mraku, kde budeme pøedpokládat, ¾e ry
hlost vzdu
hu je v uva�¾ované vzta¾né soustavì spojené se Zemí nulová. Hustota vody je % == 1;00 � 103 kg�m�3, dynami
ká viskozita vzdu
hu � = 1;71 � 10�5Pa�s, hus�tota vzdu
hu se vzhledem k hustotì vody zanedbává. Pøedpokládejte, ¾ejsou splnìny podmínky pro u¾ití Stokesova vztahu pro odporovou sílu.Poznámka: Literatura o meteorologii uvádí, ¾e pro kapky o polomìru r > 20�mse Stokesùv vztah ji¾ neosvìdèuje, u¾ívá se vztah empiri
ký.Úloha 15 { zámìna jehly u injekèní støíkaèkyInjekèní støíkaèkou s jehlou o prùmìru otvoru d1 = 1;0mm vystøíknemeQV;1 = 5;0ml roztoku za sekundu. Jaký bude objemový tok QV;2 roztoku,zamìníme-li jehlu s jinou stejné délky, ov¹em o prùmìru otvoru d2 = 0;80mma budeme-li pùsobit na píst støíkaèky stejnou silou?5.2 Øe¹ení úloh1. t = mk2 ln�1 + k2v0k1 �.2. Ry
hlost støely je v = mv0= (kv0t+m), doba jejího letu jet = mkv0 �ekL=m � 1� = 1;23 s:Pøi zanedbání odporu je t0 = L=v = 1;11 s a diferen
e dob �t = t � t0 == 0;12 s.3. v =rgk (1� e�2kH ).4. Ry
hlost v = �1=pv0 + kt=2m��2 bude nulová pro t ! 1. Za této pod�mínky bude délka dojezdu x0 = (2m=k)pv0.5. Moment síly pùsobí
í na èásti
i jeM = dLdt = �r � (bv ) = � bmL; 37



z èeho¾ pro moment hybnosti mámeL = L0e�bt=m:6. Síla pùsobí
í na èlun jeF = mdvdt = �2m
2 (t1 � t) = �2m
pv:7. Pohybová rovni
e pro pla
hetni
i je m _v = �kv. Podle výsledkù pøíkladu 3je brzdná dráha x = mv0=k, z èeho¾ dostáváme velikost poèáteèní odporovésíly F0 = mv20=x = 100N.8. Vztah pøímo ovìøíme s pou¾itím výsledkù pøíkladu 1.9. Umístìme si mezi deskami my¹lený kvádr s rozmìry �x, �y, 2r. Jehostìny �x � �y jsou rovnobì¾né s deskami. Na tento kvádr pùsobí sílatlakového gradientu a odporová síla. Z rovnováhy tì
hto sil dostáváme v == k �D2 � r2�=2�.10. a) t =s 2h0%k(%v � %k) g = 1;3 s.b) Pou¾ijeme výsledku úlohy 5 s para¹utistou. Tamní konstanty jsou zdeg � (%v=%k � 1) g, k � 3C%v=8r%k a v0 = 0. Ze vztahu pro dráhu vyjádøímeèas a po dosazení dostanemet = � 1pkg ln�ekh0 �pe2kh0 � 1� � kh0 + ln 2pkg = 4;4 s;kde prostøední pøibli¾ná rovnost platí díky tomu, ¾e ekh0 � 1.11. Pøesné øe¹ení je m = m1m3 �m22m1 +m3 � 2m2 = 8;48g:Po lineariza
i dostanemem = m1 + 2m2 +m24 = 8;53g:Od
hylka je zanedbatelná.12. Pohybová rovni
e kyvadla je�'+ gl '+ 6�r�ml _' = 0:38



Proto¾e úhlová frekven
e harmoni
ký
h kmitù ! =pg=l = 4;4 s�1 je men¹íne¾ souèinitel tlumení Æ = 3�r�=ml = 5;6 s�1 bude kyvadlo konat aperi�odi
ký pohyb. Díky nulové poèáteèní ry
hlosti se kyvadlo bude pomaluvra
et do rovnová¾né polohy, ale nikdy jí nedosáhne.13. Vyu¾ijeme toho, ¾e me
hani
ká energie je úmìrná ètver
i amplitudy. Zadaný èas tedy amplituda klesne na polovinu. Periodu kyvadla mù¾emevzhledem ke slabému tlumení vyjádøit jako T � 2�pl=g a logaritmi
kýdekrement útlumu je pak� � 2� ln 2t s lg = 0;0020:14. a) Vzestupná ry
hlost vzdu
hu v mraku musí mít velikost v = 2%gr2=9 == 1;27 � 10�2m�s�1.b) V mraku bude kapièka klesat ry
hlostí v0k = 3v = 3;82 � 10�2m�s�1.Ve velké vzdálenosti od mraku ry
hlost kapièky vzroste na vk = 4v == 5;09 � 10�2m�s�1.15. QV;2 = QV;1�d2d1�4 = 2;0ml�s�1.
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