MOMENT SETRVACNOSTI

Studijni text pro resitele FO a ostatni zajemce o fyziku
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Obsah
Uvod . . . . . . e 2
1. Moment setrvacnosti . . . . . . . . ... 3
2. Posunuti osy otdceni . . . . .. .. ... Lo 4
3. Steinerova véta . . . . . .. L. 5
4. Teziste . . . . . . e 5
5. Diikaz Steinerovy véty . . . . . . . .. 6
6. Tyc (tézisté Casti) . . . . . . . . . 7
7. Tyc (Castiacelek) . . . . . .. 8
8. Ctvercova deska . . . . . . . .. 9
9. Deska tvaru rovnostranného trojuhelniku . . . . . ... ..o 10
10. Deska tvaru pravidelného sestithelniku . . . . . . .. ... ... ... .. 11
11. Obdélnikova deska . . . . . . . . . . ... 12
12. Deska tvaru rovnoramenného trojuhelniku, pravidelného n-tihelniku a

kruhu . . . .o 13
13. Momenty setrvac¢nosti konkrétnich téles . . . . . . .. ... ... ... 16
14. Slozené téleso . . . . . . . . . 18
15. Kruhova deska s otvory . . . . . . . . ..o 18
16. KolotoC . . . . . . . . . 19
17. Bambusovy prut . . . . . ... 21
18. Kosoc¢tvercova deska . . . . . . . . . . ... 21
19. Fyzikalni analogie . . . . . . . . .. .o 22
20. Cinka . . . . . .. 23
21. Roztaceni valce . . . . . . . . . . . 24
22. Trecisila . . . . . . . . e 26
23. Brzdéni rotujictho valce . . . . . . . ... oL 28
24. Hozena koule . . . . . . . . . . . ... 30
25. Koule brzdiciosténu . . . . . . . . .. ... ... ... ... 31
26. Dva souosé disky . . . . . . .. 33
27. Koule na naklonéné roviné . . . . . . . ... ... ... ... ... ... . 34
28. Pirueta a clovék na rotujicim disku . . . . . ..o 0000 38
Vysledky taloh . . . . . . . .. 43

Literatura . . . . . . . 46



Uvod

Podle 2. Newtonova pohybového zakona, nazyvaného téz zakonem sily, je pri stalé
piisobici sile zrychleni télesa pri posuvném pohybu nepiimo tmérné jeho hmotnosti.
Zavislost zapiseme vztahem a = % To znamena, ze stejna sila zplisobi tim vétsi
zménu pohybu télesa (urychleni, zpomaleni, zménu sméru pohybu), ¢im ma téleso
mensi hmotnost. Veli¢ina hmotnost tak charakterizuje setrvacnost télesa
pri posuvném pohybu, tj. jeho schopnost v daném pohybu setrvavat, neboli
odolavat zménam pohybu.

V jednoduchém pripadé stejna sila, tieba o velikosti 3 N, piisobici na lehky mi¢
o hmotnosti 0, 2 kg, jej bude uvddét do pohybu se zrychlenim o velikosti 15 m - s~2.

Bude-li vsak tato sila 3 N ptisobit na atletickou kouli o hmotnosti zhruba 7 kg,
bude ji uvadét do pohybu se zrychlenim zhruba 0,4 m - s~2.

A potlacime-li stejnou silou 3 N bruslare o hmotnosti 60 kg, bude jeho zrychleni
pouze 0,05 m - s72.

Obdobna situace nastava pri rotacnim pohybu, kdy méame urychlit ¢i zpomalit
otacejici se téleso. Ukazeme si, ze schopnost télesa v daném otaceni setrvavat
téz zavisi na jeho hmotnosti, ale navic i na tom, jak daleko je jeho hmota od osy
otacCeni rozmisténa. Setrvacnost télesa pri rotacnim pohybu charakterizuje
velicina moment setrvacnosti.

Pravé momentem setrvacnosti se tento studijni text zabyva. Nejprve tento pojem
vybudujeme, ukazeme jeho vlastnosti a pro radu téles odvodime konkrétni vztah.
V dalsi fazi ukazeme jeho pouziti pti rotacnim pohybu. Cely poznavaci proces
momentu setrvacnosti a jeho aplikace probiha na konkrétnich podrobné rozvedenych
a vyTesenych prikladech. Do textu je na vybranych mistech postupné vlozeno
16 tloh k procviceni, jejichz TeSeni, ¢asto s napovédou ¢i postupem, je uvedeno
na zaver. Soucasti textu je i blizsi pojednani o treci sile a prehledna tabulka
porovnavajici posuvny a rotacni pohyb.

Text je napsan predevsim pro Tesitele FO kategorii B a C, avsak podle schopnosti
a zajmu se s nim mohou seznamovat jak mladsi, tak starsi studenti. Je mozné si
téz pouze vyhledat konkrétni problém, ktery prilezitostné potrebujete resit.

Za kompletni peclivou kontrolu dékuji RNDr. Radce Hordkové. Téz dékuji gym-
nazistim Danielu Svecovi a Radimu Svecovi za poznamky ze studentského pohledu.

Autor



1. Moment setrvacénosti

Matéj a Pavlina se nechali roztlac¢it na voziku tak, ze dosahli konecné rychlosti
v =3,0m-s~!. Hmotnost Maté&je je m; = 60 kg, hmotnost Pavliny my = 40 kg.
Jejich kineticka energie (bez voziku) je
1 1
E, = 5(m1 + mg) v* = 5(60+40)-32 J =450 1J.

Matéj s Pavlinou se v parku usadili na prazdny
kolotoc¢ tak, ze Matéj vylezl na konstrukei kolo-
toce ve vzdalenosti r; = 2,0 m od osy otaceni
a Pavlina si sedla na sedacku ve vzdalenosti
ro = 3,0 m od osy otaceni. Nechali se roztocit

tak, ze méli stejnou kinetickou energii jako na
voziku. Urcime jejich obvodové v a v,.
Tentokrat se pohybuji spole¢nou tuhlovou
rychlosti

U1 (%)
w=—=—.
1 T2
Jejich kineticka energie je
1 1 1 1 1
Ek‘ — *ml'U% + me/Ug — —ml’r'%w2 + *mQT%wz = — (mﬂ“% + m27§) w2-
2 2 2 2 2
Vyjadrime thlovou rychlost:
2F 2 - 450
= = d-s™'=y15rad-s".
“ Jmlrf—l—mgr% Jﬁo-z2+40-32ra i 0 ad s

Hledané obvodové rychlosti pak jsou
v =rw=2" \/1,5m-s_1 =24m-s !
Vg =Tow = 3 -/1,D m-s = 3,7m-s_1.

vvvvvv

nez kinetickou energii posuvného pohybu. Matéj a Pavla se pohybovali riznymi
obvodovymi rychlosti, ale méli stejnou tihlovou rychlost. Proto je vhodné kinetickou
energii rotacniho pohybu vyjadrovat pomoci thlové rychlosti

1 2

1
E,. = 5 (mlrf + m2r2) w? = 5]&)2.

Vyraz v zavorce

J = mlfr% + mgrg

charakterizuje popisovanou soustavu dvou osob z hlediska rotace kolem osy a
nazyva se moment setrvacnosti. Obsahuje kombinaci hmotnosti téles a druhou
mocninu jejich vzdalenosti od osy otaceni. V nasem pripadé slo pouze o dvé télesa
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povazované za hmotné body. Pozdéji se vSak nauc¢ime vypocitat i kinetickou energii
kolotoce, jehoz hmota je danym zpiisobem rozlozena od nulové vzdalenosti do
vzdalenosti ro od osy otaceni.

Zavedli jsme tak moment setrvacnosti hmotného bodu o hmotnosti m, ktery

se nachazi ve vzdalenosti r od osy otaceni:

J = mr?

Obecné je rotujici téleso sestaveno z riizného poc¢tu hmotnych elementii nebo ma
néjakym zpusobem rozloZzenou hmotu vzhledem k ose otaceni (vrtule, rotor turbiny,
rotor elektromotoru, kolo automobilu, koloto¢, kyvadlo, ...).

Moment setrvacnosti télesa otacivého kolem pevné osy charakterizuje setr-
vacnost tohoto télesa pri otac¢ivém pohybu, podobné jako hmotnost télesa charak-
terizuje jeho setrvacnost pii posuvném pohybu. Cim mé téleso vétsi setrvacnost
(vétsi hmotnost u posuvného pohybu, vétsi moment setrvac¢nosti u rotaéniho po-
hybu), tim obtiZznéji méni svij pohybovy stav.

Napt. u voziku je snazsi uvést do pohybu ¢i zastavit vozik s mensi celkovou
hmotnosti, u kolotoce je snazsi uvést do pohybu ¢i zastavit koloto¢ také s mensi
celkovou hmotnosti, ale také kdyz pasazéri budou rozmisténi blize k ose otaceni.

Moment setrvacnosti télesa zavisi na jeho hmotnosti a na rozmisténi
jeho hmoty vzhledem k ose otaceni.

2. Posunuti osy otaceni

Cinka o hmotnosti m se skldda ze dvou shodnych kouli, jejichZ stiedy jsou ve
vzajemné vzdalenosti [ Situaci si zjednodusime modelem, v némz zanedbame
polomér kouli vzhledem k délce spojnice a zanedbame hmotnost tyce vzhledem
k hmotnosti kouli. Jinymi slovy mame dva hmotné body o celkové hmotnosti m,
spojené nehmotnou spojnici délky L.

a) Vyjadiime moment setrvac¢nosti Jy ¢inky vzhle- N ;
dem k ose prochazejici tézistém a kolmé k podélné m m
ose ¢inky. 2 € ¥2

b) Nyni osu otaceni posuneme o vzdélenost d ve

B9 |~
{N|h<

sméru podélné osy ¢inky a vyjadiime moment
setrvacnosti J ¢inky vzhledem k této ose. d

a) Secteme dva stejné momenty setrvac¢nosti hmotného bodu o hmotnosti m/2 ve
vzdalenosti /2 od osy otaceni

m /1% 1
=2.— (=] = ml?
Jo 2(2) 2
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b) Posunutim osy se zméni vzdalenosti, oba momenty setrvacnosti opét secteme

gom(lig) am (Lo om (B ol e B ol )
~2\2 2 \2 —2\17 2 1772 -

2
-5 (lz + de) = Tml? £ md? = Jo + md?.

V Ve

o hodnotu, ktera je pfimo imérna druhé mocniné tohoto posunuti. Z toho plyne,
ze moment setrvacnosti je nejmensi vzhledem k té z navzajem rovnobéznych os,

vV oev

Tento poznatek mizeme zobecnit na libovolné téleso a zformulovat Steinerovu vétu.

3. Steinerova véta

Je-li Jy moment setrvacnosti télesa o hmotnosti m vzhledem k ose prochézejici jeho
tézistém, pak moment setrvacnosti tohoto télesa vzhledem k ose s ni rovnobézné
umisténé ve vzdalenosti d je dan vztahem

J = Jy + md®.

VOV e v

bodnu.

4. Tézisté

Téleso tvori tfi malé kulicky (hmotné body) o hmotnostech my, mg = 2my, ms =
3my, které maji v soustavé Ozxy soutfadnice [—2;5], [1; —1], [4; 3].

N

Yy

° 5
™1

4

3

VOV eV

sobky hmotnosti a konkrétni souradnice.

b}



vV oev

(m1 + mo + mg3) - 7 = mix1 + Moy + M3x3,

(m1 4+ ma +m3) - yp = miy1 + Mays + Mays.

Z rovnic plyne

mix1 + maeTo + M3xs3 miy1 + mays + Mms3ys
T = (*) Yyr = .
m1+m2+m3 m1+m2+m3

Dosazenim dostaneme
my - (—=2)+2my-1+3my -4 my-5+2my - (—=1)+3my -3
T = =2, yr= = 2.
m1 + 2mq; + 3my mi + 2my + 3my

5. Dikaz Steinerovy véty

Pouzijeme predchozi téleso slozené ze tii hmotnych bodt, jeho hmotnost je m =
¢arkovanou soustavu souradnic posunutou ve sméru osy x o zvolenou vzdalenost d.
Kolmo k roviné hmotnych bodi (kolmo k ndkresné) prolozime dvé rotacéni osy o a
o', z nichZ osa o prochézi tézistém a osa o’ pocatkem ¢arkované soustavy souradnic.
Ny Ay

|

Y1 Ty

= m3

r
o >
-

x=x’

X1 T d
X1 =x1+d

I
I
I
I
I
I
|
I
I
I
I
I
I
™2 |
e I
I

Moment setrvacnosti télesa vzhledem k ose o:
Jo = Jo1 + Jo2 + Jog = muri + maors + mgri =
=ma (2§ +yi) + ma (23 + 43) + ms (25 + 43) -
Moment setrvacnosti télesa vzhledem k ose o'
J=J1+ o+ J3= mlr’f — mgr’g — mgr’g =

= my (x’f + y’f) + mo (ﬂflg + y'g) +ms3 (55/:% + y'?),) =



... ¢arkované souradnice kazdého bodu nahradime necarkovanymi, tj. ' = = + d,
vy =y...

=my [(z1 4+ d)? + y7] + ma [(22 + d)° + 3| + my [(v3 + d)* + 3] =
=my [x% + 221d + d* + yﬂ +my [x% + 2x0d 4 d* + y%} +ms3 [a:% + 223d 4 d* + y?,] =

= my (22 + 4?) + 2myz1d + mad® + mo (23 + 43) +
+2TI”LQSCQCZ + m2d2 + mg3 (SIJ% + y%) + 2m3x3d + m3d2 =
...soucet 1., 4. a 7. ¢lenu je moment setrvacnosti Jy télesa vzhledem k ose o ...

=Jy+2d (mlazl —+ Moxo + m3a:3) + (m1 + mo + m3) d* =

...zavorka 2. ¢lenu je nulova, protoze predstavuje Citatele ve vztahu (*), ktery

VVoev

= Jo+2d-0+md* = Jy + md>.

Odvozeni plati i v pripadé, kdy hmotné body nelezi v roviné urcené osami z,
y. Obrazek pak predstavuje kolmé pruméty hmotnych bodi do ndkresny a r, 7/
zustavaji vzddlenosti hmotnych bodi od os otaceni o, o'.

Libovolné téleso lze rozlozit na obrovské mnozstvi hmotnych elementii se zane-
dbatelnymi rozméry. Rozsitime-li predchozi postup pro tii hmotné elementy na
jejich libovolny pocet, pak bez 1jmy na obecnosti lze Steinerovu vétu povazovat za
dokazanou.

6. TycC (tézisté casti)

Dosud jsme uvazovali pouze momenty setrvacnosti hmotnych bodt. Nyni se
pokusime odvodit moment setrvacnosti homogenni tyce zanedbatelné tloustky o
hmotnosti m a délky [ vzhledem k ose kolmé k tyci a prochéazejici jejim koncovym
bodem. Ty¢ rozdélime na nékolik stejnych tsekil, hmotu kazdého tseku soustifedime

VOV e v

VOV eV

VOV e

od osy otaceni.

| i Tri Tr
0 4 - —
—A 2 2
;khq_ W L W
| 3l
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Vyjadrime moment setrvacnosti soustavy dvou hmotnych bod umisténych v prvnim

VvV oev

m (IN? m /3\> 149 5
_mit T2} = 22 = 2 = 0.312 2.
Jo <4> +2<4> n m 16m 0,312500m

VOV oev

tretin tyce bude:

m /IN?> m (31\°> m /5]\° 1+94+25 35
Jy = — = ) o= T TP = S mi?=0.324 074 ml>.
’ 3() (6) (6) 108 " T 1 T m

6

"3

3

Pro pét hmotnych bodt umisténych v tézistich pétin tyce dostaneme

m N> m 31\ m(5l\° m[T\’ m9l2_
n=" (1) + 5 () + % () +% () +5 (5) =
_14+9+25+49+81 ., _ 33

o 500 ~ 100

Zda se, ze jsme na dobré cesté, jen je treba tyc¢ rozdélit na velky pocet stejnych
¢asti a secist momenty setrvacnosti soustavy odpovidajicich hmotnych boda. Tady

12 = 0,330 000 mi2.

nam pomuze napt. Excel. Zvolime-li 60 bodi, dostaneme
S om (1N om (3 m (1191\*
‘]60_60<120> +60<120> +---+6o<1zo> =

1494 ..+14161 , 13333
— ml

bt 2 __ 9
864 000 =10 OOOml = 0,333 325 ml~.

Pro 200 bodu dostaneme
53333

~ 160000

200 ml? = 0,333 331 mi>.

1

Vypadi to, ze se priblizujeme k ¢iselné hodnoté 0,3 = % a Ze moment setrvac¢nosti

by mohl byt J = %ml?

w

K ovéreni hypotézy zkusime jesté jinou metodu.

7. Tyc (¢asti a celek)

Odvodime moment setrvacnosti homogenni tyce zanedbatelné tloustky o hmotnosti
m a délky [ vzhledem k ose kolmé k tyc¢i a prochéazejici tézistém tyce.

Moment setrva¢nosti ty¢e pak bude mit tvar Jy = kmi?, kde k je hledany éiselny

koeficient.
.
o m

2

ﬂ
2
Z !Z
1 2
8



Ty¢ rozpilime, kazda ¢ast ma hmotnost m/2 a délku /2. Pak moment setrvacnosti
tyce je sou¢tem momentl setrvacnosti jejich ¢asti vzhledem k téze ose otaceni. Pro
dvé kratké tyce o polovicni délce je vsak osa otaceni v jednom z jejich koncovych

VOV e

e =2l () 2 3]

k=—.
12

Pak plati rovnice

Z rovnice plyne

VOV eV

moci Steinerovy véty dostaneme moment setrvacnosti vzhledem k ose prochazejici
koncovym bodem tyce

N 1 o, 1,1,
J—Jo+m<2> —Eml +Zml —gml.

Tim je hypotéza z predchoziho reSeni dokézana.

Uzita metoda se pro ty¢ osvédcila, zkusime ji proto pouzit i pro néktera dalsi télesa.

8. Ctvercova deska

Odvodime moment setrvacnosti c¢tvercové

. ) T m
desky o hmotnosti m a s délkou hrany a — —
vzhledem k ose kolmé k desce a prochazejici

vV oev

Mo |

Moment setrvacnosti c¢tvercové desky pak .
bude mit tvar Jy = kma?, kde k je hledany V2

¢iselny koeficient. al m

Desku rozdélime na 4 shodné ¢tvercové desky, 2 | 4 7 m
kazdd mé hmotnost m/4 a hranu délky a/2. 4
Pak moment setrvacnosti desky je souctem a a
momenti setrvacnosti dil¢ich desek vzhledem 2 2

k téze ose o otaceni.
Pro diléi desky je vsak osa otaceni o v jednom ze svych vrcholi, tj. ve vzdalenosti

VoV e v

kma? = 4 {/JZ (g)Q + i’f (\fa> 2] .

plati rovnice



Z rovnice plyne

k=,
6

Tedy moment setrvacnosti ¢tvercové desky je

1
Jo = émaQ. (1)

9. Deska tvaru rovnostranného trojithelniku

Odvodime moment setrvacnosti desky
tvaru rovnostranného trojuhelniku o hmot-
nosti m a s délkou hrany a vzhledem
k ose kolmé k desce a prochéazejici tézistém
desky:.

Moment setrvacnosti desky pak bude mit
tvar Jy = kma?, kde k je hledany céiselny
koeficient.

Trojuhelnikovou desku rozdélime na 4

=
-P~|;5

N2
> | ,{,"
-3
Sk

shodné desky stejného tvaru, kazdad ma
hmotnost m/4 a délku hrany a/2. Pak mo- £
ment setrvacnosti trojuhelnikové desky je
souctem momentu setrvacnosti jejich casti

|2
M| =

vzhledem k téze ose otaceni.

VOV e

vzdalenosti h/3 od tézisté celé desky, kde

e -4

je vyska ptivodniho trojuhelniku. Proto opét uzijeme Steinerovu vétu. Pak plati

rovinice )
2 2 1v3

k 2:km<a> w(a) m(1v3 |
mam=kp\g) TR \g) Talge e

Z rovnice plyne

10



10. Deska tvaru pravidelného Sestiithelniku

Pravidelny sSestitthelnik se stranou délky a se skldda ze Sesti shodnych rovnos-
trannych trojihelnikii se stranou téze délky a. Zvolime-li m hmotnost Sestitihel-
nikové desky, bude mit kaidé trojﬁhelnikové deska hmotnost m/6. Uzijeme Vztah

VOV e

Vrcholem trojuhelniku, které jsou ve vzajemné vzdalenosti

2, 2 V3 V3
d=-h=--—a=—a.
3 3 2 3
Moment setrvacnosti desky tvaru rovnostranného trojuhelniku vzhledem k ose o0, je
2
JtrOj:1 + 0 = 1m2+@ ﬁa _ 2T
12 6 6 12 6 6\ 3 12 6

Pak deska tvaru pravidelného sestithelniku ma vzhledem k ose prochazejici jeho

VoV oev

5m2 5

Jo=6Jii = 6 — 2 3
0 = Bltroj 126" 12" 3)
0,
ﬂ
6
a W3\«
— (1
=D
a m e
6 oy

11



11. Obdélnikova deska

Odvodime moment setrvac¢nosti obdélnikové desky vzhledem k ose kolmé k desce a
prochézejici tézistém desky.

Uvazujme obdélnik s danou thloprickou u, kterou zvolime jako typicky rozmér
obdélniku. Jeho proménné strany a, b pritom spliiuji vztah u? = a? + b?. Predpo-
kladejme, ze moment setrvacnosti obdélnikové desky o hmotnosti m bude mit tvar
J = kmu?, kde k je hledany ¢&iselny koeficient.

a

2

Desku tvaru obdélnika rozdélime na 4 shodné obdélnikové desky, kazda ma hmotnost
m/4 a rozméry a/2 a b/2. Pak moment setrvacnosti ptivodni obdélnikové desky je
souCtem momentl setrvacnosti jejich ¢asti vzhledem k téze ose otaceni. Pro malé

YV Ve

téz Steinerovu vétu. Pak plati rovnice
L <u>2 L m <u>2
4 \2 4 \4) |’

k=—.
12

kmu® = 4

Z rovnice plyne

Moment setrvacnosti obdélnikové desky je
1 1

_ 2 _ 2 | 72
Jo—ﬁmu —Em<a —l—b).
Pro ¢tvercovou desku, kde a = b, pak dostaneme jiz znamy vztah
1
Jy = éma2.

Pro ty¢ bez ohledu na tvar profilu (pri¢né rozméry jsou zanedbatelné), kde a = [,

12



b = 0, pak téz dostaneme znamy vztah

1
JO Emﬂ

12. Deska tvaru rovnoramenného trojuhelniku, pravidel-
ného n-uhelniku a kruhu

Uvazujme obdélnikovou desku o hmotnosti m s rozméry a, b. Jiz vime, ze jeji
moment setrvacnosti vzhledem k ose o1 prochazejici jejim stredem kolmo k desce je

kde c je jeji thlopricny rozmér. Desku thlopfiénym fezem rozdélime na dvé shodné
desky tvaru pravouhlého trojihelniku. Na kazdou z nich pripada vzhledem k téze
ose 01 poloviéni moment setrvacnosti:

1m 1 m
J a’ + b? R
17 199 (" +%) = 12 2
Oy
a
moo ¢
2 b
2} )
o.; """"" 03
m m
2 2

UZitim Steinerovy véty ve tvaru Jy = J — md? (osu pfemistujeme do t&7iste)
dostaneme moment setrvacnosti trojuhelnikové desky vzhledem k ose 09 prochazejici

Jo2 = Lm 2 <C>2 = im02.
122 2 \6 18 2

Opét uzitim Steinerovy véty prejdeme k ose o3:
Im , m<a>2 1m2 Im 4, 1m

Jg= 2 M - 9
3= 182¢ T3 182¢ Tga® = w2(c+ a).

3

Spojenim dvou shodnych trojihelnikovych desek se spole¢nym rozmérem b
dostaneme desku tvaru rovnoramenného trojuhelnika se zdkladnou 2a a s rameny
c. Deska uvedeného tvaru ma jiz opét hmotnost m a jeji moment setrvacnosti
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vzhledem k téze ose o3 je

1
1
03 = 1g™ (c + 2a )
Dale ozna¢me 2« 1ihel pri hlavnim vrcholu. Pak moment setrvacnosti vzhledem
k ose o4 prochazejici hlavnim vrcholem je

2
Joa = =zm (¢ + 2a*) + m <2b> —1lm (c* + 2a* + 8b%) =

1
I8 3 I8

1

1
1—8m (c +92¢% sin? o + 862 (308204) 1—8m02 (1+28in205+20082&+6(308204> =

118mc (3+6cos’a) = éch (1+2cos’a).

Pravidelny n-uhelnik se sklada z n shodnych rovnoramennych trojl’lhelnikﬁ S VI-
cholovym tuhlem 2a = 27t/n, kde 27 je plny thel v radidnech. Ozna¢me r = ¢
polomér kruznice opsané. Odpov1daJ1(:1 deska 0 hmotnostl m ma moment setr-

VvV oev

1
J, = 6mr2 (1 4 2 cos® Z) : (4)

Volbou napi. n = 3, 4, 6 dostaneme momenty setrvacnosti desek tvaru rovnostran-
ného trojihelniku, ¢tverce a pravidelného sestiihelniku

1 o1 1 o \? 1
b)) -
3= M P Eos g ) = M = M S sin 60° 12"

2
1, 1 (\/ﬁa) 1,

1 T
Jy = émr2 (1 + 2 cos? 4) = —mr°-=-m

= —ma“,
3 3 2 6
1 5 5)
Jo = gmr2 (1 + 2 cos? 76T> Emr2 = Ema2

Vysledky souhlasi se vztahy (2), (1) a (3).

Volbou vétsich hodnot n ve vztahu (4) se bude thel a zmensovat a jeho kosinus
zvétsovat. Pro velmi velkd n je pak thel a blizky nule, jeho kosinus blizky jedniéce
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a pravidelny n-tthelnik se bude svym tvarem blizit kruhu. Myslenkovy proces
vyjadiime matematicky: V limité pro n jdouci k nekonecnu dostavame
. 1 2 2 T 1 2
Js = nlgrolo gmr (1 + 2 cos n) = §mr )

Vysledny vyraz vyjadiuje moment setrvacnosti kruhové desky o hmotnosti m a
o poloméru r vzhledem k ose prochazejici kolmo stredem desky.

Uloha 1: Moment setrvacnosti desky tvaru pravidelného n-thelniku lze vyjadiit
vztahem J, = k,mr?. Najdéte pomoci Excelu minimalni éislo n, pro které se
koeficient k, lisi od koeficientu ko, = 1/2 pro kruhovou desku o méné nez 1 %.
Vyuzijte vztah (4).

Dosud jsme vyjadrovali momenty setrvacnosti desek se zanedbatelnou tloustkou.
Pokud tloustka neni zanedbatelné, dostavame v pripadé kruhové podstavy valec,
v ostatnich uvazovanych pripadech hranol. Moment setrvacnosti vzhledem k téze
ose na vysce télesa nezavisi a ma stejny ciselny koeficient k, nebot zptisob rozlozeni
hmoty vzhledem k ose otaceni se zachova.

Urcit moment setrvacnosti dalsich téles zpravidla znamené uzit integralni pocet,
jako ukazku uvedeme odvozeni pro kruhovou desku. Jde o ukazku, kterou muze
¢tenar neseznameny s integralnim poctem vynechat.

Kruhova deska mé& hmotnost m a polomér R. Rozdélime ji na nekoneéné mnoho
prstencii o elementarni sitce dr a elementarni hmotnosti dm. Vybereme jeden
z prstencii o poloméru r, jeho moment setrvacnosti je

dJ =r?-dm. (5)

Najdeme vztah mezi diferencidly dr a dm. Z divodu homogenity ma deska vsude
stejnou plosnou hustotu o. To znamena, ze pomeér celkové hmotnosti m a celkového
plosného obsahu 7tr? je stejny jako pomér hmotnosti a plosného obsahu libovolného
vyTezu.

V nasem pripadé pouzijeme pomér elementarni
hmotnosti dm a elementarniho obsahu dS =
= 27tr - dr vybraného prstence. Proto plati

m dm
k2 2mr - dr

o =

Z rovnosti plyne

Dosazenim do vztahu (5) nahradime elemen-
tarni hmotnost elementarni tloustkou prstence:
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dJ =r2. ]23;m dr = ig;r?)dr.

Vyraz predstavuje elementarni moment setrvacnosti prstence o poloméru r a
elementarni tloustky dr. Nyni elementarni momenty setrvacnosti vsech nekonecné
mnoha prstencti s poloméry r € (0; R) secteme a dostaneme celkovy moment
setrvacnosti kruhové desky. Tento soucet nekoneéné mnoha nekonecéné malych
hodnot se provadi matematickou metodou zvanou integrace. Proces spociva v tom,
7e k dané funkci (v nasem pifpadé r®) nalezneme tzv. primitivn{ funkci (r*/4),
jejiz funkéni hodnoty pro horni integra¢ni mez r = R a dolni integrac¢ni mez r = 0
odecteme. Postup reSeni zapisujeme takto:

2 i om [r]" 2 4 1
J— /m3dr_m/r3dr:m[f} :m(R_o):mRz
0

13. Momenty setrvacnosti konkrétnich téles

V prehledu jsou uvedeny momenty setrvacnosti nékterych téles (u vétsiny jsme
dokazali vztah odvodit):

hmotny bod o hmotnosti m ve vzdéalenosti r od
1 r T, osy Otééeni:
J=mr

tenkosténny valec, obru¢, prstenec o hmotnosti
m a o poloméru R (veskerd hmota je ve stejné
vzdalenosti od osy otaceni jako u hmotného

bodu)
J = mR?
i R plny homogenni véalec, kruhova deska, o hmot-
nosti m a o poloméru R
m 1
J = -mR’
5
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plnd homogenni koule o hmotnosti m a o

R N\
poloméru R
2
J = mR?
5
. homogenni ty¢ o hmotnosti m a o délce [
i it}
' 1
! J = —ml’
l 12
i ¢tvercova deska, krychle, hranol (kvadr se ¢tver-
e ‘I‘\” COVOU pOdStavou)
........ . — 1
Jo = Ema2
T
________ A obdélnikova deska, kvadr
-'= _______ b

Jo = 112m (a2 + b2)

deska tvaru obecného trojuhelniku, odpovida-
jici trojboky hranol

1 2 12, 2
Jo = 36m(a +b —I—c)
deska tvaru rovnostranného trojuhelniku,
odpovidajici trojboky hranol

' Jy = 112ma2

deska tvaru pravidelného n-tthelniku, odpovi-
dajici n-boky hranol

1
J, = —mr? (1 + 2 cos? Tt)
6 n

m.

Uloha 2: Homogenni ty¢ a mald kulicka maji stejnou hmotnost. Jiz vime, Ze
moment setrvacnosti tyce délky [ a hmotnosti m vzhledem k ose otaceni prochézejici
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koncovym bodem tyce a kolmé k ty¢i je J = %ml?

Urcete vzdéalenost d od osy otaceni, kam musime kulicku umistit, aby tyc¢ i kulicka
mély stejny moment setrvacnosti.

tycCe od osy otaceni.

Uloha 3: V pevné krabici tvaru krychle o vnitfnim rozméru ¢ = 10,0 cm je

umistén natésno homogenni valec z oceli. Hustota oceli je p = 7 850 kg - m™3.

Urcete moment setrvacnosti valce vzhledem k ose prochazejici stiedy podstav valce.

Uloha 4: Urete moment setrvacnosti prazdné tenkosténné krychle o hmotnosti
m s délkou hrany a vzhledem k ose prochazejici stredy dvou protilehlych stén.

Uloha 5: Mame dva plné homogenni valce. Prvni vilec ma stejny primeér i vysku,
druhy ma primeér poloviéni a vysku trojnasobnou nez prvni valec.

Urcete pomér hmotnosti a pomér momentii setrvacnosti prvniho a druhého valce.

14. Slozené téleso

Homogenni rotac¢ni téleso o hmotnosti M se
sklada z plného valce o poloméru R a stejné
vysky R a ze dvou plnych polokouli o stejném
poloméru R. Vyjadrete moment setrvacnosti
télesa vzhledem k podélné ose ve tvaru J =
= kMR?.
Uréime pomér hmotnosti m, valce a hmotnosti m; polokouli:
my, _,0~7TR2'R_ 3

My p-amRd 4

Jednotlivé hmotnosti jsou m, = %M a myp = %M . Moment setrvacnosti télesa je
souctem momentil setrvacnosti jeho ¢asti:

1 3 2 4 31
J=Jy+Ji==--M-R*+=.-M-R*>="-MR*=0443M R?.
tTah=507 t57 70 !

Koeficient k = % splnuje ocekavany vysledek % <k< %

15. Kruhova deska s otvory

Homogenni kruhova deska o poloméru R mé vyriznuté c¢tyri kruhové otvory
o polomérech R/3. Stredy otvoru jsou ve vzdalenosti R/2 od stiedu desky. Hmot-
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nost desky s otvory je m. Vyjadiime moment setrvacnosti desky vzhledem k ose
kolmé k desce a prochézejici jejim stredem.

Obsah ptivodni kruhové desky je S = mR%. Kazdy ze ¢tyf otvort ma obsah

R 1, 1

Obsah kruhové desky se 4 otvory tak tvori 5/9 obsahu desky bez vyfiznutych
otvoru, tim také hmotnost m desky s otvory tvori 5/9 hmotnosti M desky bez
otvort, tedy m = (5/9)M. Hmotnost desky bez otvortu pak je M = (9/5)m.

Vytiznuta kruhova deska ma moment setrvacnosti vzhledem k ptavodni ose:

1M /R\> M /R\> 11
= (= (=) = —MR%
d 29<3>+9<2> 302 M1
Moment setrvacnosti kruhové desky s otvory pak je
1 11 59 59 9 59
J=-MR>—4-—MR>= —MR?>=—"""-Zm - R*>= —"mR*=0.656mR>.
2 324 162 162 5" go T TR

16. Kolotoc

Urcéime moment setrvacnosti kolotoce, vime-li, Ze hmotnost konstrukéni trubky
délky 1,00 m je m = 6,0 kg a hmotnost sedacky mys = 4,0 kg. Z tvodu jiz vime, zZe
spojnice ramen jsou ve vzdalenosti 1 = 2,0 m a sedacka ve vzdalenosti o = 3,0 m
od osy otaceni.

Koloto¢ si rozdélime na ramena, spojnice ramen a sedacky. U ramen a jejich
spojnic zanedbame tloustku, sedacky povazujeme za hmotné body. (Ve skute¢nosti
pod rameny budou jesté vzpéry, aby se ramena neprohybala. Ve vypoctu je vSak
nebudeme uvazovat.)
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Moment setrvacnosti jedné dvojice protilehlych ramen je

1
J = —
17 19

Moment setrvacnosti jedné spojnice s vyuzitim Steinerovy véty je

ﬁ)252

1
Jy=—-2m-ri+2m - (7’1 = —mrj.

C6m - (2rs)° = 2mr?.

12 2 3

Moment setrvacnosti jedné sedacky je

2
J3 = myr;.

Moment setrvacnosti kolotoce pak je

J = 3J1+6Jy46.J3 = 6mrs+10mri+6m,rs = (324+240+216) kg - m? = 780 kg - m*.

V tvodu se tento koloto¢ otacéel s tthlovou rychlosti w = /1,5 rad - s71. Pfi této
thlové rychlosti ma neobsazeny kolotoc kinetickou energii

1
Ero = §Jw2 = 585 J.

Je-li obsazeny Pavlinou a Matéjem podle ivodu, pak ma kinetickou energii
E, = Ey+ Ey =585J+450J = 1035 J.

Uloha 6: Plny homogenni valec o hmotnosti M a o poloméru R je tvoren dvéma
souosymi valci, vnéjsi valec je duty a v ném se natésno naléza vnitini plny valec.
Oba maji stejny moment setrvac¢nosti vzhledem ke své geometrické ose.

Urcete polomér r a hmotnost m vnitiniho plného valce.

Uloha 7: Tenkosténna oteviens nadoba tvaru valce mé hmotnost m, polomér R a
vysku 3R. Urcete jeji moment setrvacnosti vzhledem ke geometrické ose.

Uloha 8: Triangl o hmotnosti m mé tvar rovnostranného trojihelniku s délkou
strany a. Je vyroben z ocelové kulatiny se zanedbatelnou tloustkou. Urcéete moment
setrvacnosti trianglu vzhledem k ose prochéazejici jednim z jeho vrcholi a kolmé
k roviné trianglu.

Uloha 9: Urdete momenty setrvaénosti tif rovinnych téles vzhledem ke kolmé ose
prochézejici tézistém a postupny pomér J; : Jo : J3 jejich momenti setrvacnosti:

1) ¢tyri malé kulicky umisténé ve vrcholech
¢tverce s délkou strany a,

2) ctyti tenké tycky délky a spojené do ob-

vodu ctverce,
3) ¢tvercova deska s délkou strany a.

Hmotnost kazdého télesa je m.
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17. Bambusovy prut

VOV eV

vzdalenosti z od svého stiedu S. Moment setrvacnosti prutu vzhledem 02
k ose 01 kolmé k prutu prochézejici jeho koncovym bodem blizSim
k tézisti je Ji.
Uréime moment setrvacnosti Jo vzhledem k ose 05 rovnobézné posunuté
do opac¢ného koncového bodu prutu. S
Vysledek porovname s homogenni tyci. T } !
Posuneme-li rovnobézné osu otaceni tak, aby prochazela tézistém, pak
podle Steinerovy véty plati
2
J0=J1—m<é—x>. 0,

Dalsim posunutim do opac¢ného koncového bodu prutu dostaneme S
l 2 l 2 l 2
J2:Jo+m<2+x> :J1—m<2—x> +m<2+a¢> = Ji 4+ 2mlx.

VVoev

Jy = J1.

18. Kosoc¢tvercova deska

Deska tvaru kosoctverce s délkou hrany a a
hmotnosti m ma délky thlopricek v poméru
2:1. Moment setrvacnosti desky vzhledem
k ose kolmé k desce prochazejici vrcholem
delsi uhlopricky je J;.

Urcéime moment setrvacnosti Jo vzhledem
k ose rovnobézné posunuté do vrcholu kratsi

uhlopricky.

Oznac¢me d polovinu kratsi tuhlopricky, pak polovina delsi thlopricky je 2d.

VVev

Steinerovy véty plati
Jo == Jl — m(2d)2 = J1 — 4md2.

Dalsim posunutim do vrcholu kratsi ihlopricky dostaneme
Jy = Jo +md* = Jy — dmd* + md* = J; — 3md>.
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Podle Pythagorovy véty plati
a? = d* 4 (2d)* = 5d,

neboli

a2

= —.
5

Dosazenim dostaneme

3
Jo=J, — 3md* = J, — 5ma2.

19. Fyzikalni analogie

V popisu posuvného pohybu a otacivého pohybu miizeme najit jistou podobnost,
kterou nazyvame fyzikalni analogie. Spociva ve vytvareni dvojic fyzikalnich
veli¢in, které si vzajemné odpovidaji a které 1ze matematicky vyjadrit obdobnymi
vztahy.

Napf. draze s posuvného pohybu odpovidé tihel ¢ otécivého pohybu. Casové zméné
drahy, tj. rychlosti v, u posuvného pohybu odpovidéa u otacivého pohybu casova
zména opsané¢ho thlu, tj. thlova rychlost w. Jiz v ivodu jsme poznali, Ze setrvacnost
u posuvného pohybu vyjadiuje hmotnost m, setrvacnost u otac¢ivého pohybu
vyjadiuje moment setrvacnosti J. Dvojice veli¢in a vztahti mizeme usporadat do

tabulky:

Posuvny pohyb

Rotacni pohyb

draha uhel otoceni
s, [s]=m p, lp] =rad
rychlost uhlova rychlost

As _ A _
U= X7 [v] =m-s7? w:Tf, [w] =rad - s~
zrychleni (tecné) thlové zrychleni
a:ﬁg, la] =m - s72 6:%;, [e] = rad - s72

rovnomeérné zrychleny a rovnomeérné
zpomaleny posuvny pohyb

rovnomeérné zrychleny a rovnomeérné
zpomaleny rotacni pohyb

v =1yt at w = wy et

s = vt £ %at2 Y = wpt %5t2

hmotnost moment setrvacnosti

m, [m]=kg J=k-mr? [J]=kg m?
sila moment sily

F,[F]=N M =Fd, [M]=N-m

F = ma (2. pohybovy zakon)
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Posuvny pohyb Rotacni pohyb

hybnost moment hybnosti

p, [p)=kg-m-s! L=pd, [L]=kg -m? s
P =mu L =Jw

prace prace

W=Fs, [W]=1J] W=Meyp, [W]=1J]
kineticka energie kineticka energie
Ep=omi?, [E] =1 By=odu?, [B)=1]
vykon vykon

P=Fv, [P|=W P=Mw, [P]=W

Defini¢ni ¢i odvozené vztahy vétsinou nejsou uvedeny v obecné podobé, nebof
ucelem tabulky je pouze prehledné porovnani odpovidajicich si veli¢in ve fyzikalni
analogii mezi posuvnym a rota¢nim pohybem.

20. Cinka

Cinka o hmotnosti m se sklada ze dvou shod-
nych zeleznych valcii o poloméru r spojenych
dutou hlinikovou trubkou o poloméru /3 a
o zanedbatelné hmotnosti. Cinka se vali bez
prokluzovani rychlosti o velikosti v

a) po vodorovné roviné

b) spojnici po vodorovné uzké desce.

Uréime kinetickou energii ¢inky.

Uvazujme nejprve rotacni valec o poloméru r, ktery se vali po podlozce bez
prokluzovani. Béhem jedné otocky kolem osy kazdy bod na plasti valce obéhne
kruznici o poloméru r, ¢imz urazi drahu 27tr. Soucasné se osa valce posune
o stejnou vzdalenost 27tr. Pri stejné draze za stejny cas se proto musi rovnat
obvodova rychlost bodt na plasti vzhledem k ose otaceni rychlosti posuvného
pohybu valce vzhledem k podlozce.
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Vztah mezi rychlosti v posuvného pohybu valce a tthlovou rychlosti rotace valce

V=TwW

nazyvame vazbova podminka.

V pripadé valeni ¢inky vyjadiuji vazbovou podminku pro jednotlivé pripady vztahy

a)v=rw,b)v=w.

Kineticka energie valici se ¢inky je rovna souctu kinetické energie posuvného pohybu

VOV oev

2
a) Ek = lm’U2 + %JW2 — lm/UQ + 1 . lm?”Q . <1TJ> — imv27

2 2 2°9
1 1 1 1 ) <v>2 1
mr- -\« :va.

1
— = 24 27,2 — = 24, - .=
b) Ep = 5mu° + 5 Jw” = ogmu” + 5 - 5

3

21. Roztaceni valce

Na plném homogennim valci, ktery se miize otacek kolem pevné
vodorovné osy, je navinuto lanko, na jehoz konci visi zavazi

o hmotnosti m. Valec ma hmotnost mg a polomér r. Po uvolnéni

se lanko zacne bez prokluzovani odvijet. Urcéime velikost a ™o
zrychleni zavazi. Tteni v lozisku kladky zanedbame.

Provedeme dva zptisoby feseni. Nejprve uzijeme zdkon zachovdni
mechanické energie. m

Pri poklesu zavazi do hloubky h soustava ziska kinetickou energii,

ktera je rovna ubytku potencialni energie zavazi:
1

1
§mv2 + §Jw2 = mgh.

V kazdém okamziku je rychlost klesani zavazi rovna obvodové rychlosti bodi na
plasti valce, proto plati vazbova podminka

W= —.
r

Dosazenim vazbové podminky a momentu setrvacnosti valce dostaneme

1 1 1 2
2m02+2-2m0r2-i2:mgh,
1 2+1 5 h

—mu” + —-myv° =m
9 4 0 an,

J 4m
v=,|—gh.
2m + my
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Pric¢inou pohybu je stala tihova sila zavazi, proto posuvny pohyb zavazi i otacivy
pohyb vélce je rovnomeérné zrychleny. Zrychleni zavazi ziskdme z kinematickych
rovnic vyloucenim casu:

1 02
—at, h=—-at’>® = = —.
v = at, 2a a o

Dosazenim za rychlost nakonec dostaneme

4m I
B 2m—|—mog _ 2m
T 2 2mem?

Zrychleni zavisi pouze na hmotnostech téles. Jesté vyhodnotime nékteré zvlastni
pripady:

Je-li m = my, pak a = %g.

Je-li hmotnost zavazi zanedbatelna vzhledem k hmotnosti valce, tj. m < mg, pak
se zrychleni bude blizit k nule.

Je-li hmotnost valce zanedbatelna vzhledem k hmotnosti zavazi, tj. my < m, pak
se zrychleni bude blizit k zrychleni volného padu.

Jiny zpusob feseni spociva v uziti pohybovich rovnic.

Na zavazi ptisobi svisle dolli tihova sila mg a v opaéném sméru

nahoru tahova sila T lanka. Jejich vyslednice zplisobuje posuvny -T

rovnomeérné zrychleny pohyb zavazi se zrychlenim a.

Na valec ptisobi lanko v opac¢ném sméru doli stejné velkou T

silou — T. Jeji moment zplisobuje rovnomérné zrychleny rotac¢ni

pohyb valce s thlovym zrychlenim e. m

Kazdy pohybovy tc¢inek vyjadiime pohybovou rovnici: |
mg — T = ma, vlfmg

Tr = Je.
V soustavé dvou pohybovych rovnic mame tii neznamé: a, €, T. Jelikoz lanko
neprokluzuje, je velikost zrychleni zavazi shodné s velikosti tecného zrychleni bodt
na plasti valce, tedy mezi neznamymi a, € plati vazbova podminka

a=E¢er.

Ze soustavy pohybovych rovnic vylouc¢ime silu 7T

Je
mg = ma + —.
r

Dosazenim momentu setrvacnosti valce a vazbové podminky postupné dostaneme
=mgr? - 2
2" r

mg =ma+ ——,
r
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1
mg = ma + imoa,

2mg

2m + mg

Pro tuplnost lze vyjadrit ihlové zrychleni valce a tahovou silu

_a 2m
o7 2m+m0) 7
mo
T = =
mig ( 2m + m0g> mo + Qmmg

Uloha 10: Plny homogenni vélec o hmotnosti m a poloméru
R je na spolecné ose spojen s kladkou o poloméru r a zaned- ‘j
batelné hmotnosti. Pres kladku je vedeno lanko, na jehoz
konci visi zavazi o stejné hmotnosti m. «
a) Urcete velikost a zrychleni zavazi.
b) Urcete velikost a zrychleni zdvazi pro r = R/4.

m

22. Trecli sila

VvV oev

tihova sila F; = mg a podlozka ve stykové plose dolm podstavy stejné velkou silou
N opacného smeéru. Sily se rusi, tudiz jejich vyslednice je nulova a kvadr ztstava
v klidu.

Nyni budeme na kvadr piisobit postupné rostouci silou F ve vodorovném sméru.
Zpocatku kvadr opét zistava v klidu, coz vysvétlime vyvolanou statickou tieci
silou Fga.e = —F stejné velikosti a opacného sméru, kterou ptisobi na kvadr
podlozka. V jednom okamziku se kvadr odtrhne, tehdy je piisobici sila F na kvadr
v klidu maximalni a velikost statické ttreci sily branici pohybu kvadru lze vyjadrit

Fstat, max — fsN

Ciselnou konstantu f; nazveme staticky soucinitel smykového treni.

Tedy do okamziku odtrzeni plati
F = Fstat < fsN

Poté pri nasledném vleceni kvadru nastavime tahovou silu F tak, aby jeho pohyb
byl rovnomérny. Pak dynamickd treci sila Fgqy, je v Tovnovéaze s tahovou silou F a
jejich vyslednice je nulova. Velikost dynamické treci sily ptisobici proti pohybu lze
vyjadrit jako Fay, = falV.
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Ciselnou konstantu f; nazveme dynamicky soucinitel smykového t¥eni. Ob-
vykle byva dynamicky soucinitel ponékud mensi nez staticky.

Pokud tahovou silu zvétsime, treci sila se nezméni a pohyb kvadru bude zrychleny

se zrychlenim o velikosti
_ F — Fayn

m

a

Pokud tahovou silu zmensime, tfeci sila se opét nezméni a pohyb kvadru bude
zpomaleny se zrychlenim o velikosti
a = Fan = F.
m

Popsané situace jsou znazornény v obrazku. Jelikoz tahova a treci sila nemaji
spolecnou vektorovou primku, je téz vektorova primka reakce N podlozky posunuta
tak, aby vysledny moment vSech pusobicich sil zustal nulovy (podminka nulové
rotace).

N4 N A N 4
F F
> S
F. stat T F. stat max T
Fc Fc Fc
y
kvadr zustava v klidu kvadr zustava v klidu kvadr v klidu pfi odtrZeni
v = konst. A a = konst. A a= konst.A
F F F
F dyn T F dyn T F dyn T ~
€
Fc Fc Fc
rovnomeérny pohyb rovnomeérné zrychleny pohyb rovnomeérné zpomaleny pohyb

Dalsi obrazek znazornuje méreni treci sily silomérem. V pocéatecni poloze siloméru
urcené souradnici x = 0 tahova sila neptisobi. Nyni silomér tahneme tak, aby
jeho pohyb byl rovnomeérny. Tahova sila je v rovnovaze se statickou treci silou a
postupné roste az do okamziku, kdy silomér dosahne polohy x = x1. Poté se téleso
odtrhne a proti jeho pohybu zac¢ne piisobit dynamicka treci sila, kterd je obvykle
ponékud mensi nez maximum statické treci sily. Po kratkodobém ptrekmitnuti
zustava dynamicka treci sila priblizné konstantni.

Popsanou funkéni zavislost velikosti F' tahové sily na poloze siloméru urcené
soutadnici z lze znézornit graficky:
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F=—F
| [T
| _[TTTTTTTTTTT F = —Fgyat
| _[TTTTTTTTTT F ~ —Fqy
0 X, X
F,
Fstatmax
F. NN\ P AN
yn VW \ e <
0 X X

23. Brzdéni rotujiciho valce

Homogenni plny valec o hmotnosti m = 7,0 kg a poloméru r =
= 6,0 cm se otaci kolem pevné osy stalou tihlovou rychlosti
wy = 50 rad - s~!. Pfitlac¢enim brzdiciho prvku stalou silou
kolmo na plast valce zacne valec zpomalovat tak, ze do
zastaveni vykond N = 40 otacek. Dynamicky soucinitel
smykového treni mezi plastém valce a brzdicim prvkem je
f=0,25.
Urcime velikost F' pritlacné sily.
Velikost momentu treci sily je

M = Fyr = fFr.

Treci sila vykona praci, ktera je rovna celému ubytku kinetické energie valce

1
W%:M¢:§ﬁﬁ,
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kde ¢ = N - 27 je celkovy thel otoceni. Po dosazeni dostaneme

11 45
fFr-ZﬂN:§-§mr - Wy -

Z rovnice plyne
_ mrwi  7-0,06-50°
- 8nNf 8m-40-0,25

N=42N.

Alternativné miizeme vyjit z kinematickych rovnic

Ly t
= —¢ct”, wy=¢
¥ 9 ’ 0
rotacniho pohybu do tplného zastaveni. Z rovnic uzitim vztahu ¢ = N - 27t plyne
2 2
E = ﬂ e wo
20  AnN

Z druhé véty impulzové M = Je (obdoba druhého Newtonova pohybového zdkona
F = ma pro posuvny pohyb) dostaneme

M  fFr 2fF
5:—:1 =

J smr?  omr
Ze vztahu plyne
mr
F=—e¢.
2f
Dosazenim za thlové zrychleni dostaneme
mr w3 mrw}

F:

2f 4N SN[’

Misto kinematickych rovnic rotacniho pohybu mizeme téz vyuzit kinematické
rovnice posuvného pohybu. Kazdy bod plasté se na poc¢atku pohybuje po kruznici
s pocatecni rychlosti o velikosti vy = rwy, pricemz béhem brzdéni za dobu ¢ urazi
drahu s = N - 27tr podle kinematickych rovnic

s = §at2, wo = €t.
Z rovnic plyne
V3 r2wd TWa

T 9 T 2.2 N 4nN

Uhlové zrychleni vélce pak je
2
a W
g=— =2
r  4nN

Dalsi postup pres druhou vétu impulzovou ziistava stejny.
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Uloha 11: Setrvaénik se sklddd ze dvou plnych homogennich
valc o stejnych vyskach a o polomérech » = 9,0 cm a 2r.
Celkova hmotnost télesa je m = 120 kg. Setrvacnik se otaci
kolem pevné osy s konstantni periodou 7" = 0,60 s. Pritlacenim
brzdiciho prvku stalou silou o velikosti ' = 15 N kolmo na plast
jednoho z valcti zacne téleso zpomalovat, az se zcela zastavi.
Dynamicky soucinitel smykového tfeni mezi plastém valce a
brzdicim prvkem je f = 0,20.
a) UrCete moment setrvacnosti J télesa.

b) Urcete dobu t; brzdéni pti pusobeni dané sily na mensi valec a dobu o brzdéni
pri ptsobeni dané sily na vétsi valec.

24. Hozena koule

Plné homogenni kouli udélime pocatecéni rychlost vy bez rotace po vodorovné
podlaze.

a) Ur¢ime konecnou rychlost v koule po skonceni prokluzovani.

b) Uréime pomér ubytku kinetické energie vlivem tfeni a puvodni kinetické
energie koule.

a) Ve vodorovném sméru pusobi na kouli pouze treci sila, kterd zpomaluje posuvny
pohyb a svym momentem urychluje rotaci. Oba ucinky sily vyjadrime pohybovymi
rovinicemi:

Fy = ma,

FtT = Je.

Vyloucenim treci sily a po dosazeni za moment setrvacnosti dostaneme:

Smr?.e

a = —= —_= .
mr mr 5%

2er

Z, ¢asovych rovnic rovhomérné zpomaleného posuvného pohybu a rovnomeérné

zrychleného rotacniho pohybu vyloucenim ¢asu dostaneme

aw
V=1 —at, w=¢ct = vV=1vy— —.
€

S rostouci thlovou rychlosti w rota¢niho pohybu koule linedrné klesa jeji rychlost v
posuvného pohybu az do okamziku splnéni vazbové podminky w = ~ pro neproklu-
zovani. Dosazenim zrychleni a této vazbové podminky dostaneme

2er v

o T—v—gv = v—iu
e Y5 A
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b) Kinetickd energie koule po dosazeni konecné rychlosti v je

1 1 1 1 2 v 7 7 5\ 5
b = 5mv2 + éJwQ = EmUQ + 5 ngQ 2 = 1—0m1)2 = Em <7U0> = ﬂmU(Q)-

Vysledek dosadime do hledaného poméru:

AE., Eyo— E; %mvg — %mvg 2

[ .2 =
Ero Ero MUy 7

25. Koule brzdici o sténu

Koule o hmotnosti m a o poloméru » = 5,0 cm se vali bez prokluzovani po vodorovné
roviné rychlosti o velikosti v = 2,0 m - s7! a narazi kolmo do svislé stény. Bez odrazu
zacne prokluzovat a vlivem treni se zastavi. Dynamicky soucinitel smykového treni
mezi kouli a podlahou i mezi kouli a svislou sténou je f = 0,25. Tihové zrychleni

jeg=98m-s2

a) Pomoci tihové sily vyjadiime velikost vSech te¢nych a normdlovych sil pi-
sobicich na kouli.

b) Uréime dobu zastavovani a pocet otacek do zastaveni.

a) Na kouli pusobi tihova sila mg, vodorovna rovina
normalovou silou N a brzdici te¢nou silou T+, svisla
sténa normalovou silou Ny a brzdici teé¢nou silou
Ts.

7 hlediska posuvného pohybu zistava koule v klidu,
proto vyslednice vSech sil ptlisobicich na kouli je
nulova:

mg+N1+T1+N2+T2:0.

Pro velikosti sil ve vodorovném a ve svislém sméru tak dostaneme:
Tl - N27
N1 + T2 =mg.

Tecné sily jsou vyvolany trenim
Tl = fN17
Ty = fNs.

7 této soustavy Ctyr rovnic dostaneme
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_Jmg 4

2 = 1+ /2 = ﬁmg,
fmg 4
1=7 e = T?mga
T2 = meg = iTflg
1+ f2 17

b) Pohybova rovnice pro rovnomérné zpomaleny rotaéni pohyb je
Mr = Je,
kde M je velikost momentu brzdicich sil. Do rovnice postupné dosazujeme a
vyjadiime thlové zrychleni e:
2
Tir +Thr = gmr2 - €,
2
T1 + T2 = gmrs,

fmg  fPmg 2
—mre,

NI RTIN
5f(1+ fg

2(1+ f2)r

Rovnomérné zpomaleny pohyb do zastaveni je popsan rovnicemi
1
w=¢ct, =21 = 552?2,
kde w = 7 je pocatecni uhlova rychlost otaceni koule, ¢ je celkova doba brzdéni, ¢
thel otoceni a n pocet otaéek béhem brzdéni. Ze soustavy rovnic plyne
21+ v 34w
5f(L+f)g 25g
n= —
107tf(1+ f)gr

= 0,28 s,

~0,88.

Misto rovnic pro rotacni pohyb koule lze pouzit rovnice pro otacivy pohyb bodu

na dotykové kruznici:
1
v = at, 3:n-2m’:§at2,

kde a = er je tecné zrychleni bodt na dotykové kruznici.
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26. Dva souosé disky

Dva disky tvaru valce s momenty setrvacnosti J; = 5,0 kg - m?

a Jo = 3,0 kg - m? jsou umistény na spolecné ose a otaceji

se protismérné s thlovymi rychlostmi o velikostech w; = J\ ----- C -----

20 rad -s™! a wy = 60 rad-s~!. Po piitladeni k sobé se \}

vzajemné trou do okamziku, kdy rotuji jako jedno téleso.
a) Ur¢ime konec¢nou tihlovou rychlost spojenych diski.

b) Uréime, jakd ¢ast puvodni kinetické energie se ve formé kinetické energie po
spojeni do jednoho télesa zachovala.
Uloha je analogickd tloze na dokonale nepruzny raz téles pii piimoéarém pohybu.
Konkrétné jde napfr. o srdzku dvou vagéni jedoucich proti sobé; podrobny rozbor
této ulohy je uveden ve studijnim textu [2], s. 6 — 9.

Moment hybnosti i ihlova rychlost jsou vektorové veliciny a podobné jako moment
sily maji dva navzajem opacné sméry urcené osou otaceni. Moment hybnosti
L = Jw ma stejny smér jako thlova rychlost w stejné jako v analogii hybnost
p = mv ma stejny smér jako rychlost v (v obou ptipadech jde o soucin nezdporné
hodnoty skalaru s vektorem). To ndm umozni do rovnic zabudovat i smér otaceni.

a) Oznacme postupné w,q, w2, w, souradnice vektort wy, wsy, w. Pri volbé kladného
sméru ota¢eni prvniho disku pak je w,; = 20 rad - s7!, w,y = —60 rad - s~ 1.
Zakon zachovani momentu hybnosti ma tvar

lezl + JQWZQ = (Jl + JQ) Wy.

Z rovnice plyne
lezl + ngzg 5-2043- (—60)
wZ = =
J1+ Jo 5+ 3

rad-s' = —10rad - s~ %

Téleso spojenych diskt mé tthlovou rychlost o velikosti 10 rad - s™! a ot4¢i se ve
stejném smyslu jako druhy disk pred spojenim.

b) Kineticka energie jako skalarni veli¢ina nezavisi na sméru, proto si vystacime
s velikosti thlové rychlosti.

Kineticka energie soustavy pied spojenim disktl je
1 1
Ej = —Jiw? + = Jows3,
k 9 1w 9 2Wy
kineticka energie télesa po spojeni
1
E]/C = B (Jl + JQ) w?.
2

Vyjadiime pomér energii, do né¢hoz za w (w? = w?) dosadime vysledek a):
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% (J1 + Jo) w?

&

Ji+dy  (Jiwa + Jawn)®

k pr— pr— .
Jiw? + Jows (J1 + J2)2

Ey

1 1
gjlw% + §J2w%

(5-20+ 3 - (—60)) 1

(Jiwz1 + Jowss)? _ 1
(5+3)(5-20*+3-60%) 16

(Jl + Jg) (le% + JQW%)

V prubéhu déje se 1/16 pavodni kinetické energie diskt zachovala ve formé kinetické
energie, zatimco 15/16 puvodni kinetické energie se preménilo na vnitini energii,
tj. zvétsila se teplota diskil v oblasti trecich ploch.

Uloha 12: Reste pifklad v piipadé shodného sméru rotace diskii.

Uloha 13: Dva disky tvaru vdlce s momenty setrvacnosti J; = 10,5 kg - m? a
Jy = 4,5 kg - m? jsou umistény na spolecné svislé ose bez vzajemného dotyku.
Spodni disk se otaci s frekvenci f; = 12,0 Hz. Horni disk je v klidu, po uvolnéni
dosedne na spodni a vlivem tfeni se uvede do pohybu.

a) Urcete konec¢nou frekvenci otaceni soustavy spojenych disku.

b) Urcete, jaka ¢ast ptvodni kinetické energie se vlivem tfeni preménila na vnitini
energii.

27. Koule na naklonéné roviné

Plnou homogenni kouli o hmotnosti m a s polomérem r polozime na naklonénou
rovinu se sklonem a.

a) Urc¢ime zrychleni koule pii pohybu bez prokluzu.

b) Najdeme vztah mezi soucinitelem f smykového tfeni a tihlem sklonu «, pri
némz se koule bude valit bez prokluzu.

¢) Uréime zrychleni koule pti pohybu s prokluzem.
d) Urcéime v pripadech a) a c) velikosti vSech sil ptisobicich na kouli.

a) Zrychleni nalezneme dvéma zpisoby, nejprve uzitim zdkona zachoviani mechanické
energie. Koule valici se okamzitou rychlosti v bez prokluzovani ma kinetickou energii

1 1 1 1 2 2 1 1 7
E = imv2 + Et]w2 = imv2 + 5 5m7’2 - :2 = §m02 + gmUQ = Tomvz.
Zvolime drahovy usek délky s naklonéné roviny, na némz koule prejde z klidu
z jedné polohy do druhé s vyskovym rozdilem h = ssina. 7 rovnosti kinetické

energie [ koule v konecné poloze a potencialni energie £, = mgh v pocatecni

34



poloze dostaneme velikost konec¢né rychlosti:

7 10 10
Emvz =mgh = ov= \l7gh = ¢7gssina.

Pri stalém sklonu ztstavaji pohybové sily konstantni, proto je pohyb koule
rovnomérné zrychleny.  Jeho zrychleni dostaneme z kinematickych rovnic

vyloucenim casu:

! L2 = v
v=at, s=—-a a=—.
2 2s

Zrychleni ziskdme dosazenim jiz znamé rychlosti

10 .
p2  Tgssina g

QZ%ZZ—S:?QSIHOA

Jiny zptsob nalezeni zrychleni je pomoci pohybovych rovnic. Koule konéa soucasné
dva pohyby:

1. Posuvny rovnomeérné zrychleny pohyb se zrychlenim a ve sméru naklonéné
roviny Sikmo dolt. Jeho pricinou je vyslednice sil ptisobicich na kouli ve sméru
naklonéné roviny.

2. Rotacni rovnomeérné zrychleny pohyb s thlovym zrychlenim e kolem vodorovné
osy kolmé k nakresné a prochazeji tézistém koule. Jeho pric¢inou je vyslednice
momentu sil pusobicich na kouli.

VOV eV

R naklonéné roviny. Tihova sila ma tecnou slozku Fgy a normalovou slozku Fqy,
reakce ma tec¢nou slozku T a normalovou slozku N.

Koule se evidentné pohybuje po naklonéné roviné, to znamena, ze normalové slozky
se vzajemné rusi:

N = Fgn, = mgcos a.
Posuvny pohyb koule je zptiisoben vyslednici tecnych slozek o velikostech Fgy =

=mgsina a T. Tim dostavame prvni pohybovou rovnici

mgsina —T = ma. (6)
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Fo = mg\ Fe,

TR

N

Rotacéni pohyb vyvold pouze moment teéné slozky T reakce s ramenem 7, nebof
zbyvajici momenty slozek N, Fgi a Fg, maji nulové rameno. Druha pohybova
rovnice pak je

Tr = Je. (7)
Jelikoz koule neprokluzuje, je splnéna vazbova podminka
a = er. (8)

Vazbova podminka vyjadruje, ze pri neprokluzovani se velikosti zrychleni posuvného
pohybu koule a te¢ného zrychleni dotykovych bodti koule rota¢niho pohybu rovnaji
(podobné se v kazdém okamziku rovnaji velikosti okamzité rychlosti posuvného
pohybu koule a obvodové rychlosti dotykovych bodu rota¢niho pohybu).

Dosazenim vazbové podminky (8) a momentu setrvacnosti koule do pohybové
rovnice (7) dostaneme

2 2

Tr:5mr2-z = T:5ma.
Konecna soustava dvou pohybovych rovnic (6) a (7)
2

mgsina —T' = ma, T:5ma

obsahuje pravé dvé neznamé a, T a ma Teseni

a 0 sin «v
= — 1 s
79
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2
T = Mg sin av. 9)

Pro uplnost doplnime tthlové zrychleni

a Hgsina
£E=—= :
r r

b) Pri valeni bez prokluzu se uplatiiuje staticka treci sila, pti valeni s prokluzem
dynamicka treci sila. Pro jednoduchost nebudeme rozlisovat hodnoty statického a
dynamického soucinitele smykového treni.

P1i neprokluzovani je tecna slozka T reakce statickou treci silou, pro kterou plati
T < fN = fmgcosa.

Uzitim vztahu (9) dostaneme

2 ) 2 sin « 2
—mgsina < fmgcosa = f > = —tga.
7 Tcosa 7

c) Prfi prokluzu jiz neplati vazbova podminka a te¢na slozka T zustava rovna
dynamické treci sile F} = fmg cos . NapiSeme pohybové rovnice:

mgsina — F, = ma, Fir=Je.

Jednou neznamou je opét zrychleni a, roli druhé neznamé nyni prebird tthlové zrych-
leni €. Po dosazeni tieci sily a momentu setrvacnosti koule po upravé dostaneme
pro kazdou neznamou samostatnou rovnici

2
gsina — fgcosa =a, fgcosa = 57"5.

Resenim je

. 5fgcosa
a=g(sina— fcosa), e&=-—"—""—.
2r

d)
Pohyb koule bez prokluzu f > %tgoz Pohyb koule s prokluzem f < %tg&
Fat = Foos + Frot = mgsin o Fat = Fpos + Frot = mgsina
Foos = ma = %mg sin « Foos = ma =mg (sina — f cosa)
F.o.=T = %ma = %mg sin o F.ot =T = fmgcosa
Fon =N =mgcosa Fon =N =mgcosa

R=+VT?+ N? = R=+T24+ N2 =

= mg\/% sin? o + cos? a < mg mgy/1 + f?cosa < mg
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V obr. jsou doplnény pohybova sila F,,s posuvného pohybu a pohybova sila Fi
rota¢niho pohybu (sily F.,x a T pusobici na kouli vlastné tvori dvojici sil).

Funkcni zavislost zrychleni a pohybu koule na thlu « sklonu naklonéné roviny

znazornime graficky (zvolen soucinitel smykového tfeni f = 0, 30):
a

s .
0,9 ] | ‘ o -7 //
0,8 1 1 1 "," // 1
0,7 | [ a = gsin« B - I
06 - - /f’ \\
05 ' | .~ 7 a = g(sina — fcosa)
" ’, - r
0,4 | L /,:" valici se koule s prokluzem
A <\  —— |
{ 3 ra
0'3 ,l /4 \\_\/
A A ™ 5
0.2 s 7 a= =gsina
7
0,1 L Lan ..
b L’ valici se koule bez prokluzu
? d «
0 . I — — r 1, ¢
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

P11 nulovém tteni kazdé téleso (véetné rotacnich) se pouze smyka se zrychlenim a =
= gsina.

Pti nenulovém treni je zrychleni rotacniho télesa bez prokluzu v néjakém nasobku,
napt. koule v nésobku 5/7 (pro velké tihly si neprokluzujici rotacni téleso lze
predstavit jako ozubené na ozubené naklonéné roviné).

Kvadr se pri nenulovém treni bud nerozjede, nebo se smyka se zrychlenim a =
= g(sina — fcosa). Napr. pro soucinitel f = 0,30 nastane predél pri thlu
a=17°.

Plna ¢ara kopirujici ¢asti ¢arkovanych grafti zobrazuje zrychleni koule pri tomtéz
souciniteli f = 0,30. P1i mensich tihlech se bude valit bez prokluzu, pii vétsich
bude navic prokluzovat, predél nastava pro thel o = 46°.

Uloha 14: Urlete zrychleni, s jakym se bude pohybovat plny homogenni vélec po
naklonéné roviné se sklonem a) a = 20°, b) a = 40°. Soucinitel smykového treni
mezi povrchy vélce a naklonéné roviny je f = 0,20.

28. Pirueta a ¢lovék na rotujicim disku

Predstavme si bruslare, jak provadi piruetu. Obvykle se ndjezdem na misto
piruety uvede do pocatecniho rotacniho pohybu s roztazenymi pazemi a vytréenou
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nohou. Oznac¢me Jy pocateéni moment setrvacnosti a wy poc¢atecni tthlovou rychlost
bruslare. Pritazenim koncetin k ose otaceni se moment setrvacnosti zmensi na
hodnotu J a thlova rychlost se zvétsi na hodnotu w. Pritom ke zméné tvaru téla
dojde pouze vlivem vlastnich sil bruslare. Vliv vnéjsich sil jako je odpor vzduchu ¢i
tfeni mezi brusli a ledem zanedbame. Bruslar tak tvori izolovanou soustavu, ktera
splnuje zakon zachovani momentu hybnosti. Proto plati

Jw = J()wo.

Porovnejme nyni kinetickou energii Ejg = %Jowg v pocatecnim stavu a kinetickou
energii Fj, = %JwQ v koneéném stavu. Bude stejna, nebo nebude stejna? Vyjadiime
rozdil konecné a pocatecni kinetické energie:

1 1 1 J, 2 1 J, 1
—Jw? — ZJwi = =J - (Ow()) — ~Jowg = (0 - 1) 5 Jowy

AE, = B, — Erg =
booEk T KT 9 9 J 9 J 9

Jelikoz J < Jy, vyraz v zavorce je kladny, kineticka energie se zvétsila. Prirozené
vznika otazka, jaky je ptivod tohoto pririistku energie.

Budeme zkoumat jednodussi model. Na obvodu
velké kruhové vodorovné desky o hmotnosti M
a o poloméru R stoji ¢lovék jako hmotny bod o
hmotnosti m. Tato soustava dvou téles se otaci
kolem svislé osy desky prochézejici jejim stie-
dem thlovou rychlosti wy. Clovék nyni prejde
primocare vzhledem k desce z okraje desky do i

jejiho stredu.

Soustava je izolovana, nebot silové piisobeni probiha pouze mezi ¢lovékem a deskou.

Podle zakona zachovani momentu hybnosti opét plati
Jw = J()Cdo,

po dosazeni momentli setrvacnosti soustavy dostaneme

1 1
5MR%; = <2MR2 + mR2> Wo.

Z rovnice plyne
M +2m

v M

wyp.
Pocatecni kinetickd energie je
1 1 /1 M + 2
Eyo = 5o = 5 (MR2 + mRQ> - Zm

5 |3 R°WS.

Konecna kinetickéd energie

! MR2-<

1 M +2 2 (M +2m)?
2 +mw0>:( +m)R2w2

1
E, = ~Juw? = .
F=pdw M AM 0

Jejich rozdil je
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(M +2m)? 5 5 M+2m

AE, = E, — Ep = e R*wj 7 R’} =
M2+ 4Mm + 4m?2 — M? — 2Mm M +2m

Kladna hodnota rozdilu opét svédéi o zvétseni kinetické energie soustavy.

Clovek pri radialnim pohybu k ose otac¢eni musi prekonéavat setrvacnou odstredivou
silu, ¢imz kona praci. PTi rovnomeérném otaceni desky by tato sila byla piimo
umérna okamzité vzdalenosti r od osy otaceni podle vztahu

F = mrw?,

avsak s kazdym posunutim clovéka se zméni i hlova rychlost otaceni soustavy.
Funkéni zavislost thlové rychlosti w na vzdalenosti r ¢lovéka od osy dostaneme ze
zakona zachovani momentu hybnosti

1 1
<2MR2 + mr2> w = <2MR2 + mR2> wy.
Z rovnice plyne

(M + 2m)R?

v MR? + 2mr2w0'

Hledana funkcni zavislost sily F' na vzdalenosti r pak je
(M + 2m)R?

W
MR2 + 2mr2 "

’
(MR?+ 2m7"2)2'

2
F = mrw® =mr- { ] = m(M +2m)*R*w; -
Zkusime urcit praci této sily pri posunuti télesa o hmotnosti m ze stredu disku
k jeho okraji, je vsak nutno pouzit integralni pocet (¢tenar muze vynechat). Pti
zvoleném sméru rostouci vzdalenosti r od osy otaceni plati:

R R
-
W= [ Fdr= | m(M +2m)*R'w? - -dr.
0/ 0/ ( SR (M R? + 2mir?2)*
T 1
K int i Zi] tah [ ————— do = — C, ojeh 1 ti
integraci pouzijeme vzta / o b)2 T 20 (az? +0) +C, o jeho spravnosti
se lze presvedcéit zpétnou derivaci.
W m(M + 2m)*R'wj —1 o
- 4m MR? +2mr?],
_ (M +2m)*R'wj —1 =1 MA2m 59 9
= 1 emy R~ Mre) = am MM >0

P1i postupu clovéka v opaéném smeéru, tj. z okraje desky k ose, tuto praci kona
¢lovék. Préce ¢lovéka je rovna priristku kinetické energie soustavy dané vztahem
(10). Tim, ze postupujici cloveék vstupuje do mist desky s mensi obvodovou
rychlosti, tim s odpovidajicim boc¢nim naklonem nuti desku rotaci zrychlovat.
Naopak pri radialnim postupu od stfedu ve sméru setrvacné odstredivé sily c¢lovék
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préaci spotfebovava (praci kona setrvacné odstrediva sila), vstupuje do mist s vétsi
obvodovou rychlosti, ¢imz nuti desku rotaci zpomalovat.

Stejné tak pri pirueté pritahovanim koncetin k ose otaceni se casti koncetin s danou
obvodovou rychlosti dostavaji blize k ose, v rotaci trup predbihaji a tahem urychluji
v rotaci. Bruslar tak pritahovanim koncetin praci kona a zvétSuje svoji kinetickou
energii. Naopak uvolnénim se koncetiny odstredivou silou roztahnou nadoraz,
v rotaci zaostavaji za trupem a zpomaluji jej. Stejny ubytek kinetické energie se
projevi jako prirtistek vnitini energie.

Na obr. je z hlediska vnéjsiho (inercialniho) pozorovatele znazornéna situace pro
¢loveka o hmotnosti m = M /3, ktery se rovhomérnym pohybem premistuje radialné
po usecce z kraje desky do stredu tak, ze za tuto dobu by se deska rovnomérnym
otac¢ivym pohybem s tthlovou rychlosti wy otocila o 2,50 rad (kone¢ny tihel otoceni
je vsak 3,49 rad, nebot deska je béhem pohybu ¢lovéka urychlovana).

Pohyb ¢lovéka vzhledem k inercidlnimu pozorovateli se sklada z jeho rovnomérného
primocarého radialniho pohybu vzhledem k desce a z otac¢ivého pohybu kontaktniho
mista povrchu desky vzhledem k pozorovateli. Na vysledné ktivocaré trajektorii
jsou vyznaceny polohy clovéka po kazdé pétiné doby pohybu. Zvétsujici se tihel
otoceni za kazdou pétinu této doby svédci o urychlovani rotace desky.

V case jedna pétina doby pohybu je sestrojena okamzita dostrediva sila, kterou deska
pusobi na ¢lovéka. Jeji tecna slozka ¢lovéka po trajektorii posunuje, ¢imz kond praci,
zatimco norméalova (kolmd) slozka méni smér pohybu (zaktivuje trajektorii) a praci
nekond. Vypocet prace pomoci tecné slozky sily po kiivocaré trajektorii by zrejmé
byl podstatné obtiznéjsi, avsak vedl by ke stejnému vysledku jako provedeny vypocet
prace pomoci dosttedivé sily posunujici ¢lovéka radidlné z hlediska neinercialniho
pozorovatele spojeného s deskou.
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Uloha 15: Vodorovna homogenni ty¢ mé hmotnost M a miiZe se otacet kolem
pevné svislé osy prochazejici jejim tézistém. Na tyci jsou soumérné k ose navleceny
dvé malé kulicky o zanedbatelném priméru, kazda o hmotnosti m, a to ve
vzdalenosti r od osy otaceni. Tyc¢ s kulickami se otac¢i s poc¢atec¢ni iihlovou rychlosti
wp. V jednom okamziku dojde k uvolnéni kulicek, ¢imz se kazda premisti k zarazce
na konci tyce.

a) Urcete thlovou rychlost w soustavy po premisténi kulicek.
b) Reste tlohu a) pro m = M/3 a r = 1/6.
c) Urcete pro m = M /3 a r =1/6 pomér %—(k] prirustku vnitini energie soustavy
a jeji pocatecni kinetické energie.
Uloha 16: Bruslaf zahajuje piruetu s po¢dateénim momentem setrvacnosti Jy =

= 2,7 kg - m? a s poc¢atecni periodou Ty = 0,80 s. Pfitazenim konéetin k ose rotace

zmensi moment setrvaénosti na hodnotu J = 0,85 kg - m?.

a) Urcete periodu T otaceni po pritazeni koncetin k ose rotace.

b) Uréete praci W vykonanou bruslarem béhem zmény periody otéceni.
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Vysledky tloh

Uloha 1
g (1+ 20087
=mre |1+ 2cos” — 05—k
kn _ Jn2 _ 6 5 n _ n k 0
mr mr ’
1 3 0,25000 50,00 %
=~ (1+2cos?=
6 ( n>7 4 0,33333 33,33 %
5 0,38484 23,03 %
n =26 6 0,41667 16,67 %
Uloha 2 7 0,43725 12,55 %
l 3 l 2 494 1
d:::vrpiaawz> 5 0,49476 05 %
J3 3 9 26 0,49516 0,97 %
Uloha 3 .
mpa” -3 2
= - 1 ko -
J 5 7.7-10% kg - m
Uloha 4

1m 1m m [(a\? 5
J=2."g244.| 242 () _ 22
66" " L26a_%6 > 18"

yotlacenim” ve sméru osy otaceni dostaneme soustavu dvou podstavnych ¢tvercovych
desek a ¢tyr ,tyci”. Touto myslenou tvahou se nezmeéni rozlozeni hmoty vzhledem
k ose otaceni a pro moment setrvacnosti kazdé boc¢ni desky uzijeme vztah pro
moment setrvacnosti tyce.

Uloha 5 ) 5
m_pn(@d _an @
me o pem(§)-3d 3l gma(f) 3
Uloha 6
1 1 1 1 R
5m7°2:§'§MR2 = pT(TQh'T2:§'p7TR2h‘R2 = T:%:O7841R7
1 o, 11 R? 1 ) V2o,
2mr 5 5 R = m N R = m 5 0,707
Uloha 7 13
19 o9
J 14mR
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Uloha 8

2
1m 1 m m (V3 1
J=92.-24% 2 a2
33a+{123 —|—3(2a>] ma

Soucet momentii setrvacnosti dvou tyci spojenych v ose otac¢eni a momentu pro-
tilehlé tyce s uzitim Steinerovy véty.

Uloha 9
2
m (2 1, 1m2m(a>2 1, 1,
Ji=4-—|—a| == Jo=4-|—=— = — J3 = —
! 4(2a) g 2 {124a+4 2 S
Ji:Jy:iJ3=3:2:1

Uloha 10
a) a = 272

Ry
b)a’:ég.
Uloha 11

1m2 14m ) 17 2 17 ) .
a) J = 51?5 oH(2r) = Thmr? = 15120+ 0,097 kg - m® = 1,65 kg - m?,

2m 17
b)t_g_l_%tj 10" AT 171200009
VST M T ™NMT T RT T OBfFT T 5-02-15-06 5 0% %
J
1 t
M=F-2r = tgzlg;;n;:21:328.

Uloha 12

_ JwiF+Jws  5-20+3-60 el o1
a) w= yE 513 rad-s™ =35rad - s,
b B, (Jiwi+Jw)® _ (5-20+3-60) 49 o

By~ (Ji+ k) (i + Jwd) ~ (5+3)(5-202+3-60%) 64
Uloha 13

_ 4 _
a) f = T =84

AE, E,—E, . E _
E, B, Ey, — 1+ Js
Mozno srovnat s analogickou tlohou dokonale nepruzného narazu jedouciho vagénu
do stojictho ve studijnim textu [2],s. 3 — 5.

b)

= 0,30.
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Uloha 14
1
mgsina — 1T =ma, Tr = imr2 .
1

gmgsinozm:fmgcosozm = tga,=3f = a,=31°

1 2
= T:§mgsina, a:§gsina,

RERS

a) a < Q,, neprokluzuje, a = %g sin20° = 0,23g = 2,2 m - s~ 2.

b) a > au,, prokluzuje, a = g (sin40° — 0,2 - cos40°) = 0,499 = 4,8 m - s~ 2.
Uloha 15

1,00 9
2 o= M7+ 2mr o = ME 42002
Tl IN2Y T ME +6miz Y
2
3ml2+24m<l>
b) w = 0 WQZEWO
3ml? + 6ml® 270
1 0 Wo | 2
C>AU_Ek—E,;_1_1LJ,;_1_2J“ N R N VU U
Ek B Ek - Ek_ 1J ) - on o LU()_ 27_27
27/%0
Uloha 16
2t L 2w S
a) JT = J()TO = T = TOTO = 0725 S,
1 1.(Jy \> 1.2
1J2 1 1 Jo 2 Jy [ Jo
W =E;, — E=-202 — —Jyw? = ~J 2(—1):(—1) = 180 J.
k k0 2JW0 20W0 20% i Toz J
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