Modelovani fyzikalnich déju
numerickymi metodami

Studijni text pro Fesitele FO a ostatni zajemce o fyziku
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Uvod

V tomto studijnim textu se budeme zabyvat tvorbou dynamickych modelt
redlnych déju, které formou tabulek a grafi vyjadiuji, jak se pfi daném déji
méni vlastnosti studovaného objektu v zavislosti na ¢ase. Matematicky model
je vzdy zjednoduSenym zobrazenim skutec¢nosti, nebot nikdy nemutze zohlednit
vsechny okolnosti déje.

Aplikaci dynamickych fyzikalnich zdkont na uréitou situaci dostavame ob-
vykle rovnice, které vystihuji zmeény fyzikalnich veli¢in v kratkém casovém in-
tervalu. Napriklad pfi modelovani pohybu planety v radidlnim gravitaénim
poli Slunce dovedeme z gravita¢niho zdkona urcit gravitacni silu, kterd v da-
ném misté pusobi na planetu a jeji okamzité zrychleni. Z okamzitého zrychleni,
okamzité rychlosti a okamzité polohy pak snadno vypocitame polohu a rych-
lost planety po uplynuti kratké doby, béhem které se gravitacni sila prakticky
nezmeénila.

Rovnice odvozené z dynamickych zakont nemusi mit analyticke resent, které
by vyjadrovalo sledované fyzikalni veli¢iny jako funkce ¢asu, nebo je toto feseni
prilis obtizné a nevime si s nim rady. V takovém pfipadé musime pristoupit k fe-
Seni numerickému, které spo¢iva v mnohonasobném postupném pocitani zmén
sledovanych veli¢in v kratkych ¢asovych intervalech s prihlédnutim k tomu, jak
tyto zmény ovliviiuji podminky tlohy. Takovyto vipocet ovS§em nebudeme délat
ruéné na kalkulacce, ale svéfime ho osobnimu poéitacéi. Jako vhodny software
se na prvnim misté nabizi tabulkovy kalkulator EXCEL nebo volné dostupny
OpenOffice Calc.

Pro usnadnéni prace byly vyvinuty rtizné programovaci prostiedky, které
usnadnuji rutinni prace spojené s pripravou programu a s vytvarenim tabulek
nebo grafl, takze uzivatel se miZe plné soustiedit na feSeni fyzikdlniho pro-
blému. U nas je to zejména vyborny vypocetni systém FAMULUS 3.5 L. Dvo-
7dka a kol., ktery vznikl na MFF UK v Praze a na skoly byl rozsifovan firmou
FAMULUS Etc. Ten jsme pfed ¢asem vyuzili pii piipravé studijniho textu [10].
Instalace programu Famulus 3.5 byla uvolnéna a lze si ji stdhnout na adrese

http://kdf .mff.cuni.cz/veletrh/sbornik/software/software.html#famulus.

Famulus byl vyvinut pro operaéni systém MS DOS a na novéjsich pocitacich
s jeho pouzitim mohou byt potize. Proto v tomto studijnim textu budeme pra-
covat s modernéjSim a uzivatelsky velmi pfijemnym vypocetnim prostiedim,
které je soucasti softwaru k experimentdlnimu a vypocetnimu systému Coach 5
holandské firmy CMA!. Modely umoziiuje vytvaiet i demoverze tohoto pro-
gramu, kterd je volné dostupné na webu

http://www.cma.science.uva.nl/english/Software/Coach5/coach5demo.html.
Demoverze je také spolu s timto studijnim textem umisténa na webovych stran-

IDistribuci systému Coach v CR zajistuje firma Pepeko Consultants Liberec



kach FO (http://fo.cuni.cz). Instalace demoverze a jeji pouziti pro tvorbu
novych modeli je popsano v piiloze A.
Za zminku urcité stoji i portugalsky modelovaci systém MODELLUS 2.5,
ktery je volné Sititelny a muizete si jej stdhnout v ceské verzi ze stranek
http://www.ucebnice.krynicky.cz/0becne/dalsi_materialy.html.

Presnost matematického modelu fyzikalniho déje a rychlost vypoctu jsou
znacné zavislé na pouzité numerické metodé. I nejjednodussi z téchto metod,
které vyzaduji jen zakladni znalosti programovani, poskytuji pfi feseni dyna-
mickych tloh vysledky, které dobfe vystihuji pribéhy realnych déja a umoznuji
jejich grafické modelovani.

V tomto studijnim textu pouzijeme vedle jednoduché Fulerovy metody mo-
delovani i presnéjsi metody Rungovy-Kuttovy. Jejich piesnost a rychlost vypo-
¢tu porovname na modelech nékterych jednoduchych pohybt. Jsou to: volny
pad s odporem prostfedi, netlumené mechanické kmity a pohyb druzice v radi-
alnim gravita¢nim poli. Déle se v textu setkdme se dvéma modely déji v elek-
trickych obvodech a jednim modelem z hydrodynamiky. Narazite i na tlohy
k samostatnému feseni.

Vsechny ukézky byly pfipraveny v systému Coach 5, jen na zac¢atku je pro
srovnani jeden model vytvoreny také v Excelu. Na strankach FO jsou vSechny
modely z tohoto textu a jesté nékteré dalsi ulozeny v zipu Modely. V ptiloze A
je popsano, jak se k nim muzeme dostat po spusténi demoverze Coach 5.



1 Modelovani pohybu hmotného bodu

1.1 Pohybové rovnice a jejich feSeni
Aplikaci druhého pohybového zikona ve tvaru
d?r
F=ma=m—
™m mdt2

na konkrétni pripad pohybu hmotného bodu v inercialni vztazné soustavé do-
stavame pohybovou rovnici tohoto pohybu. Sila, ktera piisobi na hmotny bod,
se muze obecné ménit v zavislosti na ¢ase, na poloze hmotného bodu a na jeho
rychlosti. Pti feSeni fyzikalnich Gloh se nejcastéji setkdme s témito typy sil:

. sila tithovda v homogennim tithovém poli

F=mg,

. sila gravitacéni v radidlnim gravitacnim poli centralniho télesa s velkou hmot-

nosti M
Mm

F=—sx—r
3

)

(Pocatek vztazné soustavy volime ve stfedu centralniho télesa.)

. sila elastickd pri vychyleni hmotného bodu z rovnovazné polohy
F=—kr.

(Pocatek vztazné soustavy volime v rovnovazné poloze hmotného bodu.)
K témto konzervativnim silam pak pristupuji rizné disipativni sily. Zvlasté:
. stla odporu viskdzniho prostredi pti pomalych pohybech
F = —knlv = —Byv, (Stokesiiv vzorec)
. sila virového odporu prostredi pri rychlejsich pohybech
F = —%CSpvv =—Kuvv. (Newtontiv vzorec)
Z ¢asové proménnych sil uvedme alespori

. harmonicky se ménici silu
F=F,, sinQt,

se kterou se setkame pii studiu nucenych kmiti.



Rozepsanim pohybové rovnice na jednotlivé slozky dostaneme pro pohyb
v trojrozmérném prostoru tii rovnice

d?z

mag; = m? = Fa: = Fa:(taxvyvzvva:vvyavz)a
d2

ma, = md—t:g =F,=F,(t,z,y, 2,0z, vy, vs),
d?z

ma, = m@ = Fz = FZ(taxvyvzvva:avyvvz)'

Ve specidlnich ptipadech pohybu po pfimce nebo pohybu v roviné mtizeme pfi
vhodné volbé vztazné soustavy zredukovat pocet rovnic na jednu nebo dvé.
Dalsi zjednoduseni nastane, pokud sila zavisi jen na nékterém z uvedenych
parametrii, nebo je konstantni.

Znéme-li poc¢ateéni polohu hmotného bodu, jeho pocatecni rychlost a po-
hybovou rovnici, mizeme urcit pribéh pohybu, tj. stanovit, jak zavisi poloha
hmotného bodu a jeho okamzité rychlost na ¢ase. Pfi modelovani pohybu
hmotného bodu jde o to, abychom k uréité posloupnosti ¢asi {t;} stanovili
posloupnost pfislusnych polohovych vektora {r(¢;)}, pfipadné i posloupnost
okamzitych rychlosti {v(t;)}. Ziskané posloupnosti pak déle vyuzivame p¥i gra-
fickém zndzornéni pohybu, kdy bud zobrazujeme v uréitém méfitku vztaznou
soustavu a jednotlivé polohy hmotného bodu, nebo sestrojujeme grafy znazor-
nujici, jak se méni v zavislosti na ¢ase soufadnice polohového vektoru, pripadné
i vektort rychlosti a zrychleni, nebo jejich velikosti.

Posloupnost {t;} volime nejéastéji jako posloupnost aritmetickou s konstant-
nim ¢asovym krokem

h=tit1—1t;.

Naznaceny tkol muzeme feSit na pocitac¢i dvéma metodami, analytickou
nebo numerickou.

1.1.1 Analytickd metoda

Analytickd metoda spociva v tom, Ze nejprve vyfeSime pohybovou rovnici po-
moci prostiedkii matematické analyzy, tj. nalezneme explicitni funkce r = r(t),
v = v(t), které jsou FeSenim pohybové rovnice, a postupnym dosazovanim ¢lent
z posloupnosti {¢;} do funkénich vzorcti vypoéitdme jednotlivé ¢leny posloup-
nosti {r(t;)}, {v(t;)}.

Analytickd metoda je naro¢nd na matematické znalosti a na stfedni Skole
ji vyuzijeme jen v nejjednodussich ptipadech. Pfednosti analytické metody je,
Ze pri ni nachizime vztahy, pomoci kterych mizeme z pocatecnich podminek
a koeficientd pohybové rovnice urcit rtzné vlastnosti trajektorie, dobu trvani
déje, ptripadné jeho periodu. Mizeme napriklad urcit dalku a dobu vrhu, dobu
obéhu a velikosti poloos trajektorie pfi pohybu druzice, amplitudu a periodu



kmitt oscilatoru aj. To umoznuje na rozdil od numerickych metod pfedem volit
pocatecni podminky tak, aby prubéh déje mél urcité pozadované vlastnosti.

zadani pohybové rovnice
a pocatecnich podminek

analytické Feseni postupny numericky vypocet
pohybové rovnice ¢lenti posloupnosti {r;}, {v;}
vypocet Clent psloupnosti grafické zpracovani

{r(t)}, {v(ti)}

grafické zpracovani

Porovndni analytické a numerické metody Teseni pohybové rovnice

1.1.2 Numerickid metoda

Numerické metody ptiblizného feseni pohybovych rovnic s danymi pocatecnimi
podminkami jsou zaloZeny na pouziti rekurentnich vzorct vyjadiujicich pomoci
funkce

a=at,v,r)

co nejpresnéji vztahy mezi sousednimi ¢leny posloupnosti {r(¢;)} a {v(t;)}.
Cilem numerického Teseni je nalezeni posloupnosti

{ri}:ro, r, rp, rg, ...,

{Vi} = Vg, V1, V2, V3, ...,
které by se co nejvice ptiblizovaly k pfesnému FeSeni tilohy, tj. k posloupnostem
{r(t;)}, {v(t;)} ziskanym analytickym feSenim tlohy.

Velkou vyhodou numerickych pfibliznych metod feseni pohybovych rov-
nic je jejich univerzalnost, tedy nezavislost pocetniho postupu na typu funkce
bez znalosti matematické analyzy. Existuje velké mnozstvi metod numerického
feseni pohybovych rovnic, které se lisi svou slozitosti a presnosti. U vSech plati,
ze chyba metody vypoctu se zmensuje pii zmensovani ¢asového kroku h. K ni
vSak pri vypoctu na pocitaci pristupuje chyba zaokrouhlovaci dana presnosti
zobrazeni ¢isel v pocita¢i — ta naopak pfi zmensovani h roste.



1.2 Elementarni metody numerického feSeni pohybovych
rovnic

Spolu s pohybovou rovnici upravenou na tvar

F(t
a:w:a(t7V,r)
m

(1)

budeme pii vytvafeni posloupnosti {v; }, {r;} elementarnimi metodami pouzivat
rekurentni vztahy

Viy1 =Vv; +ah, (2)
rign=r;+vh, (3)
tig1 =1t + h. (4)

Vychazime z defini¢nich vztaht

= 1. _— = 1. -
v VT A A
Z nich plyne pro dostateéné malé At =h
Av =~ ah, Ar =~ vh.

Vztahy (1) az (4) musime pfi numerickém vypoctu opakované pouzit v ur-
¢itém predem zvoleném poradi, pfiGemz (1) musi predchézet (2) a vztah (4)
obvykle fadime jako posledni. Mame tedy tfi moznosti usporadani vypoctu,
které podle poradi krokt v programovém cyklu ozna¢ime zkratkami ARV, AVR
a RAV (A ...vypocet zrychleni, V ...vypocet zmény rychlosti, R ...vypocet
zmény polohy). Postup vypoctu pfi pouziti jednotlivych metod je prehledné
zapsan v nasledujici tabulce:

ARV AVR RAV

a; =a(t,v;,r)
riyy =r; +vh
Viy1i =V, +a;h

a;, = a(tiv Vivri)
Vir1 =V, +ah
rii1=r;+viih

riy1=r;+vh
a=a(t;,v;,riq1)
Viy1 =V; +ah

tivi=ti+h tiv1=ti+h tiyi1=t;+h

Metody ARV a RAV se lisi, pouze kdyZ zrychleni hmotného bodu zavisi na
jeho poloze. Napriklad pfi studiu pohybu v homogennim tihovém poli davaji
obé metody stejny vysledek.

Takovéto jednoduché metody vypoctu byvaji v ucebnicich numerické ma-
tematiky obykle oznacovany jako ,, Fulerova metoda“.



Priklad 1
Modelujte volny pad télesa z vysky 100 m s pfihlédnutim k odporu vzduchu.
Predpokladejte, ze velikost odporové sily se idi Newtonovym vztahem

1
F, = 505@112 = Kv?

a Ze mezni rychlost padu, pii které plati F, = Fg, je vm = 20,0 m-s~t.

Poditejte s tithovym zrychlenim g = 9,8 m -s=2.

Reseni

Pocatek O vztazné soustavy zvolime v misté dopadu télesa, kladnou poloosu y
orientujeme smérem vzhiiru. Pohyb bude probihat po ose y v zdporném smyslu.
Na padajici té€leso piisobi vysledna sila

F =Fz +F, osoufadnicich F, = —mg+ K’UQ, F,=F,=0.

Pohybovou rovnici mizeme upravit na tvar
K
2 2
ayz—z—g—l—av =—g+Lv°, ay=a,=0.

Koeficient L ur¢ime z mezni rychlosti a tihového zrychleni. Plati

—g+ van =0, zcehoz L= % Pro dané hodnoty L =0,0245m™ .

m
Pro vétsi prehlednost a zjednoduseni zapisu budeme v modelech pro souradnice
rychlosti v, a zrychleni a, pouzivat symboly v a a.

V nésledujicich ukézkach pouZijeme pro modelovani paAdu metodu ARV s ¢a-
sovym krokem h = 0,1 s. Poc¢itacovy model pohybu mutzeme vytvorit v riznych
programovacich prostiedich. My zkusime nejprve pouzit vSudypfitomny Excel
od firmy Microsoft. Nasi tlohu vyfesime néasledujicim zptsobem:

a) Do bunék A5, B5 a C5 vlozime konstanty pohybové rovnice a ¢asovy krok.
b) Do bunék A8, B8 a C8 vloZzime pocateéni hodnoty veli¢in.

¢) Do bunék A9, B9, C9 a D9 vzorce, které tvoii algoritmus metody ARV:
(Adresy bunék s $ jsou absolutni, bez $ relativni.!)

d) Vybereme oblast vzorctu (tj. oblast A9:D9) a kurzor pfemistime do pravého
dolniho rohu buriky D9, kde se zméni ve vypliovaci tahlo, které ma podobu
¢erného kiizku. Stiskneme levé tlacitko mysi a vypliovaci tahlo posouvame
dola. Tim se vzorce z bunék A9 az D9 kopiruji do bunék v nasledujicich rad-
cich, ptficemz absolutni adresy se zachovavaji a relativni adresy se méni. Po
uvolnéni tlacitka mysi se zabrana oblast zaplni vysledky vypocti. Zkontro-
lujeme posledni radek, a pokud neni hodnota soufadnice y zadpornd, stisk-

1) Lze také buiiky A5, B5, C5 vhodné pojmenovat (Vlozit— Nazev—Definovat) a ve vzor-
cich pro lepsi prehlednost pouzit tyto nazvy (napt. g, L, h).



neme opét levé tlacitko mysi a pokracujeme v automatickém vypliiovani
tabulky, az je podminka splnéna. Pti ¢asovém kroku 0,1 s to nastane na
73. radku:

e) Spustime Prtvodce grafem a obvyklym zptsobem k tabulce vytvoiime
grafy. (Volime typ XY bodovy.)

EA Microsoft Excel - Seditl

J@ Soubor Uprawy Zobrazik WloZk Format Mastroje Data Okno M

== RN R - R R
| avial cE <10+ B I g|§§§|§
G4 -] =
B T [T TR
| 1 Volny pad ve vzduchu
| 2 | Metoda ARV
3
4 Q:frns'2 L his
5 96| 0,0245 0,1
5
7| tis yvim |vims'|a/ms?
g 0 100 0
9 010100000] -0980] -9.3800
10
Burika Vzorec Vyznam
D9 =$B$5*C8~2-$A$5 a;=Lv? —g
B9 =B8+C8*$C$5 Yir1 = Yi + vh
C9 =C8+D8*$C$5 Vir1 = U; +a; % h
A9 =A8+$C$5 tivi=t;+h
> = 120
g /m.s L/m hls Y /m
9,8 0,0245 0,1 100 7
80 -
t/s y/m [vims'|a/ms? 60 |
0 100 0
0,1/ 100,000] _-0,980] -9,800 “7
0,2 99,902 -1,958 -9,776 20 4
03] 99,706] -2,928] -9,706 . Sy
0,4 99,413 -3,887 -9,590 0 1 2 3 4 5 6,7
0,5] 99,025 -4,830 -9,430
0 1 2 3 4 5 6 157
. 0 T
59] 10,588] -19,902] -0,106 vims |
6 8,598| -19,912 -0,096
6,1 6,607| -19,920 -0,086 -10 1

6,2 4,615 -19,928| -0,078

6,3 2,622| -19,935| -0,070

6,4 0,628| -19,942] -0,063 204

6,5 -1,366| -19,947| -0,057

-25

6,6] -3,360| -19,952| -0,052




Modelovani déja v Excelu je dosti pracné. VSechny dalsi modely proto bu-
deme vytvaret s mnohem mensi naAmahou v snadno dostupném prostiedi Co-
achb. NeZ budete pokracovat ve ¢teni, méli byste se seznamit s pfilohami A
a B na konci textu. Zde najdete informace, jak nainstalovat potfebny software,
struény navod k jeho pouziti a pozndmky k syntaxi programovaciho jazyka.

Jednoduché feSeni nasi tlohy o volném padu je v nasledujici ukazce. V pravé
¢asti okna programu jsou zapsany hodnoty konstant, pocatec¢ni hodnoty sledo-
vanych veli¢in a zvoleny casovy krok h. V levé Casti jsou zapsany rekurentni
vzorce pro vypodet posloupnosti {¢;}, {a;}, {vi} a {y;}. Po spusténi programu
se vypoéty cyklicky opakuji. Pocet opakovani mtzeme predem zvolit (maxi-
malné 16380). Vypoctené hodnoty se postupné zapisuji do tabulky a vynaseji
do grafu.

=7 Coach 5 - Modelovani - Volnj pad ve vzduchu. Metoda ARV
Soubor Stat Zobrazh Sprévee Okne  Nipovéda

= E]

[ - Prazdné okno -

B Modelovani (O] x

v
m/s

6.100 6.607 -19.920=
6.200 4.615 -19.928
6.300 2.622 -19.935
6.400 0.628 -19.942
6.500 -1.366 -19.947
6.600 -3.360 -19.952
6.700 -5.356 -19.957
6.800 -7.351 -19.961
6.900 -9.348 -19.965
7.000 -11.344 -19.968 ~

Coach 5V2 4 Copynght © 2003 CHA Vlastnik licence: CMA for demo only

Program mutzeme snadno vylepsit, aby se zakreslil i pocatecni tsek grafu
v ¢asovém intervalu (0, k), aby vypocet skonéil, jakmile soufadnice y dosdhne
zapornych hodnot a aby se automaticky vypocitala i celkovad doba padu. Za
timto tucelem zavedeme pomocnou proménnou — v dalsi ukazce je to pro-
ménné d. Na zacatku vypoctu se pouze jeji hodnota zméni z 0 na 1 a pro-
gram pouze zaregistruje pocatecni hodnoty sledovanych veli¢in. Teprve potom
nasleduje prvni cyklus vypoctu podle rekurentnich vzorct. Jakmile dojdeme

10



k zaporné hodnoté y, vypocita se cas dopadu linearni interpolaci posledniho
¢asového kroku, hodnota proménné d se zvétsi na 2 a na zacatku nasleduji-
ciho cyklu se vypocet ukonci. Podobné jednoduché , finty* budeme pouzivat i
v dalsich modelech.

B - Prézdné okno — B3 Gral &1
B Modelovani M= B
T
IF d=8 THEN d=1  ‘'Zapisi se poé. hodnoty ﬂ
ELSE
IF d=2 THEN Stop ENDIF *UkonEeni wipodtu
a=Lxu"2-g .
y=y+uxh *Hetoda
v=vu+axh "ARUV
t=t+h g
IF y<@ THEN
t=t-y/v ‘Ujpocet casu
u:u—g*yfu ‘a rychlosti depadu
y=0 ‘linedrni interpolaci
d=2 :
ENDIF tis)
ENDIF ~| = 7 ]
al O i i 7|
5.700 14.565 -19.880. =
5.800 12.577 -19.892
5.900 10.588 -19.902
6.000 8.598 -19.912
6.100 6.607 -19.920
6.200 4.615 -19.928
6.300 2.622 -19.935
6.400 0.628 -19.942
m 0.000 -19.943

Modely volného padu, které jsme pravé vytvorili, jsou prakticky shodné.
Vycteme z nich, ze téleso spadne pfiblizné za 6.4 s a témér dosdhne mezni
rychlosti 20 m - s~ 1.

Priklad 2

Modelujte kmity mechanického oscilatoru tvofeného pruzinou o tuhosti k, na
které je zavéseno zavazi o hmotnosti m. Zavazi vychylime z rovnovazné polohy
do vysky yo a v ¢ase t = 0 uvolnime.

Ulohu feste pro hodnoty & = 50 N - m™1, = 2,0 kg, yo = 10 cm. Odpor
vzduchu zanedbejte.

Reseni
Tentokrat pouZijeme metodu AVR s ¢asovym krokem h = 0,02 s. Pohybovou
rovnici kmitd upravime:
F k i
=may, = —ky, Gy = ——Y.
Yy Yy ) y my

V programu zavedeme proménné v a a jako ¢iselné hodnoty souradnic rych-
losti a zrychleni — nabyvaji stiidavé zapornych a kladnych hodnot. Z modelu
vidime, ze oscilator harmonicky kmita s periodou priblizné 1,26 s.
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Priiklad 3

Ve vztazné soustaveé s pocatkem ve stredu Zemé modelujte pohyb druzice, ktera
maé perigeum ve vzdélenosti 6 700 km od zemského stfedu a jeji rychlost ma
v perigeu velikost 9000 m - s~!. Hmotnost Zemé M = 6,0 - 10%* kg, gravitacni
konstanta » = 6,67 - 10711 N - m? 'kg72.

Vztaznou soustavu povazujte za inercidlni.

Reseni
Vztaznou soustavu orientujeme tak, ze perigeum se nachéazi na kladné polo-
ose = a rychlost zde mé smér kladné poloosy y. Pohybovou rovnici upravime a
rozepiseme podle soufadnic:

Mm x M x M x M

F=ma=-»x—5r, a=——r, a=———21T, a,=— Y.
RERL RERL PRSI 73

Pouzijeme metodu RAV s ¢asovym krokem 60 s. Program doplnime podmi-
nénymi piikazy, které ukonci vypocet po prvnim obéhu druzice a spusti vypocet
konec¢né polohy a doby obéhu.

I Modelovani
IF c=8 THEN c=c+1 ELSE  'Zapi3e podt. polohu. ~|[m=6e24 ‘hmotnost Zemd |
IF c=4 THEN STOP ENDIF 'Ukonfi uijpofet po 1. obéhu. G=6.67e-11 'grav.konstanta
Km=m*G
yr=y x=6.7e6
x=x+uxxh y=y+yysh * y=80
f=-kn/{x"2+y"2)"1.5 ‘Hetoda RAV ux=8
a=Fxx  b=fxy " vy=20888
vx=ux+h*a uwy=uy+h=h * t=0
h=68
IF sign{y)<>sign{yr) ‘Zaregistruje pFechod c=0 *pomocnd proménnd
THEHN c=c+1 ENDIF ‘pFes osu X.
IF {y>8) AND (c=4) THEH
t=t+h-ysuy y=8 ‘Uypocita dobu obéhu.
ELSE
t=t+h
ENDIF
EHDIF | hd|
« [ PAET ol
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Z modelu vidime, Ze druzice se pohybuje po eliptické trajektorii s apogeem
ve vzdalenosti priblizné 14 000 km od zemského stfedu a dopocitana doba obéhu
je 10589 s.

10140 5708612 -3870665 21
10200 5933755 -3390730
10260 6134117 -2895491
‘ % ) [<1€8] 10320 6306162 -2386886
-0 B w 10380 6448571 -1867063
10440 6560274 -1338350
10500 6640487 -803213
10560 6688732 -264209
losssl 6704850 0 ]

Ulohy

1. Modelujte volny pad pingpongového micku z vysky 10 m. Polomér micku
r = 19 mm, hmotnost m = 2,3 g, hustota vzduchu ¢ = 1,2 kg - m~3, koeficient
odporu C' = 0,48. Z modelu urcéete dobu padu a velikost rychlosti dopadu.

2. Modelujte §ikmy vrh a) pingpongového mic¢ku, b) lehkoatletické ocelové koule
(r = 6,0 cm, m = 7,26 kg) ve vzduchu a porovnejte jej s vrhem ve vakuu.
Vysledni sila

1
F=Fg+F,=mg— §CSQ’UV

udéluje télesu zrychleni o soufadnicich
Cnr?p
2m

ay = —Lvv,, ay=—g—Lvv,, kde L=

Ulohu feste pro rizné hodnoty poéatecni rychlosti a elevaéniho tihlu (tihel
musite vyjadfit v radidnech). Poc¢ateéni vysku vrhu volte yo = 2,0 m.

3. Modelujte tlumené kmity mechanického oscilatoru tvoreného jako v pii-
kladu 2 pruzinou o tuhosti k, na které je zavéSeno zavazi o hmotnosti m. Zavazi
je ponofeno v nadobé s kapalinou a pfi jeho pohybu na néj piisobi nezanedba-
telnd odporova sila. Dé&j se fidi pohybovou rovnici

Fy, =ma, = —ky — Bv.

Zavazi vychylime z rovnovazné polohy do vysky yo a v ¢ase t = 0 uvolnime.
Ulohu feste pro hodnoty k = 50 N-m~!, m = 2,0 kg, 1o = 10 cm a pro riizné
hodnoty konstanty B. Porovnejte, jak se zméni prubéh déje, kdyz prekrocime
kritickou hodnotu Bt = 2vVkm = 20 kg - s~ 1.

13



1.3 Porovnani modela vytvoienych

elementarnimi metodami s presnym

FfeSenim pohybovych rovnic
V predchazejicich ukdzkach jsme studovali déje, jejichz pohybové rovnice do-
vedeme Tesit analyticky. To ndm umoziuje porovnat ¢leny posloupnosti {r;}

ziskané algebraickou metodou s ¢leny posloupnosti {r(t;)} ziskané pfesnym vy-
poctem.

Pro volny pad ve vzduchu byly ve studijnim textu [9] odvozeny vztahy

tv/Lg _ o—ty/Lg
cvE-e i = vmtgh (t\/Lg> ,

VYm—F————————
et\/Lg_Feft Lg

v etVie 4 o—ty/Te v
gy Um =g — h(tdL).
Y=%Yo Vg n 9 Yo VLo 1 Cos g

v =

Na néasledujicim obrazku vidime grafické modely volného padu vytvorené
metodami ARV a AVR pii ¢asovém kroku h = 0,2 s, mezi kterymi je presny
graf ziskany analytickou metodou. (Metoda RAV by dala stejny vysledek jako
metoda ARV, protoze a u tohoto dé&je nezavisi na r.)

100 ¢
40

B0

70k
F ARV RAW
ED : "-..-_._.- .
o AR
s0f
s0f
anf

0k

E 1 I I
DIIII1IIII2||||3||| 4 5 E

Oba modely dobfe vystihuji studovany déj a po dostate¢ném zmenseni ¢aso-
vého kroku by se prakticky shodovaly s pfesnym pribéhem déje. Metoda ARV
je zde o néco presnéjsi neZz metoda AVR.

14



Kmity mechanického oscilatoru modelované v ptikladu 2 jsou popsany

vztahem
k
Y = Yo COSwi = yYp COS — -t
m

a maji periodu T' = 2m, / % , pro dané hodnoty T =1,257s.

Na nésledujicim obréazku jsou jejich grafické modely vytvorené metodami
ARV, AVR i RAV s ¢asovym krokem h = 0,05 s a mezi grafy AVR a RAV se
nachézi graf ziskany presnym vypoctem.

0.20
0.24
0.20
014
0.1a

¥l (m)
Y2
y3 ()

0.05
0.00

0.6 0.a

-0.05
-0
-0.145
-0.z20
-0.25
-0.30

Zde se osvédcuje metoda AVR — model nepatrné predbiha realny déj —
a metoda RAV — model je nepatrné opozdén. Zmensovanim ¢asového kroku
bychom u obou metod rychle dosahli uspokojivé presnosti. Metoda ARV se
jevi jako nevyhovujici — amplituda kmitt modelu v rozporu se skutecnosti na-
rusta a tento nedostatek by se nezanedbatelné projevoval i pfi mnohem mensim
casovém kroku.

Pohyb umélé druzice Zemé z piikladu 3 se fidi Keplerovymi zédkony Druzice
se pohybuje po eliptické trajektorii s ohniskem ve stfedu Zemé, jejiz poloosy

maji délky
azxi()?, b=+/a?— (a—x0)?.

15



Doba obéhu je

2nab

Yovo
Program, ktery vytvari model pohybu druzice, poc¢itda s danymi hodnotami
x = 6,67-107"2 N-m? kg 2, M = 6,0-10% kg, vo = 9000 m -s~! a
Yo = 6,7-10% m, jako s piesnymi ¢isly, mél by tedy dojit k nezaokrouhlenym
vysledktim

a=10404889m, b=9722937m, T =10541,4s.

Presnost pouzité metody miizeme posoudit podle odchylek téchto ¢iselnych
hodnot od hodnot urc¢enych z modelu.

Na nésledujicim obrazku jsou modely trajektorie druzice vytvorené meto-
dami ARV, AVR a RAV. Mezi grafy ARV a RAV je model ziskany pfesnym
vypoctem. Pfesnd poloha druzice v ¢ase t; od priichodu perigeem se da vy-
pocitat fesenim Keplerovy rovnice. Postup je podrobné vysvétlen ve studijnim
textu [8].

T:

(Metoda=9) [x1E6] 4,

Yy
y
Yy
Yy

ARV

=12

Modely vytvorené metodami AVR a RAV maji pfiblizné spravny elipticky
tvar, jsou jen vzhledem ke spravné poloze ponékud pootoceny okolo ohniska. Pti
mnohonasobném ob&hu by se toto pootoceni zvolna ménilo. Také doba obéhu
uréend z téchto modelt (viz pt. 3) zhruba odpovid4 skuteéné hodnoté, od které
se lisi 0 48 s. Zmensenim casového kroku bychom mohli tyto modely v potiebné
mife upfesnit. Metoda ARV se podobné jako pii modelovani kmiti neosvédcila
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— trajektorie se modeluje jako stale se zvétsujici spirala a tento nedostatek
uplné neodstranime ani pfi mnohonasobném zmenseni ¢asového kroku.

7 ptedchéazejicich ukazek je zfejmé, ze elementarni metody modelovani po-
hybt davaji dostateéné piesné vysledky, jen pokud zvolime velmi maly casovy
krok v porovnéni s celkovou modelovanou dobou. Musime tedy provést zna¢né

vvvvv

vvvvv

ale pfi stejném casovém kroku mnohonédsobné presnéjsi. S nékterymi z nich se
sezndmime.

Uloha

. Doplnte program z prikladu 2 tak, aby se s numerickym modelem soucasné
zobrazil i skuteény pribéh kmitt popsany vztahem

Y = Yo COS —-t].
\/m

Oba grafy porovnejte pro rizné hodnoty ¢asového kroku h.

17



1.4 Presnéjsi metody
1.4.1 ZlepSeni metody RAV — metoda Feynmanova

Feynmanova metoda pracuje s posloupnosti

{Vivos} =vos, vis, -y
tedy s posloupnosti pfibliznych rychlosti v ¢asech

0,5h; 1,5h; 2,5h; ....
Prvni ¢len této posloupnosti uréime ze vztahu

Vo,5 = Vo + aoh/2.

Pokud zrychlen{ hmotného bodu z&visi jen na jeho poloze (harmonicky po-
hyb, pohyb druzice) a pokud nés nezajimé posloupnost {v;}, je dalsi postup
podobny jako v metodé RAV. Pouzijeme cyklus

rit1 =r; +Vviiosh,

a;11 =a(rii1),

Vit1,5 = Vit0,5 T Giy1h.
Poznamka: V této podobé je Feynmanova metoda popséana v prvnim dilu ,,Fey-
nmanovych pirednasek z fyziky“. V ucebnicich numerické matematiky se s na-
zvem ,,Feynmanova metoda“ nesetkate.

Chceme-li pouzit Feynmanovu metodu v pfikladu 3, sta¢i v programu pro
metodu RAV dopsat na konec tabulky poc¢atec¢nich hodnot t¥i fadky pomocného
vypoctu:

= Modelovani

IF c=8 THEN c=c+1 ELSE ﬂ m=be2l 'hmotnost Zemé ﬂ
IF c=4 THEN STOP EHNDIF G=6.67e-11 ‘grav._konstanta
km=nxG
yr=y x=6.7e6
#=®+vxx*h y=y+vy=h ' y=8
F=—km/{x"2+y"2)"1.5 'HMetoda RAY vx=0
ax=f*x ay=fxy ' vy=90080
ux=ux+h*ax uvy=uy+h=ay * t=a
h=68
IF sign{y)}<>sign{yr)
THEN c=c+1 fF=—km/(x"2+y"2)"1.5
ENDIF ax=f=*x ay=f=y ‘start
IF (y>8) AND {c=4) THEM vx=ux+axx*h/2 ‘metody FEY
t=t+h-ysuy y=0 vy=vy+ay=hs2
ELSE
t:=t+h
ENDIF
ENDIF -| Ad
| | >|7 4 | i v |

a dostaneme nasledujici vysledek:
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B Tabulka & 1 Bl EI=TET i Graf & 1
10080 5719710 -4113965 =
10140 5340563 -3640266
10200 6136109 -3151060
10260 6304720 -2648022 )
10320 6444925 -2133053 =
10380 6555452 -1608261
10440 6635267 -1075936
10500 6683609 -538506

I . I

Model trajektorie uz neni pootocen jako pfi pouziti metody RAV a také
doba obéhu je vypocitana podstatné presnéji — od skutecné se lisi jen o 18 s.
Dosahli jsme tedy podstatného zlepseni témét bez prodlouzeni vypoctu.

Jestlize zrychleni hmotného bodu zavisi i na jeho rychlosti, pifipadn€é i na
case, je cyklus nutno zménit na
rit1 =r;+viiosh,
Vit1 = Vito5 +a;h/2,
tiv1 =t; + h,
a1 =a(tit1,Vir1,Fiv1),
Vit15 = Vito,5 + @ip1h.
Feynmanova metoda jako prvni z uvedenych je schopna zcela pfesné mode-

lovat pohyby s konstantnim zrychlenim. V tomto pfipadé vede totiz k obecnym
vztahtim

v, = vo + agih,
r, =rg+ Voih + ao(Zh)2/2

1.4.2 TUpravena metoda ARV

Také metodu ARV je moZno upravit tak, aby davala pfesné vysledky pfi mo-
delovani pohybt s konstantnim zrychlenim. Staci upravit rekurentni vztah
pro r;y; podle kinematickych zdkon rovnomérné zrychleného pohybu. Do-
stavame tak upravenou metodu ARVU s cyklem 1, 3%, 2, 4:

a;, = a(ti, Vi,l'i),

ri,=r,+vh+ a¢h2/2, (3*)
Viy1 =V; +a;h,
tiv1 =1t +h.

Chceme-li pouZit metodu ARVU pi#i FeSeni piikladu 3, stac¢i v programu
vypoctu zménit algoritmus metody:
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I Modelovani’

IF c=8 THEH c=c+1 ELSE ﬂ n=hGe24 ‘hmotnost Zemé |+
IF c=4 THEH 3TOP EHDIF G=6.67e-11 ‘grav.konstanta | |
km=m=G
yr=y x=6.7e6
F=-knf(x"2+y"2)"1.5 ‘Metoda ARVU =0
ax=f*x ay=f*y b ux=8
®=x+uxxh+axxh"2/2 y=ysuyxh+ay=h~2/2 vy=9088
ux=ux+hxax uy=uy+h=*ay * t=8
[h=68
IF sign(y)<>signi{yr)
THEH c=c+1
ENDIF
IF (y>8) AND (c=4) THEHN
t=t+h-ysvy y=0
ELSE
t:=t+h
ENDIF
ENDIF - hd|
1 | milsd | M

a dostaneme nasledujici vysledek, se kterym vSak nebudeme prili§ spokojeni:

t X Y
s m m
13260 7442436 -3858858 =
13320 7585640 -3393261
13380 7710223 -2918687
13440 7815371 -2436102 ) ) ) ) x (m [ x186]
13500 7900344 -1946565 =0 5] i = SE B 20
13560 7964490 -1451226 WE
13620 8007258 -951314 A
13680 8028211 -448125 ab
m- b

Metoda ARVU se hodi pro modelovani pohybtt hmotného bodu s konstant-
nim zrychlenim — napi. volného padu a vrhi ve vakuu. Ve vétsiné€ ostatnich
pripadu nevede, i ptes urcité zlepseni oproti metodé ARV, k uspokojivym vy-
sledkiim, pokud nezvolime netiinosné maly ¢asovy krok. Budeme vsak z ni vy-
chazet pfi popisu mnohem tspésnéjsich metod Rungovych—Kuttovich.

1.4.3 Metody Rungovy—Kuttovy

Zrychleni hmotného bodu se béhem casového kroku meéni. Proto nejprve me-
todou ARVU pfiblizné uré¢ime polohu a rychlost hmotného bodu v nékolika
okamzicich

* * *
1, ta, oo, T

z intervalu (t;,t;+1) a vypoc¢itdme p¥islusné zrychleni
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ki, ko, ..., k.
Pri kazdém z téchto ,,pokusii“, kromé prvniho, vyuzijeme zkuSenosti z ,,pokusu*
predchéazejiciho. Vhodnou kombinaci zjisténych zrychleni pak pouzijeme ve vy-
slednych rekurentnich vztazich, které jsou podobné jako v upravené metodé
ARV.

Rungova—Kuttova metoda 2. fadu
Optimalni volba je t} = t;, t5 = t;+2h/3. (Viz ptilohy C a D.) Cyklus vypoctu
popisuji vztahy:
ki =a(t;, vi, r;),
ks = a(ti +2h/3, v; + k12h/3, r; +v;2h/3 + k12h2/9),
rio1=r+vih+ (kg + kg)h2/4
Vii1 =V, + (ki + 3ko)h /4,
tiv1 =t; + h.

Nékdy se pouziva volba t7 = t;, t5 = t; + h. Cyklus vypoctu pak popisuji
jednodussi vztahy:

k1 = a(ti, Vi, I'i),

ks = a(ti +h, v; + kih, r; +v;h + k1h2/2),

riv1=r; +v;h + (2ky + k2)h?/6,

Vir1 =V + (ki + k2)h/2,

tiv1 =t +h.

Rungova—Kuttova metoda 3. fadu
Optimalni volba je: t] = t;, ¢35 = t; + h/2, t§ = t; + 3h/4. Cyklus vypoctu
popisuji vztahy:

ki =a(t;, vi, r;),

ko =a(t; + h/2, vi + kih/2, r; +v;h/2 + k1 h?/8),

ks = a(ti + 3h/4, v; + k23h/4, r; + Vl3h/4 + k29h2/32),

rio1 =r; +vih+ (ky + 2k2)h?/6,

Viplr =V, + (2’(1 + 3k + 4k3)h/9,

tiv1 =t; + h.

Rungova—Kuttova metoda 4. fadu

je nejpouzivanéjsi z Rungovych—Kuttovych metod. Cyklus vypoc¢tu popisuji
vztahy:

ki =a(t;, vi, r;),

ko =a(t; + h/2,v; + kih/2, r; +v;h/2 + ki h?/8),
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ks =a(t; + h/2,v; + kah/2, r; + v;h/2 + kah?/8),
ky=a(t; + h, v; + ksh, r; + v;h + ksh?/2),
ri,=r+vh+ (kl + ko + k3)h2/6,

Vip1 =V, + (kl + 2ks + 2ks + k4)h/6,

tiv1 =t; + h.

Vratme se opét k prikladu 3. Chceme-li jej vyfesit Rungovou—Kuttovou
metodou druhého fadu, pouzijeme algoritmus

IF c=8 THEH c=c+1 ELSE ﬂ]m=692!| ‘hmotnost Zemé ﬂ
IF c=4% THEH 3TOP ENDIF G=6.67e-11 ‘grav.konstanta
km=m=G
AF=X Yr=y URr=ux vyr=uvy #=0.7eh
=8
F=-km/({x"2+y”2)71.5 ﬂx=l]
k1=f=x 11=f=y vy=9888
R=RF+UxF*h=2/3+k1xh"2%2/9  ux=uxr+k1xh=2/3 t=8
y=yr+uyr=h=2/3+11=h"2%2/9 uoy=uyr+11=h=2/3 h=68

F=-Km/({x"2+y”2)71.5
K2=Ff=xx 12=Ff=y
®=xr+uxrxh+(k1+k2)*h"2/4 ux=uxr+{Kk1+3xk2)=h/4
y=yr+uyr=h+({11+12)*h"2/4  vy=uyr+{11+3x12)*h/4

IF sign{y)}<>sign{yr)
THEN c=c+1

EHDIF

IF (y>@) AND {c=4) THEM
t=t+h-y/uy y=0

ELSE
t:=t+h
ENDIF
ENDIF
ch 5
« { miART 51

a dostaneme vysledek, ktery uspokoji i narocné fesitele. Chyba v urceni doby
obéhu je mensi nez 1 s. Kdybychom chtéli dosahnout téze presnosti pii pouziti
metody RAV, museli bychom ¢asovy krok asi desetkrat zmensit.

B Tabulka &1 B BETET i Graf &1
t X ¥
S m m
10080 5796693 -3962302 =
10140 6009062 -3483769
10200 6195607 -2990278
10260 6354752 -2483574 )
10320 6485088 -1965621 2
10380 6585420 -1438582
10440 6654798 -904787
10500 6692552 -366695
m-
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Modely vytvorené Rungovymi-Kuttovymi metodami 3. a 4. fadu by byly jesté
presnéjsi.

Z predchézejici ukazky je ziejmé, ze Rungovy—Kuttovy metody (hlavné RK3
a RK4) jsou mnohem piresné&jsi nez predchazejici (véetng metody Feynmanovy).
strojovy Cas pocitace. Dame jim prednost zejména tehdy, kdyz pro ziskani
nazorného grafického modelu vysta¢ime s mensim poc¢tem boda a chceme i pii
vétsim casovém kroku dosdhnout dobré numerické presnosti. Takova situace
nastava pii modelovani pohybi kosmickych téles. Naproti tomu pii modelovani
kmitavych dé&ji, kde pro ziskdni hledanych pribéht potiebujeme velky pocet
grafickych bodd, volime ¢asovy krok mensi nez jedna dvacetina periody a pak
dosdhneme uspokojivé presnosti i pfi pouziti elementarnich metod AVR nebo
RAV.

Uloha

. Ulohu z piikladu 2 Feste nékterou Rungovou-Kuttovou metodou tak, aby se
s numerickym modelem soucasné zobrazil i skute¢ny pribéh kmitid popsany

vztahem
( k )
Y = Yo COS 1/—-t .
m

Oba grafy porovnejte pro rizné hodnoty ¢asového kroku h.
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2 Dalsi typy tloh

2.1 Ulohy, které vedou na diferencialni rovnici 1. fadu

Pfi modelovani pohybu hmotného bodu jsme vychazeli z pohybové rovnice,
coz je z matematického hlediska vektorova diferencialni rovnice druhého Fadu.
Veli¢ina, jejiz zmény jsme sledovali, byl polohovy vektor r. Zakony déjt, na
které se ted zaméiime, jsou vyjadreny diferencialni rovnici 1. ¥adu a sledované
veli¢iny vystupuji jako skalary.
Necht sledovana veli¢ina y mé v ¢ase t = 0 hodnotu yo a modelovany dé;
se Tidi rovnici
d
G = f(ty).
Rekurentni vztah Eulerovy metody pak je
Yir1 = Yi + f(ti, yi) * h.
Chceme-li pfi stejném casovém kroku dosdhnout vétsi presnosti vypoctu,
pouzijeme nékterou Rungovu—Kuttovu metodu.

Rungova—Kuttova metoda 2. fadu
mé p¥i optimélni volbé ¢}, ¢5 = ¢; + 2h/3 (viz piiloha C) algoritmus:
ki = f(ti,yi),
ko = f(t; + 2h/3,y; + k12h/3),
Yir1 = Yi + (k1 + 3k2)h/4,
tiv1 =t +h.

Rungova—Kuttova metoda 3. fadu
mé pii optimdlni volbé t5, t5 =¢; + h/2, t§ =t; + 3h/4 algoritmus:
kv = f(tiyi),
ko = f(ti + h/2,y; + k1h/2),
ks = f(tl + 3h/4, Yi + k23h/4),
Yirl = Yi + (2]61 + 3ko + 4/453)/1/9,
tiv1 =t +h.

Nejpouzivanéjsi Rungova—Kuttova metoda 4. fadu ma4 algoritmus:
kv = f(tiyi),
ko = f(ti +h/2,y; + k1h/2),
ks = f(ti + h/2,y; + kah/2),
ky = f(ti + h,y; + ksh),
Yit1 = Yi + (k1 + 2k2 + 2ks + k4)h /6,
tiv1 =t; + h.
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Priklad 4
Modelujte déj prfi jednocestném usmérnéni stfidavého proudu v nasledujicim
zapojeni:

R;

Uy, Ul =

all

Zdroj povazujte za spojeni idedlniho zdroje stridavého harmonického na-
péti u, o frekvenci 50 Hz a amplitudé U, = 14,1 V a rezistoru o odporu
R; = 10 , spotfebi¢ ma odpor R = 100 2, kapacita filtra¢niho kondenza-
toru je C' = 500 uF'. Diodu povazujte za idealni. Z grafu a tabulky zjistéte
stfedni hodnotu napéti v na spotiebi¢i a jeho zvinéni. Zjistéte také dobu, po
kterou béhem jedné periody stfidavého napéti prochézi diodou proud, a jaka je
jeho maximalni hodnota. Urcete i velikost proudového narazu tésné po zapnuti
obvodu za predpokladu, ze k tomu doslo v okamziku, kdy u, = 0.

Reseni
Elektromotorické napéti zdroje zavisi na case podle vztahu
Uy = Upy sin(wt).

Pokud je u, > u, prochazi diodou proud a pro zménu naboje na kondenzatoru
plati

. U, —u U
dq=C-du:(zd—z)dt=( o _E>dt'

7 toho

_id—i (U —u u
du = c dt—(RiC Rc)dt.

Jestlize u, < u, plati

, u i U
dg=C -du=—idt = Rdt. du = Cdt = Rcdt.
Rekurentni vzorec pro vypocet modelu musime tedy upravit podle toho, ktera
z obou situaci pravé nastala.

Z grafu a tabulky vidime, ze uz béhem prvnich tii period stfidavého napéti
prejde obvod do pravidelného rezimu, ve kterém napéti kondenzatoru je kolisa
mezi hodnotami 10,3 V a 7,7 V. Stfedni hodnota je 9,0 V. Béhem jedné pe-
riody prochézi diodou proud jen po dobu 5,6 ms, coz je 28 % periody, a jeho
maximalni hodnota je 0,48 A. Prvni proudovy naraz ovSem dosahuje hodnoty
0,87 A.
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m Modelovani

IF d=8 then d=1
ELSE

t=t+h
uz=Um*sin{o#*t)
IF uz>u THEHN
u=u+{{uz-u)/Ri/C-u/R/C)*h
id={uz-u)/Ri
ELSE
u=u-ufR/Cxh
id=8
ENDIF
EHNDIF
4

L
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Priklad 5

sah S a kterdA mad u dna otvor o plosném obsahu
S1, zaéne pritékat voda se stalym objemovym prito-
kem @. Jak se bude ménit vyska y hladiny v zavis-
losti na case? Jaké maximéalni hodnoty y,, dosahne?

ﬁ Do prazdné valcové nadoby, jejiz dno ma plosny ob-
Q

[ Za jakou dobu vystoupi hladina do vysky ym /27
Yy S Ulohu feste pro hodnoty S = 5 dm?, S; = 30 mm?,
S Q =0,10dm?-s7!
Reseni

Pokusme se nejprve o analytické feseni tilohy.
Voda bude otvorem u dna nadoby vytékat rychlosti v = y/2gh s objemovym
pritokem @)1 = Syv. Za dobu dt se vyska hladiny zméni o

(Q—Qu)dt Q- 5129y
S N S

Separaci proménnych a dosti pracnou integraci

de
/dt |75

dy =

at. (1)

ziskame slozity vztah

2 S S1v2
25 g 2Q8, (1 _ 512y ’ @)
S \/_ 259 Q
ze kterého se vyska y jako funkce ¢asu neda explicitné vyjadrit. Pokud bychom
chtéli graficky znazornit vztah mezi obéma veli¢inami, hodi se k tomu inverzni
funkce t = t(y).

Uz z vychozi rovnice (1) mizeme ovSem uréit maximalni vysku y,, jestlize
polozime dy = 0. Pak

Q2

2957
Pro dané hodnoty vychazi y, = 0,5669 m. Dosadime-li polovi¢ni hodnotu
Ym/2 = 0,28345 m do (2), dostaneme hledany éas ¢ = 295 s.

Y=Ym =
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Tutéz tlohu ted vytesime numericky pouzitim Eulerovy metody s ¢asovym

krokem 10 s:
0.80
| o7 y (m)
i Modelovani ol x] 0.70
I 0.65
0.60
0.55
IF C=0 THEN =1 +l[s=5e-2 s1=3e-5 [« 0.30
ELSE Q=1e-4 g=9.8 0.45
y=y+({A-Bxsqrt(y))=h  |nh=18 0.40
t=t+h 0.35
ENDIF A=0/% 0.30
=51 4 0.25
L([p=s1*sartcz=ay/s | n=
a1l [l [l o1s
0.10
0.05 t(s)
000 | | | | | i
0 500 1000 1500 2000 2500 9000 3.00

Graf, ktery zobrazuje pribéh déje béhem jedné hodiny, vypada dosti véro-
hodné. Z tabulky, kterou jsme zde nevytiskli, zjistime, Ze vyska hladiny dosdhne
v ¢ase 5150 s hodnoty 0,5669 m a dale uz neroste. Polovi¢ni vysky by podle
tabulky méla hladina dosdhnout mezi casy 280 s a 290 s, tedy o néco diive, nez
jsme urcili presnym vypoctem. Tato nepfesnost je zfejmé zptisobena nevhodnou
volbou ¢asového kroku.

Navod, jak zvolit casovy krok, abychom dosahli dostateéné presnosti nu-
merického modelu i bez znalosti analytického Feseni, je jednoduchy. Casovy
krok tolikrat zmensime na polovinu pfedchoziho, az se vysledky vypoctu bu-
dou prakticky shodovat. Na detailu grafu vidime, Ze v na$i Gloze dosdhneme
presnosti, s jakou jsme pocitali ¢as vystupu do polovi¢ni vysky pfi analytickém
feseni, jestlize zvolime casovy krok 1 s.

0.305
0.300
0,295
0.280
0.285
0.220
0.275
0.270
0.265
0.260 B
0255 E

0.250

t.(s)

&0

P I T
260

I B N T
270

I BT T
280

PR B
290

PR B S|
300

P
210

320
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Pouzijeme-li Rungovu-Kuttovu metodu 2. fddu, dosdhneme v nasi tloze
stejné presnosti vypoctu uz pfi ¢asovém kroku 20 s:

BRI [ Graf . 1o
|
= Modelovani JEa 1 [=] S
IF C=8 THEN C=1 ~|[s=5e-2 =
ELSE $1=3e-5
yr=y Q=1e-4
k1=A-B=sqrt{y) g=9.8
y=y+k1x2=h/3 n=18
K2=A-Bxsqrt{y)
y=yr+(k1+3xk2) =h/4 A-0/s
t=t+h B=S1xsqrt{2=q)/S
ENDIF = i
1t Al [ o1 A] ozs0 L

I | L L L L I
250 260 270 280 290 300 310 320

Pozndamka: P¥i modelovani fyzikalniho déje bychom neméli zapominat, Ze to,
jak pfesné model vystihuje redlny déj, nezavisi jen na presnosti pouzité nume-
rické metody, ale také na pfesnosti, se kterou byly stanoveny hodnoty veli¢in,
které zde vystupuji jako parametry, na mife zjednoduseni, s jakym charakteri-
zujeme danou situaci a na presnosti pouzitych fyzikalnich vzorct. S prihlédnu-
tim k témto skutecnostem bychom méli volit pocet platnych ¢islic pfi vypisu
tabulek a popisovani graft.

Uloha

Vélcova nadoba, jejiz dno méa plosny obsah S = 2,5 dm? byla naplnéna vodou
do vysky yo = 80 cm. V cCase t = 0 byl ve dné otevien otvor o plosném obsahu
S1 = 10 mm?. Modelujte ¢asovy pribéh poklesu hladiny v naddobé a urdete
dobu, za kterou se nadoba vyprazdni.
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2.2 Ulohy, které vedou na soustavu diferencialnich rovnic
1. fadu
Omezime se na pfipad, kdy je chovani néjaké soustavy popsano dvéma velici-

nami y a z, jejichz pocatecni hodnoty zname a pro které plati rovnice

% = f(t,y,2), % = g(t,y, z). Rekurentni vztahy Eule-

rovy metody pak jsou
Yit1 = yi + f(ti, i, z:) % h
ziv1 = 2z + 9(ti, Yi, i) * h.
Chceme-li pfi stejném ¢asovém kroku dosdhnout vétsi presnosti vypodctu,
pouzijeme nékterou Rungovu-Kuttovu metodu.

Rungova—Kuttova metoda 2. fadu

pfi optimdlni volbé t5, ¢5 = t; + 2h/3 bude mit algoritmus:
ki = f(ti,yir i), L= gt yi, 2i),
ko = f(t7 + 2h/3, Yi + k12h/3, Zi + l12h/3),
log = g(tl' + 2h/3,y7 + k‘12h/3, Zi + l12h/3),
Yir1 = Yi + (k1 + 3k2)h /4,
ziv1 = 2z + (11 + 3l2)h/4,
tiv1 =t; + h.

Priiklad 6

V obvodu zapojeném podle néasledujiciho obrazku se dva kondenzatory o stejné
kapacité C' po sepnuti spinace nabily ze zdroje o napéti U pres dva rezistory
o odporu R a jeden rezistor o odporu 2R.

a) Jaky ndboj prosel béhem nabijeni vétvi XY?

b) Jak se v zavislosti na ¢ase ménila napéti uy, us na kondenzétorech a proud i
ve vétvi XY7

¢) Jaké maximalni hodnoty dosahl proud i a ve kterém okamziku?
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Cést a) feste obecné, celou tilohu pak feste pro hodnoty U = 5V, R = 1 MQ,
C =1 pF vytvofenim dynamického modelu postupnym numerickym vypoctem.
Reseni
a) Ozna¢me podle obrazku okam?zité hodnoty proudt ve vétvich rezistory
11, 12, ¢ a naboje, které témito rezistory béhem nabijeni kondenzatori projdou,
Q1, Q2 a Q. V kazdém okamziku plati
Ri1+ Ri =2Ris = i1 +1=2io.

Pro naboje, které projdou rezistory, tedy plati v kterémkoli kratkém casovém
intervalu dt¢
d@; +dQ =2 -dQs.

Proto i celkové naboje, které projdou rezistory, musi splinovat vztah

Q1+ Q =2Q>. (1)
Ze zékona zachovani ndboje dale plyne
Q1=UC+Q, Q2=UC—-Q. (2)
Dosazenim z (2) do (1) dostaneme
UC+20=20C—-0Q) = Q- UTC

Pro dané hodnoty je @ = 1,25 uC.

b, ¢) Jestlize v urcitém okamziku jsou na kondenzatorech napéti uy, us, pak
v nasledujicim ¢asovém intervalu d¢ se zméni o

U—u1 U1 — U2

L dQi—dQ i —i R R

dug c c dt = c dt,
U — ug + U1 — U2
_dQ24+dQ  is+i. 2R R
dug = - = dt = c dt.
Po upravé
_U—2u1—|—uQ _U+2U1—3U2
dU1 = RC dt, dUQ = 2RC dt. (3)

Tyto vztahy pouzijeme pro vytvofeni algoritmu numerického vypoctu c¢asového
pribéhu napéti na kondenzatorech. Chceme-li soucasné sledovat i okamzitou
hodnotu proudu i a rostouci hodnotu naboje @, proslého vétvi XY, pridame
vztahy

Uy — Uz

== dQ=id (4)
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P1i pouziti Eulerovy metody vyjde celkovy naboj v ¢ase t = 16 s, kdy uz
proudy prakticky zanikly, ) = 1,2475 uC, coz dobie souhlasi s teoretickym
vysledkem z ¢asti a). Z tabulky déle zjistime, Ze proud i dosdhl maximalni
hodnoty 0,560 uA v ¢ase t = 0,655 s.

M Prézdné okno - ENE=TES| PR P =TE|
t i Q
[ Modelovani R [ 1 s uA uC
15.992 0.000012 1.24743=
T e E 15.993 0.000012 1.24748
a2y medes  proud v un hores 15.994 0.000012 1.24748
" e v e .00t 15.995 0.000012 1.24748
2o 15.996 0.000012 1.24748
s 15.997 0.000012 1.24748
. 15.993 0.000012 1.24748
o 51y 15.999 0.000012 1.24748
EEVEA D= icgra T e
O aue2° 50w
09F 45F U2
08 16 40
07F 14 35
06E 12 30
05F 1.0 25
0.4 FH 08 20
0.3 06 15
0.z 0.4 1.0
0.1 05
tis) t
00 7 ¥ T 0 [T R R Y 8 1 7 g 3 F R R e

Rungovou-Kuttovou metodou 2. fddu dostaneme jesté presnéji celkovy na-
boj @ = 1,24988 uC a pro maximalni proud vychazi v témze case presnéjsi

hodnota 0,561 uA.

- Prézdné okno - ] (o] x| T T=TE |
[ Modelovani 1l _oi = t i ‘ Q
G s uA uC L
et e T g 15.992 0.000012 1.24998
By et Etes 15.993 0.000012 1.24998
Ry o ) (R R 15.994 0.000012 1.24998
B ot e 250 15.995 0.000012 1.24998
iy metes prout  ua i 15.996 0.000012 1.24998
e vl v e Recozasu e 15.997 0.000012 1.24998
erorroceoume. 15.998 0.000012 1.24998
15.999 0.000012 1.24998
. o 8 oo oowoiz i
Woearany _L\I_I_I_I_IEW: I BIE
t i ‘ Q
10E sy awey 129 s uA uC
ost 18 0.651 0.560877 0.26593=
e " 0.652 0.560882 0.26649
“E i 0.653 0.560886 0.26705
i b 0.654 0.560889 0.26762
i b 0.655 0.560891 0.26818
0 b 0.656 0.560891 0.26874
02 o 0.657 0.560891 0.26930
o - 0.658 0.560889 0.26986
L) P T 0.659 0.560886 0.27042
0 /AN 0 /a0 2. 0270028 2

32



Ulohy

. Modelujte kmity elektromagnetického oscilatoru. Kondenzator o kapacité C'
nabijeme ze zdroje o elektromotorickém napéti Uy a pak jej pfipojim k civce,
kterou muzeme povazovat za sériové spojeni idealni civky o indukcénosti L a
rezistoru o rezistanci R. VySetrete, jak se v zavislosti na ¢ase méni napéti v na
kondenzatoru a proud ¢ v obvodu.

Vychazime ze vztaht '
2

di du >
= = L— + Ri, | = —C—.
U =ur +ur a —+ R 1 a ; \UL
Upravou dostaneme vztahy vhodné pro pou- Ly, C;_ v
ziti Eulerovy metody:
. ) R| | |ur
u  Ri i
di=(—=——]dt du = ——=dt.
! (L L > T

. Modelujte déje v RC oscilatoru s operac¢nim zesilovacem. Volte nejprve

R; =1MQ, Ry = R3 =100 k2, C = 100 p2.

Operacni zesilova¢ v tomto zapojeni funguje jako komparator, tj. porovnava
napéti ul a u2. Jestlize u; > us, pak je vystupni napéti u, = U, = —12 V,
jetlize uy < ug, pak u, = Ug = 12 V. Vstupni odpor operac¢niho zesilovace je
prakticky nekonecny. Proto plati

RQ du1 U — U7
U .

- Rg-‘nguo, E Ry

Ukoly:
a) Ovéfte, ze oscilator kmita s periodou
T:2RCln<1+2—Rz).
R3

b) Navrhnéte hodnoty R;, Rz a Rz tak, aby
oscilator kmital s periodou 1 s a aby na-
péti u; meélo amplitudu 5 V.
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Priloha A. Demoverze programu Coach 5. Instalace a prvni
kroky

Instalace je jednoducha. Z webové adresy uvedené v ivodu nebo
z archivu studijnich text na strankich FO stdhneme instalacni
soubor Setupex.exe, spustime jej, proklikdme se instalaci az Ijjj
na konec a na pracovni plochu pocitace umistime t¥i nabizené
ikony FExploring Coach Hardware, Exploring Coach Software a Otevrit

Uninstall. dlohu
Pri instalaci vznikne na systémovém disku pocitace adresar

CMADEMQ. Chcete-li Coach 5 ,,pocestit“, prekopirujte do néj jesté P

soubory obsazené v coachcz.zip, ktery také najdete na webo- Eﬂ_l

vych strankach FO.

Chceme-li zacit s modelovanim, klikneme na ikonu Ezploring
Coach Software. Na obrazovce se objevi nabidkové okno Volba
tlohy a v ném dole dva modely: Modeling 1. Motion of a runner
a Modeling 2. A lamp connected to a capacitor. Zacatecnikim @
neznalym programovani doporucuji spustit nejprve prvni model
a krok za krokem postupovat pole instrukci v textovych oknech.  Pgrametry
Pak stisknutim tlac¢itka Otevrit dlohu pfejdéte na druhy model a tlohy
opét postupujte krok za krokem podle instrukci. Po absolvovani
této procedury budete védét vSechno podstatné, abyste mohli
zacCit samostatné programovat vlastni modely. Méli byste si ale
jesté procist prilohu B, abyste se pfi psani programu vyvarovali
zbytecnych chyb.

V demoverzi Coach 5 mizete novy model vytvorit jen pre-

Modelovant

psanim modelu starého. Obsah oken miizete bez obav vymazat, T
pii pristim spusténi systému se obnovi ptvodni stav. V pravé
¢asti okna pro psani programu definujte pocatec¢ni hodnoty veli- Graf

¢in, hodnoty konstant a zadejte velikost ¢asového kroku. V levé
¢asti zapiste ptikazy pro vypocéet modelu. Okno programu mi-
zete presouvat, ménit jeho velikost pripadné jej i skryt nebo ob-
novit pomoci tlacitka Modelovdni. Tlacitkem Parametry modelu
oteviete okénko pro nastaveni poc¢tu cykli vypoétu (maximélné Tabulka
16 380).

Po stisknuti tlacitka Graf zvolte Novy graf a v dialogovém okné nastavte
parametry grafu. Pak stisknéte OK a kliknutim umistéte graf do nékterého
okna. Stejnym zptisobem postupujte pfi pripravé tabulky.

Pokud je program napsan bez chyb, pak stisknuti zeleného tlacitka Start
provede vypo¢ty, vyplni tabulku a nakresli grafy. Je-li v programu syntakticka
chyba, objevi se chybové hlaseni a v okné programu blikéa kurzor na pozici, kde
se chyba nachazi. Teprve po odstranéni vSech syntaktickych chyb mize dojit
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k vypoctu.

Také v prubéhu vypoctu se mohou objevit problémy, pokud by mélo na-
priklad dojit k déleni nulou nebo k vypoctu druhé odmocniny ze zaporného
¢isla. V takovém pfipadé se vypocet zastavi a objevi se chybové hlaseni, podle
kterého musime program upravit.

Hotovy model mtzeme upravovat a studovat. K tomu slouzi rozsahla mistni
nabidka, kterou vyvolame pravym tlac¢itkem mysi v okné grafu:

Wxvst FE B
150 ¥ (m) Zobrazit do Tabulky
IRl Ffizptisobit
130 Prohliset
120 Fredpowvéd
) Odstranit zobrazené hodnoky
100 =
20 Eorrmét grafu
B0 [lprava grafu
70 Pridat poznamku
60
a0 Importawvat graf do pozadi...
40 Zpracovat 3
30 o ;
20
10
0g

Watisknout okno
B - Prazdné okno — Zkopinovat okno do Gschovny
Mapoveda

Vsimnéme si alespon volby Simulace, ktera umoznuje spustit model opakované
a pokazdé zménit hodnotu zvoleného parametru:

JEI RN P[=] BS| i — Prazdné okno —

P Simulace B
Eg e Stat | Zaviit | Tisk |

a0 D UloZit tuto hodnotu | Kopirovat do u|
20

10 time (s)

U -2 - R B T/ R RS T R

Presuneme-li kurzor mys$i do okna grafu, zmeéni se jeho vzhled do podoby
lupy. Stiskneme-li levé tlac¢itko mysi, mizeme pohybem mysi vymezit malou
oblast grafu, ktera se po uvolnéni tlacitka zobrazi v celém okné i s ptislusnymi

35



detaily os (viz str. 28 a 29). Do ptiodni podoby grafu se vratime piikazem
Zmensit z mistni nabidky.

Tabulku nebo graf muzeme vytisknout na papir volbou Vytisknout okno
z mistni nabidky. (Pokud chceme obréazek zafadit do néjakého dokumentu, je
vhodné pouzit tisk do souboru ve formatu eps pomoci nékterého ovladace
postskriptové tiskarny, ale to uz je spise tikol pro pokrocilejsi.)

Pokud byste se chtéli podrobné seznamit se vSsemi moznostmi, které poskytuje

Coach 5, doporucuji manual Guide to Coach 5, ktery si mazete stahnout na

adrese
http://www.cma.science.uva.nl/english/Resources/softwareCoach5.html

Demoverze Coach 5 neumoznuje ulozit vytvoreny model obvyklym zpiso-
bem. MuZeme v8ak text z okna Modelovani pfenést pomoci schranky (piikazy
Ctrl C, Ctrl V) tfeba do Poznamkového bloku a ziskat tak textovy soubor,
ktery v pripadé potfeby mizeme zase piisté nakopirovat do Coach 5.

V demoverzi mtzeme také oteviit modely vytvofeno ,ostrou“ verzi pro-
gramu a uloZzené na pocitaci. Pouzijeme tlacitka Otevrit ilohu, Prochdzet a
vyhledame adresar, kde jsou modely uloZeny. Modely z tohoto studijniho textu
a nékteré dalsi si mizete stahnout z webovych stranek FO v zipu Modely.

36



Piiloha B. Stru¢né poznamky o syntaxi programovaciho
jazyka Coach 5

vvvvvv

se dikladné seznamit s programovacim jazykem. K tomu lze vyuzit dokument
Jazyk_Coach.pdf umistény spolu s timto studijnim textem na webovych stran-
kach http://fo.cuni.cz.

Jazyk Coach je jednoduchy a podobéa se jazyku Pascal, ale ma fadu odlis-
nosti. V této priloze se ve strucnosti omezime jen na ty prvky jazyka, které
byly pouzity v ukazkach modelt.

e Nerozlisuji se mala a velka pismena. Nemiizeme tedy napr. zavést soucasné
R a r pro oznaceni dvou riznych proménnych.

e Pro zapis ¢isel v semilogaritmickém tvaru se pouziva pismeno e. Napi. 6.0e24
nebo 1.67E-27.

e Zapis ¢isla miize mit maximélné€ 11 platnych mist. Jako oddélovac desetinnych
mist se pouziva tecka.

e Cislo nesmi zaéinat desetinnou teckou, tedy 0.1, nikoli .1.

e Nazev proménné nesmi zacinat ¢islici.

e Prirazovaci prikaz miizeme zapisovat symbolem := i symbolem =. Zapis
t:=t+h je rovnocenny se zapisem t=t+h.

e Piikaz zakoncujeme mezerou nebo prechodem na novy fadek pomoci klavesy
Enter.

e Podminéné piikazy mohou byt dvojiho druhu: IF ... THEN ... ENDIF nebo
IF ... THEN ...ELSE ...ENDIF. Napi: If x>0 Then y=sqrt(x) Endif
nebo: If (a<2) AND (b>5) Then a=a+1 b:=b-5 Else a:=a-1 b:=b+3 Endif

e Je-li v podminéném piikazu logicky vyraz, musi byt operandy v zavorkach.

e Pokud se skupina prikaz v programu nékolikrat opakuje, mizeme je pro
vétsi prehlednost spojit do procedury. Zapis definice jednoduché procedury
bez parametra je

PROCEDURE Jméno_procedury
Prikazy
ENDPROCEDURE

Na tom misté programu, kde se maji prikazy vykonat, pak proceduru volame
ptikazem Jméno_procedury (viz str. 32).
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Piiloha C. Odvozeni koeficientt1t Rungovy—Kuttovy metody
2. fadu pro Modelovani déja popsanych diferencialni rov-
nici 1. fadu a pocdate¢ni podminkou

Necht se modelovany dé&j fidi rovnici % = f(t,y), ptrifemz pocatetni pod-
minka je y(t9) = yo. K nalezeni posloupnosti {y;} chceme pouzit rekurentni

vzorec
Yiv1 = Yi + (ak1 + Bka)h, (1)

kde
kv = f(ti,yi), ko= f(ti +vh,yi +k1-~h), ~v€(0,1) (2)

Predpokladejme, ze v intervalu (¢;, t;+1) je modelovany déj dostateéné presné
popséan rovnici tfetiho stupné

y = A+ Br +C7? + D73, (3)

kde A, B, C, D jsou konstanty a 7 = t —t; je ¢as méfeny od zacatku intervalu.
Po dosazeni 7 = 0 vidime, ze plati y; = A. Derivovanim vztahu (3) dostaneme

d
d—‘g = B +2Cr + 3Dr2. (4)

Pii volbé t] = t;, t5 = t; + vh mame
ky = B, ko = B+2C -vh + 3D - ?h>. (5)

Hleddme kombina¢ni koeficienty o, 3, « tak, aby v ¢ase t;11 = t; + h platil
vzorec (1). Spojenim predchézejicich vztahti dostaneme:
A+ Bh+ Ch?> 4 Dh® = A+ [aB + B 4 26C - vh + 38D - v*h?)]h.
7Z rovnosti ¢lent téhoz stupné plyne:
a+p=1, 26y =1, 3672 = 1.
Resenim této soustavy rovnic dostaneme

2 3 1

7:§7 ﬁ:Za = —.

Volba v = % se jevi jako optimdlni. Dosazenim do (1) a (2) obdrzime hledané

rekurentni vztahy:

2 2 h
ki = f(ti,yi), ko= f(ti+ ghvyi + k- gh) Yit1 = yi + (k1 + 3/€2)Z-
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Piiloha D. Odvozeni kombinac¢nich koeficienfii pro Rungo-
vu—Kuttovu metodu 2. fadu pro modelovani pohybu hmot-
ného bodu popsaného pohybovou rovnici a pocateénimi
podminkami
Pohybovou rovnici hmotného bodu upravime na tvar
d’r F t )
a=—=—=a(t,r,v).
dt2  m
Pocéte¢ni podminky jsou r(tg) = ro, v(to) = vo.
Piedpokladejme, Ze v intervalu (¢;,t;11) je pohyb hmotného bodu dosta-
teéné presné popsan rovnici tfettho stupné
r=A-+Br+Cr?+Dr?, (1)
kde A, B, C, D jsou vektorové konstanty a 7 = t — t; je ¢as méfeny od za-
¢atku intervalu. Derivovanim vztahu (1) dostaneme vztahy vyjadiujici zavislost
okamzité rychlosti a okamzitého zrychleni na case:

v=B+2Cr+3Dr*, a=2C+6Dr (2)
a po dosazeni 7 = 0 zjistime, Ze plati
I'iZA, ViZB, ai:2C. (3)

Pii optiméln volbé £ = 1;, #5 = t; + 2h méme

2
ki=a(t})=2C, ki =a(t;) =2C+06D- ch=2C+4Dh.  (4)

Hleddame kombinaéni koeficienty o, 3, 7, d tak, aby v ¢ase t;11 = t;+h platilo:

h2
riv1 =r; +v;h+ (ak; + ﬂk2)7 , Vit1 =V, + (vky + dk2)h . (5)

Spojenim predchézejicich vztahtt dostaneme:

h2
A+Bh+Ch2+Dh3=A+Bh+[2ac+6(2c+4oh)]7,

B +2Ch + 3Dh* = B + [27C + 6(2C + 4Dh)] h .

Z rovnosti ¢lenu téhoz stupné plyne:

1 1 3 1
=1 = — = — =1 = - - .
« + /8 ) o 2 ) /B 2 ) ’y + 5 ) 6 4 ) 7 4
Dosazenim do (5) obdrzime hledané vztahy:
h? h
rie1=r,+vih+ (ks + kZ)Z ) Viei =V, + (k1 + 3k2)Z .
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