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Úvod

Elektromagnetická indukce patøí k významným fyzikálním jevùm, které tvoøí
nejen jeden z dùle¾itých pilíøù teorie elektromagnetického pole, nýbr¾ který také
nachází ¹iroké aplikace v technice, napø. v energetice, mìøící èi komunikaèní
technice. Bez zaøízení jako jsou alternátory, transformátory, betatrony, antény
aj., by stì¾í mohla existovat souèasná civilizace, i kdy¾ sito øadový obèan ani
neuvìdomuje.

Pøedlo¾ený text se zabývá elektromagnetickou indukcí a jejími základními
fyzikálními aplikacemi. Tvoøí tøetí díl elektrodynamiky { volnì navazuje na
texty [13], [14], které byly zamìøeny na magnetické pole. Nejprve je vìnována
pozornost zákonu elektromagnetické indukce { rozboru Faradayových experi-
mentù a matematické formulaci zákona. Poté se de�nuje a poèítá vlastní a vzá-
jemná indukènost vodièù. Pozornost je vìnována rovnì¾ energii magnetického
pole, pøechodným jevùm a významným obvodùm støídavého proudu. Dùle¾i-
tou souèástí textu jsou aplikace elektromagnetické indukce, které jsou fyzikálnì
zajímavé a prakticky významné { vázané oscilaèní obvody, transformátor, Fou-
caltovy proudy, skinefekt a betatron.

Pøi výkladu látky byla dodr¾ena osvìdèená metoda { popis experimentu, te-
oretický výklad, formulace zákonitosti, aplikace, øe¹enýpøíklad, úlohy. V textu
je zaøazeno 11 pøíkladù. Na závìr je zadáno 16 úloh k øe¹ení, pøièem¾ výsledky
øe¹ení (pøípadnì u obtí¾nìj¹ích úloh i naznaèené øe¹ení) jsou uvedeny.

3



1 Zákon elektromagnetické indukce

1.1 Historie objevu

Po roce 1820, kdy byl uèinìn objev, ¾e pøi prùchodu elektrického proudu vo-
dièem vzniká v jeho okolí magnetické pole, zaèali fyzikové hledat dìj opaèný
{ jak magnetickým polem vyvolat elektrický proud. Problémem se od r. 1821
intenzivnì zabýval zejména Anglièan Michael Faraday (1791{ 1867). Je pøe-
kvapující, ¾e tento pùvodem knihaøský tovary¹, syn kováøe bez systematického
vzdìlání, vyslovil ideu o jednotì v¹ech sil a jevù v pøírodì ( podobnì jako u¾
pøed ním I. Newton) a ideu o existenci elektrického a magnetického pole1 jako
entity ¹íøící se koneènou rychlostí v prostoru. To jej pøivádí k my¹lence, ¾e
kdy¾ elektrický proud vyvolává magnetické úèinky, pak by semìl magnetic-
kým polem nìjak vyvolat elektrický proud (ptá se: þjak pøemìnit magnetismus
v elektøinu?ÿ). Faraday byl ryzí experimentátor bez matematického vzdìlání
(ve své dobì to bylo svým zpùsobem ¹tìstí, proto¾e jej to nesvedlo na scestí
v dobì vznikajících teorií konèících mnohdy ve slepé ulièce). Nìkolik let sou-
stavnì a peèlivì experimentoval a¾ koneènì r. 1831, v dobì odsrpna do øíjna
provedl tøi základní experimenty s elektromagnetickou indukcí (viz obr. 1):

1:

(I )

(II )

2:

N S

3:

N
S

Obr. 1 Faradayovy experimenty s elektromagnetickou indukcí

1Faraday je i autorem fyzikálního pojmu pole, jako reality, která se rozprostírá mezi in-
teragujícími objekty a která zprostředkovává konečnou rychlostí silové působení (interakci).
Tím řešil staletý problém okamžitého působení na dálku („actio indistansÿ). Nebyl však ve
své době pochopen.
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1. Vytvoøil soustavu dvou cívek na spoleèném ¾elezném prstenci. Kdy¾ pak
do jedné (I ) pøivedl pøes spínaè elektrický proud z baterie, tak se magnetka2,
rovnobì¾nì umístìná pod vodorovným drátem spojujícím konce druhé cívky
(II ), vychýlila a poté se vrátila do pùvodní polohy. Po pøeru¹ení proudu v první
cívce se magnetka vychýlila na opaènou stranu a vrátila zpìt.

2. Pøi druhém pokusu zasouval do vzduchové cívky (solenoidu) tyèový per-
manentní magnet. Pøi vsouvání magnetu zjistil výchylku na jednu stranu, pøi
vysouvání na opaènou stranu. Jakmile pohyb magnetu zastavil, vrátila se mag-
netka do pùvodní polohy. Pøitom je lhostejné, zda pohybujeme magnetem nebo
cívkou, rozhodující je relativní pohyb.

3. Pro tøetí pokus zhotovil mìdìný kotouè, jeho¾ obvod a osa byly pomocí
klouzavého kontaktu vodivì spojeny drátem, pod ním¾ se nacházela indikaèní
magnetka. Kdy¾ kotouèem otáèel v magnetickém poli permanentního magnetu,
pozoroval výchylku magnetky v jednom smìru; kdy¾ smìr otáèení zmìnil, pøe¹la
výchylka magnetky v opaènou.

Tìmito pokusy Faraday prokázal, ¾e zmìnou magnetického pole se indukuje
elektrické pole. V¹echny tyto tøi jevy se dají popsat jediným obecnì platným
indukèním zákonem. Jeho matematickou formulaci podal a¾ v r. 1845 teoretik
F. E. Neumann (1798 { 1895). Faradayùv indukèní zákon zaøadil r. 1855 J.
C. Maxwell (1831 {1879) do své soustavy hlavních rovnic elektromagnetického
pole. Faradayovým objevem se zaèala rozvíjet teorie nestacionárního elektro-
magnetického pole.

V následujícím textu provedeme teoretický výklad Faradayových pokusù a
odvodíme obecný tvar indukèního zákona. Zajímavé pøitom je, ¾e vystaèíme se
zákony pro magnetické pole elektrického proudu, jejich¾ výklad byl pøedmìtem
publikace [13].

1.2 Elektrické pole indukované pohybem vodièe v mag-
netickém poli

Nejprve se budeme vìnovat nejjednodu¹¹ímu pøípadu elektromagnetické in-
dukce, který je jednoduchou variantou experimentu 2 na obr.1.

2Faraday použil zavěšenou astatickou magnetku – viz [14] str. 34. Jde o soustavu dvou
rovnoběžných magnetek se vzájemně opačně orientovanými póly; pak je výchylka nezávislá
na geomagnetickém poli. Výhodné je umístit spojovací vodič se zkoumaným proudem u na-
šeho pokusu mezi tyto magnetky – citlivost bude dvojnásobná. Při použití jen jedné mag-
netky musí mít spojovací vodič severojižní orientaci. Dnes užíváme pro indikaci indukovaného
proudu galvanometr.
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drB
Ui

dS = ldr FeFmg

v Ei

I iC

Obr. 2 K elektromagnetické indukci při pohybu vodiče v magnetickém poli

Nech» se v homogenním pøíèném a èasovì nemìnném magnetickémpoli
o indukci B(= konst) nachází pohyblivý pøímý vodiè (tyèka) o aktivní délcel
(obr. 2). Vodiè se mù¾e posouvat po rovnobì¾ných drátech (o zanedbatelném
odporu) pøipojených k rezistoru o odporuR. Budeme-li vodièem vùèi magne-
tickému poli pohybovat relativní rychlostí v , bude na záporné nositele náboje
q = � e (elektrony) pùsobit magnetická slo¾ka Lorentzovy sílyFmg = � ev � B
(viz [13], str. 30), která má v na¹em pøípadì velikostFmg = evB, nebo»v ? B .

Pùsobením magnetické sílyFmg se elektrony budou pøemís»ovat k dolní
èásti vodièe, pøièem¾ pohyb elektronù je omezen na úseèku (lineárního) vodièe.
Tak se dolní èást vodièe nabíjí zápornì a horní kladnì. Tím vzniká ve vodièi
elektrostatické pole o intenzitì E , které pùsobí na elektrony silouFe = � eE
opaèného smìru ne¾ má síla magnetická. Jak hustota elektronù na dolní èásti
vodièe vzrùstá, tak se silový úèinek magnetického pole na elektrony v pohybu-
jícím se vodièi postupnì zeslabuje a zcela vymizí, kdy¾ v rovnová¾ném stavu
bude platit Fmg + Fe = 0 , neboli v � B + E = 0 .

Primárním èinitelem probíhajícího dìje uvnitø vodièe je magnetická (ne-
elektrostatická) sílaFmg. Její þmotorickéÿ pùsobení na zápornì nabité elektrony
modelujemeindukovaným elektrickým polemo intenzitìEi =

Fmg

� e
= v � B : (1)

Ve vý¹e popsaném stavu rovnováhy bude tedy platit rovniceEi + E = 0 , neboli
intenzita E elektrostatického pole je namíøena proti intenzitìEi indukovaného
(neelektrostatického) pole.

Proto¾e aktivní èást pohybujícího se vodièe je pøímá a v ka¾dém bodì pøed-
pokládáme stejnéB (magnetické pole jsme volili homogenní), bude i induko-
vané elektrické pole podél vodièe homogenní a mù¾eme proto snadno vypoèítat
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indukované elektromotorické napìtímezi konci tyèky

Ui = Eil = Blv: (2)

Pøíslu¹né indukované elektromotorické napìtí lze vyjádøit i obecnìji pomoci
integrálu { viz napø. [13], str. 12. Pak

Ui =
I

C
Ei � dl = Ei � l = ( v � B) � l ; (3)

nebo» podél uzavøené køivkyC (viz obr. 2), resp. v uzavøeném elektrickém
obvodu, vzniká elektrické pole jen podél úsekul , kde je Ei = konst .

V uzavøeném elektrickém obvodu, tj. po pøipojení rezistoruo odporu R (viz
obr. 2), prochází indukovaný elektrický proud

I i =
Ui

R
=

Blv
R

: (4)

Smìr indukovaného proudu je zøejmý z obr. 2 a obecnì jej urèujeFlemingovo
pravidlo pravé ruky: Polo¾íme-li pravou ruku na vodiè tak, aby indukèní èáry
magnetického pole vstupovaly do dlanì a palec ukazoval smìrpohybu vodièe,
pak prsty ukazují smìr indukovaného proudu.

Pro vektorové vyjádøení ve výrazu (3) jsme tyèku popsali vektorem l ve
smìru indukovaného proudu, resp. intenzity Ei indukovaného pole.

Vrátíme se k výsledku (3), který nám umo¾ní obecnìj¹í vyjádøení indukèního
zákona. Pøedev¹ím skalární souèinEi�l popisuje obecnìj¹í pøípad ne¾ znázoròuje
obr. 2 { tyèka se mù¾e vzhledem k rovnobì¾ným drátùm pohybovat ¹ikmo.

Z matematického hlediska pøedstavuje vztah (3) smí¹ený vektorový souèin
tøí vektorù, pro který platí pravidlo o zámìnì èlenù 3. Násobíme-li rovnici je¹tì

faktorem dt
dt , dostaneme

Ui = ( v � B) � l = � (B � v ) � l = � (v � l ) � B =

= �
1
dt

(vdt � l ) � B = �
1
dt

(dr � l ) � B = �
dS
dt

� B ;

kde dS je vektorový element plochy rovinného elektrického obvoduopsané tyè-
kou za èas dt. Element plochy lze pova¾ovat za vektor, vyu¾ijeme-li vlastnosti
vektorového souèinu (viz obr. 3).

3Platí (a � b ) � c = (c � a ) � b = � (a � c ) � b , neboť na základě geometrické interpretace
vyjadřuje tento součin objem rovnoběžnostěnu nad vektory a , b , c . V posledním výrazu bylo
využito pravidlo pro vektorový součin: c � a = � (a � c ).
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dS

dS vdt = d r
l

Obr. 3 Vektor dS elementu plochy jako aplikace
vektorového součinu; směr vektoru dS je kolmý
k ploše a určuje se podle pravidla pravé ruky

Uvá¾íme-li dále, ¾eB � dS = d � je element magnetického indukèního toku,
mù¾eme vztah pro indukované elektromotorické napìtí psát vkoneèném tvaru

Ui = � d�
dt ; (5)

který je obecným vyjádøenímFaradayova zákona elektromagnetické indukce.
Neboli indukované elektromotorické napìtí v elektrickém obvodu je rovno rych-
losti zmìny magnetického indukèního toku procházejícího obvodem.Znaménko
minus v (5) vyjadøuje jev, ¾eindukované napìtí je takového smìru, ¾e brání
zmìnì magnetického indukèního toku, která jej vyvolala.Tak to vyjádøil r. 1834
H. F. Lenz (1804 { 1865) a jev se oznaèuje jakoLenzùv zákon.

Popsaný indukèní jev je v obecném souladu se zákonem zachování energie,
jak si uká¾eme energetickou bilancí pokusu z obr. 2. Pohybemvodièe rychlostív

R

B
I i

l

dr I i v F ′
F

Obr. 4 K energetické bilanci elektromag-
netické indukce

se bude v obvodu indukovat
proud I i podle (4). Pùsobe-
ním magnetického poleB pak
bude na pohyblivou tyèku pù-
sobit reakèní magnetická sílaF , která má podle Ampérova
zákona (viz [13], str. 24) veli-

kost F = BI il = B 2l2v
R .

Abychom vodiè udr¾eli v rovnomìrném pøímoèarém pohybu rychlostí v ,
musíme na nìj pùsobit vnìj¹í silou F ′ = � F (viz obr. 4), a tím vykonat na
dráze dr = vdt elementární práci

dW = F ′ � dr = F ′v dt =
B 2l2v2

R
dt =

U2
i

R
dt = RI 2

i dt; (6)
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kde Ui a I i je dáno vztahy (2) a (4). Tato práce se spotøebuje na zvìt¹eníkine-
tické energie volných elektronù ve vodièi, tedy dW = d Ek

4. V dùsledku ohmic-
kého odporuR vodièe se tato energie projeví jako pøírùstek vnitøní energie dU
rezistoru, tedy jako pøírùstek kinetické energie kmitavého pohybu iontù v krys-
talické møí¾ce rezistoru, neboli zvý¹ením teploty vodièe.Tato zmìna vnitøní
energie je rovnaJouleovu tepludU = d W:

Jev popsaný Lenzovým zákonem (tj. indukovaný proud je takového smìru,
¾e brání zmìnì, která jej vyvolala) mù¾eme vysvìtlit i superpozicí magne-
tických polí. Slo¾íme-li primární magnetické poleB s magnetickým polemBi vyvolaným indukovaným proudem I i (obr. 5a), dostaneme výsledné poleBc = B + Bi (obr. 5b), které zøejmì naznaèuje, ¾e proti pohybu vodièe, podmi-
òujícím magnetickou indukci, pùsobí mechanický odpor popsaný reakèní mag-
netickou silou F . FF vv I iB Bi Bc

Obr. 5 K výkladu Lenzova zákona užitím superpozice magne-
tických polí; F je reakční magnetická síla působící proti pohybu
vodiče rychlostí v

Velikost indukovaného napìtí závisí podle Faradayova zákona (5) na rych-
losti zmìny magnetického indukèního toku. Té se ve vy¹etøovaném pøípadì do-
sahuje èasovou promìnností plochy, kterou tok prochází. Typickým pøíkladem
je otáèení smyèky v homogenním magnetickém poli (viz pøíklad 1). Na tomto
principu je zalo¾ena výroba elektrického proudu v alternátorech a dynamech.

Poznámka:V dosavadním výkladu jsme soustavnì pracovali s velièinouelek-
tromotorické napìtí Ue, za kterou pova¾ujeme i indukované napìtíUi podle vý-
razù (2), (3) a (5). V teorii elektrických obvodù se pracuje sobvodovou velièinou
svorkové napìtí U { je to napìtí, které namìøíme na zdroji (napø. na baterii
nebo na cívce, v ní¾ se indukuje napìtí) elektronickým voltmetrem (s velkým
vnitøním odporem) nebo osciloskopem jakonapìtí naprázdno (U0). Toto napìtí

4Energii budeme v této publikaci označovat všeobecně užívaným symbolem E, i když
v teorii elektromagnetického pole se označuje W , aby se odstranila kolize se symbolem pro
velikost E intenzity E .
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U má de�novaný kladný smìr od bodu s vìt¹ím potenciálem k bodu s poten-
ciálem ni¾¹ím (resp. u zdroje stejnosmìrného proudu od póluplus k minus).
Podstatné je, ¾e má tedy opaènou orientaci ne¾ napìtí elektromotorické Ue. Na
obr. 2 je orientovaným obloukem oznaèeno indukované elektromotorické napìtí
Ue a orientovanou úseèkou napìtí na svorkáchU, a to v opaèném smìru. Pak
svorkové, resp. obvodové indukované napìtíbude

U =
d�
dt

: (7)

Nebude-li øeèeno jinak, budeme v dal¹ím textu pracovat s napìtím elektromo-
torickým podle (5). Viz rovnì¾ poznámku na str. 42.

Pøíklad 1 { jednoduchý alternátor

Obdélníková cívka o rozmìrecha, b a N závitech se rovnomìrnì otáèí úhlovou
rychlostí ! v homogenním magnetickém poli o indukciB . Rovina cívky svírá
s rovinou kolmou k indukèním èarám poèáteèní úhel� 0 (obr. 6).

a) Odvoïte vztah pro napìtí na
svorkách tohoto jednoduchého gene-
rátoru støídavého proudu (alterná-
toru).
b) Jaká bude èasová závislost mo-
mentu síly a výkonu motoru, který
bude otáèet rotorem tohoto gene-
rátoru pøi jeho zatí¾ení rezistorem
o odporu R (indukènost obvodu pro
jednoduchost neuva¾ujte).

B
! Ui

a

b

� 0

B
!

Obr. 6 Cívka v magnetickém poli

Øe¹ení

a) První zpùsob

Strana cívky o délceb protíná v poloze
popsané úhlem� = !t + � 0 indukèní
èáry rychlostí o velikosti (obr. 7)

v sin � = !
a
2

sin(!t + � 0):

Na 2N stranách cívky o délcebse v sou-
ladu se vztahem (2) indukuje elektro-
motorické napìtí

�
�

� vBS
a=2

v sin �

Obr. 7 K výpočtu indukovaného
napětí
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Ui = B � 2Nb � v sin � = NBab! sin(!t + � 0) = NBS! sin(!t + � 0);

kde S = abje plo¹ný obsah jednoho závitu. Indukované elektromotorické napìtí
je zøejmì støídavé o amplitudìNBS! .

Druhý zpùsob
K výsledku se dostaneme rychleji u¾itím obecného tvaru (5) indukèního zákona.
V obecné poloze popsané úhlem� cívky prochází jedním závitem indukèní tok
daný skalárním souèinem vektoru indukceB a vektoru S rovinné plochy závitu
(viz obr. 7), tj. � 1 = B � S = Babcos� = BS cos(!t + � 0). Proto¾e cívka má
N závitù, bude celkový tok � = N � 1. Indukované napìtí dostaneme ze vztahu
(5) derivací:

Ui = �
d�
dt

= NBS! sin(!t + � 0): (8)

b) Pøi zatí¾ení alternátoru rezistorem o odporuR bude obvodem cívky prochá-
zet proud

I i =
Ui

R
=

NBS!
R

sin(!t + � 0) (9)

a proti otáèení pùsobí na cívku dvojice silF , jejich¾ smìr je zøejmý z obr. 8.

�

BBF � FI i

I i

!

asin �

Obr. 8 K výpočtu momentu síly

Pro jejich velikost platí F = BI iNb. Hnací
motor alternátoru musí tedy pøekonávat
moment dvojice sil

M = Fa sin � = ( NBS )2 !
R sin2(!t + � 0).

Tý¾ výsledek dostaneme, vypoèteme-li u¾i-
tím výrazù (8) a(9) výkon P = UiI i alterná-
toru a vyjádøíme jej pomocí momentu síly.

Pak M = P
! = U2

i
!R , po dosazení zaUi

M = ( NBS )2 !
R sin2(!t + � 0):

Neuva¾ujeme-li mechanické ztráty, je výkon hnacího motoruroven elektric-
kému výkonu alternátoru, tj.

P = M! = UiI i =
(NBS! )2

R
sin2(!t + � 0):

Z odvozených výsledkù je zøejmé, ¾e sílaF mìní znaménko (v souladu s prù-
bìhem funkce sin� ), kde¾to moment síly a výkon jsou nezáporné (v souladu
s prùbìhem funkce sin2 � ).
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Pøíklad 2 { balistický magnetometr

Ètvercová cívka o stranì a má N závitù a je umístìna v homogenním magne-
tickém poli o indukci B tak, ¾e její normálan svírá se smìrem indukce úhel
� 2 h0; � i .

a) Jaký náboj Q projde galvanometrem pøipojeným
k cívce, kdy¾ cívkou pootoèíme z polohy� 1 do � 2.
Elektrický odpor obvodu je R.
b) Poznatku z bodu a) vyu¾ijte k urèení velikostiB ,
kdy¾ pøi otoèení z polohy� 1 = 0 do � 2 = � pro¹el
galvanometrem nábojQ0.

Øe¹te nejprve obecnì, pak pro hodnoty:a = 20 mm,
N = 6, Q0 = 30 � C a R = 1 ;6 
 :

� Bn
Obr. 9 K výpočtu mo-
mentu síly

Øe¹ení

a) Podle indukèního zákona a Ohmova zákona platí

Ui = �
BdS
dt

; Ui = RI = R
dQ
dt

;

kde dS = d( Na2 cos� ) = Na2d(cos� ) = � Na2 sin � d� je celková zmìna
plochy v¹ech závitù pøi pootoèení cívky v obecné poloze o d�:

Pak dQ = � B
R dS = Na2B

R sin� d�;

Q =
Na2B

R

� 2Z

� 1

sin � d� =
Na2B

R

2 pro � 1=0; � 2=�
z }| {
(cos� 1 � cos� 2)

b) Proto¾e v uva¾ovaném pøípadì (cos� 1 � cos� 2) = 2, bude pro velikost

mìøené indukce platit B = Q0R
2Na2 = 10 mT :

Poznámky

� Náboj mìøíme málo zatlumeným galvanometrem s dlouhou doboukyvu
(tj. balistickým galvanometrem { viz úlohu 15) tak, ¾e pøi projití náboje
v krátkém èasovém intervalu zmìøíme jeho první (tj. balistickou) výchylku
�: Náboj pak je Q = k� , kde k je balistická konstanta urèovaná experi-
mentálnì prùchodem známého náboje (pøi vybití kondenzátoru Q = CU).
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� Mìøíme-li pole elektromagnetu, nemusíme cívkou otáèet. Postavíme ji
kolmo k indukèním èarám a vypneme (nebo zapneme) proud do elektro-

magnetu. Potom je S = konst: a B se zmìní od B do 0. Pak B = Q0R
Na2 :

1.3 Elektrické pole indukované rotací Faradayova kotouèe

Nyní se zamìøíme na výklad tøetího Faradayova experimentu zobr. 1. Ten není
z hlediska indukèního zákona ve formulaci (5) na první pohled ji¾ tak zøejmý.
Kotouè se otáèí v homogenním èasovì nepromìnném magnetickém poli a linie
obvodu, v nìm¾ se indukuje proud, zùstává rovnì¾ èasovì nepromìnná.

O

r0

r
e

FmFeB v !

K

a)

o !

K

r0

B
b)

O

! dt

dS

K ′

o

Obr. 10 K výkladu indukovaného pole u Faradayova kotouče; magnetické
pole B je na celé polovině, tj. od osy O ke kontaktu K, homogenní

Nejprve provedeme výklad mikroskopický (obr. 10a). Na vodivostní elektron
nacházející se na polomìrur mezi osouO a klouzavým kontaktem K , pùsobí
v magnetickém poliB v dùsledku jeho rychlostiv magnetická slo¾ka Lorentzovy
síly Fmg = qv � B = � ev � B ; kde v = — � r :

Proto¾e jednotlivé vektory jsou na sebe kolmé, má síla velikost Fmg = Be!r
a míøí v na¹em pøípadì k oseO. Hustota elektronù u osy se bude zvìt¹ovat,
kde¾to u obvodu kotouèe zmen¹ovat. Mezi kontaktemK a osou O vznikne
elektrostatické pole o intenzitì E , které na elektrony pùsobí silouFe = � eE
opaèného smìru ne¾ je sílaFmg. V rovnová¾ném stavu budeFmg + Fe = 0 ,
neboli v � B + E = 0 . Intenzita neelektrostatického indukovaného elektrického
pole Ei je Ei =

Fmg

� e
= v � B
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stejnì jako v pøípadì prvního Faradayova experimentu { viz výraz (1). Pro
velikost intenzity indukovaného elektrického pole zøejmìplatí

Ei = Bv = B!r:

Indukované elektrické pole je nehomogenní, proto¾e závisína vzdálenosti r od
osy O. Napìtí indukované v elektrickém obvodu C kotouèe, tedy napìtí mezi
body O a K , je

Ui =
I

C

E � dl =

r 0Z

0

B!r dr =
1
2

B!r 2
0:

Budeme-li chtít jev indukce vysvìtlit u¾itím zákona ve tvaru (5), pøedsta-
víme si, ¾e èást uzavøeného obvodu meziO a K je dána pohyblivým polo-
mìrem délky r0, který se za element doby dt pootoèí o elementární úhel! dt

(viz obr. 10b) a opí¹e plo¹ku dS = 1
2r 2

0! dt. Velikost indukovaného napìtí pak

bude

jUij =
d�
dt

= B
dS
dt

=
1
2

B!r 2
0

v souladu s vý¹e odvozeným výrazem.

1.4 Elektrické pole indukované èasovou zmìnou magne-
tického pole

Nyní se koneènì dostáváme k výkladu prvního Faradayova experimentu na
obr. 1.

G

S

(I )

I i

(II )

dB
dt

Obr. 11 K výkladu elektromagnetické indukce změnou budicího proudu
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Z tvaru (5) indukèního zákona je zøejmé, ¾e pro velikost indukovaného napìtí
je rozhodující rychlost zmìny magnetického toku. V pøípadì experimentu 2 a
3 na obr. 1 se jí dosahovalo promìnností plochy elektrickéhookruhu, v pøípadì
experimentu 1, jeho¾ jiná obdoba je na obr. 11, se jí dosahujezmìnou indukce
magnetického pole buzeného v cívce (I), tj. zapínáním a vypínáním budicího
proudu. Rozhodující pøitom je rychlost zmìny magnetickéhoindukèního toku
� , který projde plo¹ným obsahem S rovinné plochy závitù cívky (II). Mù¾eme
psát

Ui = �
d�
dt

= � S �
dB
dt

; kde S = konst : (10)

je vektor rovinné plochy, který má velikost rovnou plo¹nému obsahuS a smìr
daný smìrem vnìj¹í normály podle pravidla pravé ruky (srovn ejte s obr. 3b).

Ze srovnání experimentù z obr. 1 a obr. 11 mù¾eme posoudit prozíravost
Faradayova uspoøádání, který cívky navinul na prstencové ¾elezné jádro. Tím
oproti vzduchovým cívkám pøi pokusu na obr. 11 podstatnì (� r � 103 krát)
zvìt¹il { pøi stejném budicím proudu { indukci B a souèasnì výraznì omezil
rozptyl magnetického pole.

Z obr. 11 mù¾eme rovnì¾ posoudit jev, který popisuje Lenzùv zákon. In-
dukovaný proud I i je takového smìru, ¾e magnetické pole, které vytváøí (jeho
indukèní èáry jsou na obr. 11 vyznaèeny èárkovanì), je namíøeno proti poli,
které je vybudilo.

Na tomto prvním Faradayovì experimentu jsou zalo¾eny transformátory
støídavého proudu. Výpoètu transformátoru bude vìnována pozornost v èlánku
4.2.

Poznámka: K výpoètu elektromotorického napìtí pøi elektromagnetické in-
dukci vznikající pøi pohybu vodièe v magnetickém poli (èl. 1.2) i pøi èasové
zmìnì magnetického pole (èl. 1.4) jsme pou¾ili stejný koneèný tvar (5) in-
dukèního zákona, jeho¾ aplikaci jsme roz¹íøili i na pøípadB = B(t). Fyzikální
podstata obou tìchto indukèních jevù je v¹ak zcela odli¹ná.Pùvod pohybového
indukovaného poleje v setrvaèném pohybu nabité èástice ve vnìj¹ím magne-
tickém poli, napø. v pohybu vodièe v magnetickém poliB = konst : Druhý jev,
tzv. akceleraèní indukované pole,vzniká pøi zrychleném pohybu nabité èástice,
napø. pøi èasovì promìnném proudu ve vodièi (a to buï v tomto vodièi anebo
ve druhém vodièi, který je v jeho blízkosti). Jestli¾e podstatu pohybového in-
dukèního zákona lze najít v zákonechspeciální teorie relativity, je podstata
akceleraèního indukèního jevu v základechobecné teorie relativity. Relativis-
tické odvození akceleraèního indukovaného pole poprvé podal (r. 1962) èeský
fyzik Zdenìk Horák (1898 { 1987). Relativistická podstata obou jevù je disku-
tována v [10], podrobnì ve [4]. Ve vydání [4] z r. 1976 a 1981 lze najít øe¹ení
i pro rychle promìnné (nestacionární) proudy, které je ji¾ nároèné. Na pro-
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blém rozdílnosti popisovaných indukèních jevù upozornil iR. P. Feynman ve
svých pøedná¹kách z r. 1962/63 (viz napø. [6], 2. díl, str. 295); vysvìtlení ov¹em
nepodává.

I kdy¾ jsou oba popisované indukèní jevy svou podstatou zcela odli¹né, je
velmi pozoruhodné, ¾e výpoèet indukovaného elektromotorického napìtí pøi
obou tìchto jevech je dán jediným výsledným (a jednoduchým) vztahem (5).
Z tohoto vztahu budeme vycházet v dal¹ích úvahách.

1.5 Indukované elektrické pole

Nejprve shrneme a zobecníme poznatky získané rozborem základních Faradayo-
vých experimentù. Nech» magnetické pole na uva¾ované plo¹eobvodu je funkcí
èasu, tj. B = B(t) a rovnì¾ plo¹ný obsahS rovinného proudového obvodu
je také funkcí èasu, tj. vektor S = nS(t), kde n je jednotkový vektor vnìj¹í
normály rovinné plochy. Pak se magnetický indukèní tok� = B � S mìní s èa-
sem v dùsledku zmìn obou velièin a indukované elektromotorické napìtí (5)
v obvodu podle pravidla o derivaci souèinu funkcí bude

Ui = � d�
dt = � d

dt (B � S ) = �
�

dB
dt � S + B � n dS

dt

�
: (11)

U prvního Faradayova experimentu (obr. 1/1, resp. obr. 11) je druhý èlen
v (11) nulový, u druhého experimentu (obr. 1/2, resp. obr. 2) je naopak nulový
první èlen.

Èasové zmìny magnetického indukèního toku lze dosáhnout rovnì¾ tím, ¾e
bude èasovì promìnný úhel � = � (t) mezi vektory B , S = nS, i kdy¾ tyto
vektory budou mít èasovì nepromìnnou velikost. Èasovì promìnná pak bude
efektivní plocha, kterou prochází indukèní tok. Pak � = B � S = BS cos� (t),
jak jsme poznali u pøíkladu 1, kde ¹lo o rovnomìrnou rotaci cívky ( � = !t + � 0).
Indukované elektromotorické napìtí pøi rovnomìrné rotaci je

Ui = �
d�
dt

= BS
d�
dt

sin � (t) = BS! sin(!t + � 0): (12)

Bude-li rotovat cívka o N stejných závitech plo¹ného obsahuS1, budeS = NS1.
Zpùsoby, jak provádìt èasovou zmìnu magnetického indukèního toku, mù-

¾eme shrnout takto:

1. Zmìnou velikosti B , tj. B = B(t)

2. Zmìnou plo¹ného obsahuS obvodu vodièe v magnetickém poli, tj. S =
= S(t), (napø. pohybem èásti vodièe nebo vysouváním { zasouváním
cívky do magnetického pole)
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3. Zmìnou úhlu � mezi smìremB a smìrem S , tj. � = � (t), (napø. otáèením
cívky v magnetickém poli)

Nyní se je¹tì podívejme na indukèní zákon (5) resp. (11) z jiného hlediska.
Elektromotorické napìtí

Ue =
I

C

E � dl (13)

v rovinném uzavøeném elektrickém obvodu popsaném køivkouC { viz str. 12
v [13] { pøedstavuje práci, kterou elektrické pole o intenzitì E vykoná pøi
pøemístìní kladného jednotkového náboje podél orientované uzavøené køivkyC.
Dosadíme-li (13) do indukèního zákona, dostaneme vztah

H

C
E � dl = � d�

dt ; (14)

který má velký význam v Maxwellovì teorii elektromagnetick ého pole. Rovnice
(14) vyjadøuje, ¾e mìnícím se magnetickým polem je indukováno elektrické
pole, které cirkuluje po uzavøené køivceC.

Bude je¹tì vhodné porovnat vlastnosti elektrostatického pole s elektrickým
neelektrostaickým polem vzniklým elektromagnetickou indukcí. Elektrostatické
pole je vytváøeno náboji v klidu a platí pro nì

I

C

E � dl = 0 ; (15)

jak jsme poznali v [12], str. 17. Proto mohl být pro nì zaveden elektrický
potenciál ' . Vztah (15) øíká, ¾eelektrostatické pole je nevírové.

Zcela jiná situace je u elektrického pole vzniklého elektrostatickou indukcí,
jak vyplývá ze srovnání vztahù (14) a (15). Indukované elektrické pole je ví-
rové. Pravá strana rovnice (14) je nenulová a tudí¾pro toto pole nelze zavést
elektrický potenciál. Tento výrok si mù¾eme vysvìtlit napø. na situaci èástice
s kladným jednotkovým nábojem. Kdy¾ s ní obìhneme po libovolné uzavøené
køivce (napø. po kru¾nici) v elektrostatickém poli z urèitého bodu a vrátíme se
do nìho, bude vykonaná práce nulová bez ohledu na velikost a tvar této køivky.

V indukovaném elektrickém poli bude v dùsledku platnosti rovnice (14)
tato práce pøi pøenesení kladného jednotkového náboje nenulová, èíselnì rovna
indukovanému napìtí (napø. Ui = 3 V). Kdybychom v tomto poli chtìli zavést
potenciál, musel by vzrùst o tuto hodnotu. To ov¹em není mo¾né, proto¾e
bychom mìli pro urèitý bod prostoru dva potenciály. Nejen to { na jiné køivce
anebo pøi jiné rychlosti zmìny magnetického pole { bychom dostali libovolné
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jiné napìtí (napø. Ui = 5 V). Neboli, kdyby v bodì A byl potenciál ' (A),
musel by v tomto bodì být zároveò i potenciál ' (A) + Ui. Proto¾e ve vírovém
poli je Ui 6= 0, není mo¾né pro indukované elektrické pole potenciál zavést
jednoznaènì.

Pøíklad 3 { vírové elektrické pole

Prozkoumejme vlastnosti elektrického pole indukovaného promìnným magne-
tickým polem, které homogennì vyplòuje prostor válce o polomìru r0, tj. urèete
jaký bude mít smìr intenzita Ei tohoto pole v rovinì kolmé k indukci B a jak se
bude mìnit velikost Ei v závislosti na vzdálenostir od osy magnetického pole.
Uva¾ujme tyto pøípady èasové promìnnosti magnetického pole

a) B = Bm sin !t;

b) dB
dt = A = konst:; pøièem¾ závislost

E = E(r ) znázornìte v pøípadì b) gra�cky pro
r 2 h0; 250 mmi , bude-li r0 = 50 mm a A =
= 2 ;0 T � s−1.

c) Vypoètìte indukované napìtí a proud
v kovovém prstenci o polomìru r1 = 10 mm
a odporu R1 = 1 ;0 
 v pøípadì èasové zmìny
magnetického pole podle bodu b), umístíme-li
tento prstenec do ètyø poloh podle obr. 12.

r1

r2

r0

rO

5

1

2
3

4 B
Obr. 12 K příkladu 3

V poloze 3 le¾í právì polovinou své plochy v oblasti mìnícíhose magnetického
pole, v poloze 4 ji¾ le¾í mimo tuto oblast. Jaké napìtí a proudse bude indukovat
v prstenci 5 o polomìru r2 = 6 r1, který le¾í mimo magnetické pole tak, ¾e je
obepíná (obr. 12). Jeho odpor jeR2 = 6 R1.

Øe¹ení

r0

O r

C

B
Ei

Obr. 13 Vírové elektrické pole

Z Faradayova zákona (viz napø. obr. 13) je
zøejmé, ¾e elektrické pole se indukuje v rovninì
kolmé ke zmìnì indukce B . Pro jeho výpoèet
si v této rovinì zvolíme uzavøenou køivkuC,
za ni¾ budeme z hlediska symetrie úlohy volit
kru¾nici se støedem na oseo (procházející bo-
dem O) a o polomìru r (obr. 13). Proto¾e in-
dukované pole má intenzituEi ve smìru teèny
k této kru¾nici, je zvolená køivkaC siloèárou
tohoto pole. Proto¾e tyto siloèáry jsou uza-
vøené, jeindukované elektrické pole vírové.
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Pro výpoèet velikosti intenzity Ei, resp. funkèní závislostiEi = Ei(r ), pou-
¾ijeme indukèní zákon ve tvaru (14). Za uzavøenou køivkuC u¾ijeme kru¾nici,
resp. siloèáru o polomìru r . Její element dl a vektor Ei mají v urèitém jejím
bodì stejný smìr a vektor Ei ve v¹ech jejích bodech stejnou velikost. Proto
mù¾eme psát

I

C

Ei � dl =
I

C

Eidl = Ei

I

C

dl = 2 �rE i =
d�
dt

:

Proto¾e vektory indukceB a plochy S vymezené rovinnou køivkouC mají
vzájemnì opaèný smìr (napø. vektorB na obr. 13 míøí do nákresny a vektorS v souladu se smìrem obìhu po hranièní køivceC míøí z nákresny), mù¾eme
psát

� = B � S = BS cos 180◦ = � �r 2B pro r 2 h0; r0i ;

� = � �r 2
0B pro r � r0:

Pak

Ei = �
1

2�r
d�
dt

=
r
2

dB
dt

pro r 2 h0; r0) ; (16)

Ei =
r 2

0
2r

dB
dt

pro r � r0: (17)

V jednotlivých pøípadech je

a) Ei = rB m!
2 cos!t pro r 2 h0; r0i ,

Ei = r 2
0Bm!

2r cos!t pro r � r0.

b) Ei = A
2 r pro r 2 h0; r0i ;

Ei = r 2
0A
2

1
r pro r � r0;

pøièem¾ funkèní závislostE = E(r ) pro tento pøípad a zadané numerické hod-
noty je znázornìna na obr. 14.
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Obr. 14 Indukované elektrické pole v příkladu 2b

Pole má zøejmì nejvìt¹í in-
tenzitu E0 = 50 mV � m−1

pro r = r0. Intenzita line-
árnì vzrùstá od osy magne-
tického pole a¾ k jeho okraji,
vnì klesá podle rovnoosé hy-
perboly. Pozoruhodné je, ¾e
indukované pole je nenulové
i na kru¾nicích o polomìru
r > r 0, které ji¾ nele¾í v mag-
netickém poli.

c) Pro elektromotorické napìtí indukované v krou¾cích 1 a¾ 5je rozhodující
indukèní zákon, ze kterého ve sledovaném pøípadì vychází

Ui = �
d
dt

(B � S ) = S
dB
dt

= SA;

kde S je obsah plochy pøíslu¹ného krou¾ku, kterou prochází promìnné mag-

netické pole. Pro jednotlivé krou¾ky jeS1 = S2 = �r 2
1, S3 = 1

2�r 2
1 , S4 = 0,

S5 = �r 2
0 = 25S1. Pro zadanéA vycházíU1 = U2 = 2 � �10−4 V, U3 = � �10−4 V,

U4 = 0, U5 = 5 � � 10−3 V. Indukovaný proud je I 1 = I 2 = 2 � � 10−4 A,

I 3 = � � 10−4 A, I 4 = 0, I 5 = 5
6� � 10−3 A.

U symetrických úloh, tj. u krou¾ku 1 a 5 si mù¾eme správnost øe¹ení ovìøit i
u¾itím výsledkù (16) a (17) pro intenzitu indukovaného pole. Indukované napìtí
v tìchto pøípadech je Ui = 2 �rE i.

Pøíklad 4 { experimentální proudový vozík

Proveïme my¹lenkový experiment s lehkým vozíkem o hmotnosti m, který se
se zanedbatelnými jízdními odporovými silami mù¾e pohybovat po dlouhých
vodorovných pøímých kolejnicích o rozteèil . Vozík se v podstatì sestává z jediné
nápravy na koleèkách, která vodivì spojuje kolejnice (viz obr. 15).
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Kolejnice se nacházejí v homo-
genním magnetickém poli, které
má svislý smìr a jsou prostøednic-
tvím reostatu pøipojeny ke zdroji
o elektromotorickém napìtí Ue.
Reostatem upravíme celkový od-
por obvodu na R.
a) Vypoètìte velikost poèáteèního
zrychlení a 0 a mezní rychlosti vm.
b) Odvoïte funkèní závislost rych-
losti v = v(t) a dráhy x = x(t)
vozíku.
Poèáteèní podmínky: v(0) = 0,
x(0) = 0.

l

R

Ue

FvI

O x

B
Obr. 15 Proudový vozík v magnetickém poli

Øe¹ení

a) Na vozík v klidu pùsobí podle Ampérova zákona síla o velikosti F0 = BI 0l .
Poèáteèní zrychlení vozíku má tedy velikost

a0 =
F0

m
=

BI 0l
m

=
BUel
mR

:

Jakmile se vozík pohybuje rychlostív , indukuje se v jeho nápravì elektromo-
torické napìtí Ui = Blv namíøené proti napìtí Ue a pro uzavøený elektrický
obvod podle 2. Kirchho�ova zákona platí Ue � Blv = RI . Odtud pro okam¾itý
proud dostaneme

I =
1
R

(Ue � Blv ):

Ke stejnému výsledku dospìjeme, kdy¾ od prouduI 0 odeèteme indukovaný
proud

I i =
Ui

R
=

Blv
R

;

který je v souladu s Lenzovým zákonem namíøen proti prouduI 0.
Mezní stav pohybu nastane, kdy¾ indukovaný proud právì vykompenzuje

proud I 0. Pak celkový proud I = 0. Z toho mezní rychlost je

vm =
Ue

Bl
:
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b) Pohybová rovnice vozíku je

m
dv
dt

= F; kde F = BIl =
Bl
R

(Ue � Blv ):

Pak po zavedení mezní rychlostivm je

dv
dt

=
B 2l2

mR
(vm � v):

Po separaci promìnných a po integraci dostaneme

B 2l2

mR

tZ

0

dt =

vZ

0

dv
vm � v

neboli
B 2l2

mR
t = ln

vm

vm � v
:

Odtud hledaná okam¾itá rychlost vozíku je

v = vm

 

1 � e
− B 2 l 2

mR
t

!

=
Ue

Bl

 

1 � e
− B 2l 2

mR
t

!

:

Pro kontrolu si mù¾eme ovìøit, ¾e prot = 0 je v = 0 a mezní stav v = vm
nastane prot ! 1 .

Uvá¾íme-liv = dx
dt , dostaneme integrací funkcev = v(t) druhou hledanou

funkci:

x =
Ue

Bl

tZ

0

 

1 � e
− B 2l 2

mR
t

!

dt =
Ue

Bl

"

t +
mR
B 2l2

 

e
− B 2 l 2

mR
t

� 1

!#

:

Výpoèty provedené v tomto pøíkladu jsou analogické øe¹ení napø. pádu ku-
lièky ve vodì { za pùsobení odporové síly podle Stokesova vztahu (viz [15],
str. 8).
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2 Indukènost vodièù a energie magnetického
pole

2.1 Vlastní indukènost vodièe a vlastní indukce

Pøi zkoumání magnetického pole elektrického proudu u¾itímBiotova { Savar-
tova { Laplaceova zákona (viz [13]) jsme poznali, ¾e magnetická indukce B
v okolí vodièe je pøímo úmìrná elektrickému prouduI . Pøejdìme nyní od in-
dukceB k indukènímu toku � =

RB � dS , kde integrujeme pøes celou plochu,
pøes ní¾ magnetické pole prochází. Je-liB � I , musí být i � � I . Oznaèíme-li
konstantu úmìrnosti L , dostaneme jednoduchý vztah

� = LI ; (18)

kde velièinaL se nazývávlastní indukènost vodièe. Výraz (18) se nazývástatický
de�nièní vztah pro indukènost. Pou¾ijeme jej k výpoètu indukènosti nìkterých
vodièù.

Indukènost L je pro neferomagnetické prostøedí konstantní velièinou, zá-
vislou na velikosti a tvaru vodièe a na magnetických vlastnostech látkového
prostøedí, v nìm¾ se nachází. Je-li vodiè ve feromagnetickém prostøedí, zá-
visí L také na magnetickém sycení feromagnetika (viz napø. hysterezní smyèky
v [14]). Proto je indukènost cívky s feromagnetickým jádremponìkud závislá
na proudu, který cívkou prochází. Tìmito komplikacemi se v¹ak nebudeme za-
bývat a pro jednoduchost budeme pøedpokládat, ¾eL nezávisí naI .

Bude-li vodièem procházet promìnný proud, bude vytváøet èasovì pro-
mìnné pole. Pak se v nìm podle indukèního zákona (11) bude indukovat elek-
tromotorické napìtí

Ui = � d�
dt = � d

dt (LI ) = � L dI
dt ; (19)

Tento jev se nazývávlastní indukce(døíve oznaèovanýsamoindukce). Znaménko
minus v (19) v souladu s Lenzovým zákonem znaèí, ¾e indukované napìtí je
namíøeno proti primární zmìnì proudu, která jev vyvolává (o br. 16). Z toho
vyplývá, ¾e vodiè (cívka), kterým prochází èasovì promìnnýproud, klade jeho
prùchodu odpor.

Výpoètùm obvodù s promìnným proudem budeme vìnovat více pozornosti
v kap. 3.
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Ue
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R klesající

I rostoucí

Ue

Ui

R rostoucí

I klesající

Obr. 16 K diskusi o směru indukovaného napětí při vlastní indukci (Ue – elektro-
motorické napětí primárního zdroje, R – proměnný odpor, Ui – indukované napětí)

Výraz (19) lze pova¾ovat zadynamickou de�nici vlastní indukènosti L . Nám
nyní poslou¾í k de�nici její jednotky:

[L ] =
�
Ui

� t
� I

�
=

V � s
A

=
Wb
A

= H (henry) ;

kde Wb=V � s { weber{ je jednotka magnetického indukèního toku. Vodiè má
indukènost jednoho henry5, kdy¾ se v nìm pøi zmìnì proudu jeden ampér za
jednu sekundu indukuje napìtí jednoho voltu.

Pøíklad 5 { indukènost solenoidu

Vypoètìte vlastní indukènost solenoidu, tj. pøímé cívky oN rovnomìrnì hustì
vinutých závitech o polomìru r � l , kde l je délka solenoidu. Okrajové jevy
dané rozptylem magnetického pole neuva¾ujte. Drát, z nìho¾jsou vinuty závity
pøedpokládejte velmi tenký, abyste mohli zanedbat pole uvnitø drátu.

Øe¹ení

U¾itím zákona celkového proudu vypoèteme nejprve indukci magnetického pole
solenoidu (viz napø. [13], pøíklad 6):

B = � 0H = � 0
N
l I:

Toto pole je homogenní ve v¹ech bodech uvnitø solenoidu. Jedním závitem
bude procházet tok � 1 = �r 2B; celkový tok v¹emi závity tedy bude

� = N � 1 = � 0�r 2 N 2

l
I:

5Název jednotky indukčnosti je na počest amerického fyzika J. Henryho (1797 – 1878),
který r. 1832 objevil jev vlastní indukce.
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Porovnáme-li tento výsledek se vztahem (18), dostaneme provlastní indukènost
solenoidu výraz

L = � 0�r 2 N 2

l
= � 0

�
N
l

� 2

V; (20)

kde V je objem pole solenoidu aN
l délková hustota závitù. Výraz (20) platí pro

vakuum a lze jej pou¾ít prakticky pro v¹echny diamagnetickéa paramagnetické
látky; pou¾ívá se proto pro vzduchové cívky. Vlo¾íme-li do celého vnitøního
prostoru solenoidu feromagnetickou látku, která bude mít pro dané magnetické
sycení relativní permeabilitu � r, bude její indukènost L ′ = � rL .

Poznámka
Solenoid je idealizovaná cívka, u ní¾ se pøedpokládá, ¾e její magnetické pole

je omezeno jen na její vnitøní objemV. Tuto podmínku v¹ak teoreticky splòuje
jen cívka neomezené délky s hustì vinutými závity. Proto¾e skuteèné cívky mají
koneènou délku, vzniká na jejich okrajích rozptyl magnetického pole. Tomu lze
zamezit, kdy¾ takový solenoid stoèíme do anuloidu a dostaneme tak toroid . Zde
vzniká ov¹em problém, ¾e délka indukèních èar není stejná, ¾e tedy indukceB
závisí na vzdálenosti od osy toroidu. Platí tedy jen pro tenký toroid a výraz (20)
pro velmi ¹tíhlou válcovou cívku. O vlivu koneèné délky solenoidu a koneèné
tlou¹»ky toroidu na L pojednáme v èl. 2.4 a,b.

2.2 Vzájemná indukènost vodièù a vzájemná indukce

Mìjme dva uzavøené vodièe (smyèky) v urèité vzájemné poloze(obr. 17).

� 1 � 12

1

2

I 1

Obr. 17 K výkladu vzájemné indukč-
nosti smyček 1 a 2

Bude-li procházet první smyèkou
proud I 1, vznikne magnetické pole
s celkovým indukèním tokem � 1.
Èást tohoto toku � 12 bude prochá-
zet plochou druhé smyèky. Tento
tok je pøímo úmìrný toku � 1 a ten
je podle (18) pøímo úmìrný proudu
I 1. Mù¾eme proto psát

� 12 = M 12I 1; (21)

kde M 12 je konstanta úmìrnosti.

Bude-li naopak druhou smyèkou procházet proudI 2, bude indukèní tok
procházející první smyèkou úmìrný tomuto proudu:

� 21 = M 21I 2: (22)
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Konstanty úmìrnosti M 12, M 21 závisí na tvaru a velikosti vodièù (tj. u cívek
na tvaru a velikosti závitù a jejich poètu), na vzájemném uspoøádání obou
vodièù a na permeabilitì prostøedí. Lze obecnì dokázat (viznapø. [3], str. 64),
¾e

M 21 = M 12 = M: (23)

Velièina M se nazývávzájemná indukènostvodièù 1, 2. Její jednotka je stejná
jako jednotka L , tj. henry. Rovnost (23) ovìøíme na øe¹ení vzájemné indukènosti
dvou solenoidù (pøíklad 6).

Bude-li první smyèkou na obr. 17 procházet promìnný proudI 1, bude se ve
druhé smyèce indukovat elektromotorické napìtí

Ui12 = �
d� 12

dt
= � M

dI 1

dt
: (24)

Jev se nazývávzájemná indukce. Doprovází jej jev vlastní indukce { v první
cívce se souèasnì indukuje napìtíU1 = � L 1 _I 1. Bude-li naopak druhou cívkou
procházet promìnný proud I 2, bude se v první cívce indukovat napìtí

Ui21 = �
d� 21

dt
= � M

dI 2

dt
: (25)

Napìtí jsou obecnì rùzná. Jen kdy¾ by _I 2 = _I 1, bylo by Ui21 = Ui12.
Jev vzájemné indukce objevil r. 1831 M. Faraday (viz 1. experiment na

obr. 1).

Pøíklad 6 { vzájemná indukènost dvou solenoidù s tìsnou vazb ou

Na ¹tíhlém válci o polomìru r , délce l a permeabilitì � jsou rovnomìrnì
v hustých závitech navinuty dvì vzájemnì izolované cívky dr átem zanedba-
telného prùøezu. Jedna máN1 a druhá N2 závitù.

Urèete vzájemnou indukènostM této soustavy cívek a v¹echny vztahy mezi
M a vlastními indukènostmi L 1, L 2 cívek.

Øe¹ení

Bude-li prvním solenoidem procházet proudI 1, bude vytváøet magnetické pole

o indukci B1 = �I 1
N1
l . S ohledem na kon�guraci solenoidù mù¾eme uva¾ovat,

¾e toto pole prochází kruhovými plochami v¹ech závitù druhého solenoidu, tedy
S2 = �r 2N2. Øíká se, ¾e mezi cívkami soustavy existuje tìsná vazba, která
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se vyznaèuje zanedbatelným rozptylem magnetického pole. Pak indukèní tok
procházející druhým solenoidem je

� 12 = B1S2 = �
�r 2N1N2

l
I 1 = M 12I 1;

kde vzájemná indukènost je

M 12 = �
�r 2N1N2

l
= M 21 = M: (26)

Pokud bychom postup obrátili { nechali bychom proud I 2 procházet dru-
hým solenoidem a poèítali tok� 21, který projde prvním solenoidem, tj. � 21 =
= B2�r 2N1, dostali bychom pro vzájemnou indukènost stejný výsledek (26).
Výsledek je soumìrný k obìma indexùm, jak plyne z komutativn ího zákona pro
souèinN1N2. Tím je ovìøena platnost rovnosti (23) pro uva¾ovaný pøípad.

Jednotlivé cívky soustavy mají v souladu se vztahem (20) vlastní indukè-
nosti

L 1 = �
�r 2N 2

1
l

; L 2 = �
�r 2N 2

2
l

:

Je zøejmé, ¾e mezi tìmito indukènostmi a vzájemnou indukèností (26) platí
vztahy

L 2 =
�

N2

N1

� 2

L 1; M =
N2

N1
L 1 =

N1

N2
L 2 =

p
L 1L 2;

neboli
M

p
L 1L 2

= 1 : (27)

Èinitel induktivní vazby
Vztah (27), ke kterému jsme dospìli pøi øe¹ení pøíkladu 6 platí pro zvlá¹tní

pøípad soustavy cívek s velmi tìsnou vazbou. V obecném pøípadì soustavy dvou
cívek platí tyto de�nièní vztahy

� 12 = MI 1; � 21 = MI 2; � 1 = L 1I 1; � 2 = L 2I 2:

Odtud
M 2

L 1L 2
=

� 12

� 1
�

� 21

� 2
� 1;

proto¾e� 12 � � 1, � 21 � � 2. Konstantu

kv =
M

p
L 1L 2

� 1 (28)
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nazývámeèinitel induktivní vazby. Podle tìsnosti vazby je kv 2 h0; 1i , pøièem¾
pro cívky bez vazby (tj. cívky od sebe vzdálené anebo magneticky odstínìné)
je kv = 0, pro cívky s nejtìsnìj¹í vazbou je kv = 1. V praktických pøípadech
nastane alespoò èásteèný rozptyl magnetického pole, tak¾ekv < 1.

2.3 Energie magnetického pole

a) Energie magnetického pole jediného vodièe

Pøi prùchodu elektrického proudu vodièem (cívkou) vzniká vjeho okolí mag-
netické pole, které je nositelem energie. Nejprve vyjádøíme tuto energii pomocí
velièin charakteristických pro vodiè (tj. indukènosti L a proudu I ), v odst. b)
pak pou¾itím velièin pole (tj. intenzity H a indukceB).

Energii magnetického pole budeme poèítat jako práci, kterou musí vykonat
vnìj¹í zdroj elektromotorického napìtí Ue na pøekonání samoindukèního elek-
tromotorického napìtí Ui v cívce pøi vzrùstu proudu na hodnotuI . Se ztrátami
Jouleovým teplem nebudeme pro jednoduchost poèítat.

Indukované napìtí musí být v rovnováze s vnìj¹ím elektromot orickým napì-
tím, tj. Ui + Ue = 0. Proto¾e napìtí je rovno práci potøebné k pøemístìní klad-
ného jednotkového náboje mezi dvìma body o potenciálním rozdílu U, vykoná
vnìj¹í zdroj pøi pøemístìní elementárního náboje dQ = I dt práci dW = UeI dt,
která se projeví jako pøírùstek energie magnetického pole.Pak vzhledem k (19)
je

dEmg = UeI dt = � UiI dt = LI dI:

Celková energie, kterou magnetické pole dosáhne pøi vzrùstu proudu od 0 na
I , je

Emg = L

IZ

0

I dI =
1
2

LI 2: (29)

Tohoto výsledku lze vhodnì vyu¾ít pro výpoèet indukènosti.

b) Hustota energie magnetického pole

Nyní energii magnetického pole vyjádøíme pomocí velièinH , B , které se u¾ívají
k jeho popisu. Vyjdeme z výrazu (29), který upravíme pomocí vztahu (18) a
budeme jej aplikovat na magnetické pole solenoidu, o kterémbudeme pøedpo-
kládat, ¾e je v celém jeho vnitøním objemu homogenní a ve vnìj¹ím prostoru
nulové (v tomto smìru je názornìj¹í uva¾ovat pole tenkého toroidu, které je
mo¾no pova¾ovat také za homogenní a do sebe uzavøené { viz èl.2.4b). Platí
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tedy Emg = 1
2LI 2 = � 2

2L , pøièem¾ zaL dosadíme výsledek (20) pro� a za

� = B�r 2N . Pak

Emg =
1
2

B 2� 2r 4N 2

��r 2 N 2

l

=
1
2

B 2

�
V; kde V = �r 2l

je objem magnetického pole solenoidu. Hustota energie magnetického pole je

wmg =
Emg

V
=

1
2

B 2

�
=

1
2

�H 2 =
1
2

HB: (30)

Tento výsledek lze zobecnit pro nehomogenní pole, u kteréhovelièiny H ,B mají bod od bodu jinou velikost a smìr; pøípadnì i na pole anizotropní,
u kterého vektory H , B nemají stejný smìr. Pak souèin velikostí vektorù v (30)
nahradíme skalárním souèinem vektorùH , B :

wmg = 1
2H � B : (31)

c) Energie magnetického pole soustavy vodièù

Mìjme soustavu dvou nepohyblivých vodièù (cívek) o indukènostech L 1, L 2,
M , pøièem¾ jimi budou procházet proudy narùstající z nulové hodnoty na I 1
a I 2. Pak se v první cívce bude indukovat napìtí Ui1 + Ui21, které musí být
v rovnováze s vnìj¹ím napìtím Ue1, tj. Ui1 + Ui21 + Ue1 = 0. Podobnì pro
napìtí na druhé cívce musí platit rovnováha: Ui2 + Ui12 + Ue2 = 0. Stejnì jako
v odst. a) bude práce, kterou vykonají vnìj¹í zdroje, rovna energii magnetického
pole soustavy proudovodièù. Pro element této energie platí

dEmg = Ue1I 1dt + Ue2I edt = � (Ui1 + Ui21)I 1dt � (Ui2 + Ui12)I 2dt =

= L 1I 1dI 1 + M (I 1dI 2 + I 2dI 1) + LI 2dI 2 =

= d
�

1
2

L 1I 2
1

�
+ d( MI 1I 2) + d

�
1
2

L 2I 2
2

�
;

pøièem¾ u závìreèné úpravy bylo vyu¾ito poznatku o diferenciálu druhé moc-
niny promìnné a diferenciálu souèinu promìnných. Pak energie soustavy je

Emg =
1
2

L 1I 2
1 + MI 1I 2 +

1
2

L 2I 2
2 :

První a tøetí èlen pøedstavují vlastní magnetickou energiiuva¾ovaných proudo-
vodièù, druhý èlen vzájemnou magnetickou energii uva¾ované soustavy prou-
dovodièù.
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2.4 Indukènost nìkterých vodièù

a) Vlastní indukènost válcové cívky a pøímého drátu

V pøíkladu 5 jsme pomìrnì snadno vypoèetli indukènost dlouhé ¹tíhlé vál-
cové cívky (solenoidu) { teoreticky neomezenì dlouhé cívky. U reálné cívky
nastává pøedev¹ím na jejich koncích rozptyl magnetického pole, který je ana-
lyticky obtí¾nì vyhodnotitelný. Proto indukènost reálné cívky bude men¹í ne¾
udává vztah (20). Problém se v praxi øe¹í empiricky zavedením koe�cientu k
do vztahu (20):

L = k�
�r 2N 2

l
: (32)

Hodnota korekèního koe�cientu k závisí na podílu jejího prùmìru d = 2 r a

délky l . Pro d
l = 0 je k = 1, pro d

l = 0 ;1 je k = 0 ;959 � 1. Se zvìt¹ujícím se

faktorem d
l koe�cient k výraznì klesá (viz graf na obr. 18, který je zpracován

podle [1], str. 436).

0;1 0;2 0;5 1 2 5 10
0

0;2

0;4

0;6

0;8

1;0

d
l

k

Obr. 18 Korekční koeficient k pro výpočet indukčnosti podle vztahu (32)

Zredukuje-li se cívka na jedinou kruhovou smyèku o polomìrur vytvoøenou
z drátu o polomìru r0, má indukènost (podle [1]):

L = �r
�

ln
8r
r0

�
7
4

�
:
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Pøímý drát o délcel a polomìru r0 má indukènost

L =
�l
2�

�
ln

2l
r0

�
3
4

�
:

Tyto vztahy platí pro frekvence, u nich¾ se výraznì neprojeví skinefekt (viz èl.
4.4). Pro vysoké frekvence je nutné provést korekce i na tento jev.

b) Vlastní indukènost toroidu

Uva¾ujme toroid (cívku navinutou na anuloidu, tj. na válci o polomìru r pod-
stavy, jeho¾ osa je stoèena do kru¾nice o polomìruR). Nech» je na nìm navinuto
N závitù tenkého drátu tak, aby rovnomìrnì pokryly celý povrc h anuloidu.
(obr. 19). Toroid je navinut na jádøe, o jeho¾ permeabilitì pøedpokládáme, ¾e
je pro uva¾ované sycení konstanta (� � konst:).

Bude-li toroid tenký, tj. bude-li r � R,
lze indukci magnetického pole pova¾ovat
po celé plo¹eS = �r 2 za konstantu jako
u solenoidu. Pak vlastní indukènost toro-
idu je dána výrazem (20), v nìm¾ nahra-
díme l délkou 2�R osy toroidu, tj.

L = �
r 2N 2

2R
= �

SN 2

2�R
: (33)

Bude-li r srovnatelné s R, projeví se zá-
vislost velikosti magnetické indukce B na
vzdálenosti x od osy.

Funkci B = B(x), resp. H = H (x)
jsme øe¹ili v [13] u¾itím zákona celkového
proudu { viz výraz (28):

B
I

R

R + x

2r

O

Obr. 19 Toroid

B =
�NI

2� (R + x)
:

Výpoèet magnetického indukèního toku toroidu s kruhovým prùøezem na-
rá¾í na problémy pøi integraci. Výpoèet proto provedeme proobdélníkový prù-
øez, který se v praxi rovnì¾ vyu¾ívá. Prùøez (obr. 20) má plo¹ný obsahS = ab
a jeho elementem bude procházet tok d� 1 = Badx: Proto¾e cívka máN závitù,
bude element indukèního toku procházející v¹emi závity d� = N d� 1 a celkový
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indukèní tok je

� =
�aN 2I

2�

b
2Z

− b
2

dx
R + x

=
�aN 2I

2�
ln

2R + b
2R � b

:

Vlastní indukènost tedy je

L =
�
I

=
�aN 2

2�
ln

2R + b
2R � b

: (34)

Výsledek (34) musí pro b � R pøejít
do tvaru (33) ve vyjádøení s plo¹ným
obsahemS, jak si uká¾eme, rozvineme-
li logaritmus v øadu a zanedbáme èleny
vy¹¹ího øádu:

b

a

R

x

dx

o

Obr. 20 K výpočtu indukčního
toku v toroidu s obdélníkovým
průřezem

ln
2R + b
2R � b

= ln
1 + b

2R

1 � b
2R

� ln
�

1 +
b

2R

� 2

� ln
�

1 +
b
R

�
�

b
R

:

Pak

L =
�abN 2

2�R
=

�S N 2

2�R
:

c) Vlastní indukènost koaxiálního kabelu

Nyní odvodíme vlastní indukènost pøímého dlouhého souosého (koaxiálního)
kabelu o délcel , skládajícího se z centrálního válcového vodièe o polomìrur1
a vnìj¹ího válcového vodièe o polomìru r2. Budeme pøedpokládatr1 � r2,
abychom mohli zanedbat magnetické pole uvnitø centrálníhovodièe6. V pro-
storu mezi vodièi je látka o permeabilitì � .

Úlohu nejprve vyøe¹íme u¾itím statického de�nièního vztahu (18). Proto¾e
vnitøní a vnìj¹í vodiè kabelu tvoøí dohromady uzavøený proudový okruh, pro-
chází vnìj¹ím vodièem stejný proud jako vnitøním vodièem, ov¹em opaèného
smìru (obr. 21).

6Protože koaxiálními kabely se zpravidla přenášejí vysokofrekvenční proudy, uplatní se
skinefekt, proud prochází povrchovou vrstvičkou tohoto vodiče a magnetické pole uvnitř je
zanedbatelné.
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U¾itím zákona celkového proudu (viz napø.
[13]) mù¾eme snadno nahlédnout, ¾e magne-
tické pole vnì kabelu je nulové; je rozprostøeno
pouze v prostoru mezi vodièi a podle tého¾ zá-
kona mù¾eme urèit velikost jeho indukce vzta-
hem

B = �
I

2�r
; pro r 2 hr1; r2i : (35)

Proto¾e kruhové indukèní èáry tohoto pole
protínají kolmo v¹echny roviny procházející
osou kabelu, bude plo¹ným elementemldr
procházet indukèní tok d� = Bl dr a celkový
tok bude

� = �
Il
2�

r 2Z

r 1

dr
r

= �
Il
2�

ln
r2

r1
:

l

r2

r1 r dr

I I

Obr. 21 K výpočtu vlastní in-
dukčnosti koaxiálního kabelu

Pak indukènost koaxiálního kabelu je

L =
�
I

=
�l
2�

ln
r2

r1
: (36)

Úlohu mù¾eme øe¹it takévýpoètem energie magnetického poleu¾itím výrazù
(30) a (29). Proto¾e indukce (35) závisí nar , vytkneme si z prostoru elementární
prstenec o objemu dV = 2 �rl dr . Pak bude mít pole v tomto objemu energii

dEmg = wmgdV =
B 2

2�
dV =

�lI 2

4�
dr
r

:

Celková energie je

Emg =
�lI 2

4�

r 2Z

r 1

dr
r

=
1
2

�
�l
2�

ln
r2

r1

�
I 2 =

1
2

LI 2:

Výraz v kulaté závorce je indukènost { v souladu s výsledkem (36). Jak
uvidíme dále, význam mádélková hustota indukènostide�novaná vztahem

L ′ =
L
l

=
�
2�

ln
r2

r1
: (37)
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Budeme-li poèítat délkovou hustotu kapacity tého¾ kabelu,dostaneme
(viz [12], str. 40)

C′ =
C
l

=
2�"

ln r2
r1

: (38)

Vynásobením výrazù (37) a (38) dostáváme zajímavý vztahL ′C′ = �" .
Vyjádøíme-li permeabilitu a permitivitu u¾itím jejich hodnot pro vakuum,
tj. � = � r� 0, " = " r"0, a pøihlédneme-li ke vztahu (18) nebo (52) v [13],
tj. � 0"0 = c−2, dostaneme

L ′C′ = �" =
� r" r

c2 =
1
v2 ; (39)

kde

v = 1p
L ′C′ = cp

� r" r
(40)

je rychlost elektromagnetických vln, které pøená¹í koaxiální kabel. Podrobnìj¹í
pojednání o tìchto jevech lze nalézt v [10], str. 243 { 245. U¾iteèné je¹tì bude
analyzovat jednotky ve vztahu (39):

[L ′C′] =
H
m

�
F
m

=
V � s
m � A

�
C

V � m
=

s2

m2 :

d) Vzájemná indukènost dvou plochých cívek

Urèíme vzájemnou indukènost dvou plochých kruhových cívelo polomìrech
r2 � r1 (obr. 22), které se nacházejí ve vakuu teoreticky v jedné rovinì a které
mají N1 a N2 závitù.

Bude-li vnìj¹í cívkou procházet proud I 2, bude
mít magnetické pole v bodech roviny cívky v ma-
lém okolí její osyO podle [13] str. 18 indukci o ve-
likosti

B2 = � 0
N2I 2

2r2
:

Je-li r1 � r2, bude pro magnetický tok procháze-
jící N1 závity první cívky (pøibli¾nì) platit

O
r1,N1r2

N2

Obr. 22 Dvě ploché cívky

� 21 = �r 2
1N1B2 = � 0

�r 2
1N1N2

2r2
I 2 = MI 2:
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Pak podle (22) má soustava vzájemnou indukènost

M = � 0
�r 2

1N1N2

2r2
: (41)

e) Závìreèný poznatek o indukènosti

Z dosavadních výsledkù je zøejmé (viz vztahy (26), (41)), ¾evzájemná indukè-
nost je pøímo úmìrná souèinu poètu závitù cívek ve vazbì, tj.N1N2, kde¾to
vlastní indukènost je dána druhou mocninou poètu závitù cívky { viz napø.
(32).
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3 Elektrické obvody s promìnným proudem

3.1 Pøechodné dìje v elektrickém obvodu

Pøivedeme-li do obvodu elektrický proud, nevzroste jeho hodnota ihned na ustá-
lenou hodnotu danou nominálními hodnotami obvodu, proto¾ezmìnu proudu
pøi jeho vzrùstu provází jev vlastní indukce. Napø. dáme-lispínaèS na obr. 23
do polohy 1, nevzroste proud
okam¾itì na hodnotu

I 0 =
Ue

R1 + R2
;

proto¾e pøi vzrùstu proudu se
v cívce indukuje elektromoto-
rické napìtí Ui, které je namí-
øeno proti vzrùstu proudu.

UiUe

i

1

2

S

R1 R2

Obr. 23 K výkladu přechodného jevu v ob-
vodu s R, L

Pøepneme-li spínaè po dosa¾ení ustáleného stavu do polohy 2þzapnutoÿ,
zkratuje se cívka pøes rezistorR2 a proti zmen¹ování proudu bude pùsobit
v cívce napìtí, které bude mít opaèný smìr, ne¾ je naznaèeno na obr. 23.

Pro kvantitativní popis tìchto jevù pou¾ijeme 2. Kirchho�ù v zákon, který
pro jednotlivé polohy spínaèeS má tvar7

(R1 + R2)i = Ue � L
di
dt

pro polohu 1; (42)

R2i = � L
di
dt

pro polohu 2: (43)

Jednodu¹¹í je øe¹it rovnici (43), proto ji vyøe¹íme jako první. Separujeme-li
promìnné, dostaneme rovnici

di
i

= �
R2

L
dt;

kterou mù¾eme integrovat. Pøedpokládáme poèáteèní podmínku pro proud
i t =0 = I 0 a integrujeme do obecného stavu, popsaného proudemi a èasem
t:

iZ

I 0

di
i

= ln
i
I 0

= �
R2

L
t:

7V souladu se zvyklostmi v aplikované teoretické elektrotechnice a elektronice budeme
označovat okamžité hodnoty proudu a napětí malými písmeny, tj. i, u, kdežto pro konstantní
hodnoty (např. amplitudy) ponecháme označení velkými písmeny.
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Odtud

i = I 0e
− t

� 2 ; (44)

kde

� 2 =
L
R2

(45)

je èasová konstanta obvodupøi vybíjení. Je to doba, bìhem ní¾ proudi klesne
právì e-krát.

Rovnici (42) pøevedeme do tvaru analogického tvaru (43) substitucí

u = ( R1 + R2)i � Ue; du = ( R1 + R2)di (Ue = konst:):

Rovnici (42) upravíme na tvar

(R1 + R2)i � Ue = �
L

R1 + R2

(R1 + R2)di
dt

; neboli u = � � 1
du
dt

;

kde

� 1 =
L

R1 + R2
(46)

je èasová konstanta obvodu pøi nabíjení. V upravené rovnicimù¾eme separovat
promìnné

du
u

= �
dt
� 1

:

Integrujeme pro danou poèáteèní podmínku:i = 0 pro t = 0, neboli u = � Ue.
Horní mez je i pro t, neboli po separaciu = ( R1 + R2)i � Ue pro t. Pak

ln
(R1 + R2)i � Ue

� Ue
= �

t
� 1

;

neboli

i =
Ue

R1 + R2

 

1 � e
− t

� 1

!

= I 0

 

1 � e
− t

� 1

!

: (47)

Funkèní závislost proudu na èase pøi zapnutí (47) a vypnutí (44) obvodu
z obr. 23 je znázornìna na grafech v obr. 24. V obou grafech je pro zajíma-
vost nakreslena teèna v bodìt = 0; v obou pøípadech je urèena jednoduchými
souøadnicemi.
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Obr. 24 Časový diagram proudu v obvodu na obr. 23;
a) při zapnutí proudu, b) při jeho vypnutí

3.2 Obvody støídavého proudu

a) Obvod s R, L v sérii

Uva¾ujme obvod cívky o indukènostiL a elektrickém odporuR (neboli cívku a
rezistor spojené do série { obr. 25) pøipojený ke zdroji s periodicky promìnným
elektromotorickým napìtím podle funkce

ue = Um sin !t; (48)

kde Um je amplituda napìtí, ! = 2 �f = 2�
T úhlová frekvence, f frekvence

a T perioda.

ue

uiL L

R

i

Obr. 25 Obvod s R, L v sérii

Proto¾eR a L jsou v sérii, bude jimi procházet
stejný proud

i = I m sin(!t � ' ); (49)

kde I m je amplituda proudu a ' je fázový posun
proudu za napìtím (48). Velièiny I m a ' máme
urèit øe¹ením.

Proti vzrùstu proudu (49) v obvodu pùsobí
v cívce elektromotorické napìtí

uiL = � L
di
dt

(50)
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a pro napìtí v obvodu musí podle 2. Kirchho�ova zákona platit

Ri = ue � L
di
dt

: (51)

Tuto rovnici vyøe¹íme tak, ¾e pøedpokládáme prùbìh napìtí aproudu podle
funkcí (48) a (49), pøièem¾ neznámé velièinyI m, ' urèíme tak, aby rovnice
(51) byla splnìna pro ka¾dý okam¾ik. Po dosazení z (48) a (49)do (51) máme

RI m sin(!t � ' ) = Um sin !t � !LI m cos(!t � ' ): (52)

Proto¾e tato rovnice musí být splnìna pro ka¾dét, mù¾eme si zvolit dva vhodné
okam¾iky, pro nì¾ se tato rovnice zjednodu¹í:

t1 = 0 : � RI m sin ' = � !LI m cos';

!t 2 � ' =
�
2

: RI m = Um sin
�

�
2

+ '
�

= Um cos':

Z rovnic plyne

tg ' =
!L
R

; I m =
Um

R
cos' =

Um

R
1

p
1 + tg 2 '

=
Ump

R2 + ! 2L 2
: (53)

Výraz pro amplitudu mù¾eme vyjádøit ve tvaru

I m =
Um

Z
; (54)

kde
Z =

p
R2 + ( !L )2 =

q
R2 + X 2

L (55)

je impedanceobvodu a X L induktance. Jejich jednotkou je zøejmì ohm.
Vztah (55) se vyu¾ívá k urèování vlastní indukènosti cívek.Elektrický od-

por R urèíme z mìøení stejnosmìrným proudem (napø. ohmetrem). Pak cívku
zapojíme do obvodu støídavého proudu známé frekvencef , zmìøíme napìtí na
cívce a proud jí procházející. Jejich podíl8 urèí v souladu s (54) impedanciZ .
Indukènost pak vypoèteme u¾itím vztahu (55):

L =

p
Z 2 � R2

2�f
:

Mìøení indukènosti touto metodou vy¾aduje kvalitní generátor sinusovì pro-
mìnného napìtí. Je-li výstupní signál generátoru zkreslený, uplatní se pøi mì-
øení také jeho vy¹¹í harmonické slo¾ky, co¾ mù¾e vést ke znatelným chybám
mìøení.

8Protože veličiny jsou v podílu, je lhostejné, zda jde o jejich amplitudy nebo měřené
efektivní hodnoty.
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b) Obvod s R, L , C v sérii

Obvod z obr. 25 roz¹íøíme o sériovì
zapojený kondenzátor o kapacitìC
(obr. 26). Pokud bychom tento ob-
vod pøipojili je zdroji stejnosmìr-
ného napìtí, procházel by obvo-
dem proud jen po dobu nabíjení
kondenzátoru. Po jeho nabití pù-
sobí proti elektromotorickému na-
pìtí zdroje stejnì velké napìtí na
kondenzátoru opaèného smìru a
proud ustane. Pøipojíme-li do ob-
vodu zdroj støídavého napìtí (48),
vznikne v obvodu støídavý proud,
kterým se kondenzátor bez èaso-
vého omezení støídavì nabíjí a vy-
bíjí.

Z uvedené úvahy je zøejmé, ¾e
na kondenzátoru se vytváøí napìtí,
které je namíøené proti vlo¾enému
elektromotorickému napìtí ue.

ue

uiL

ueC

L

R

C

i

us

uR

uL

uC

Obr. 26 Obvod s R, L, C v sérii. Vedle
elektromotorických napětí jsou zde vyzna-
čena svorková napětí uR, uL a uC , která
mají opačný směr než napětí elektromoto-
rická

Toto napìtí ueC na kondenzátoru mù¾eme pova¾ovat za elektromotorické.
Pøi pøivedení kladného elementárního náboje za èas dt, tj. d q = idt, se zmìní
elektromotorické napìtí na kondenzátoru o

dueC = �
dq
C

= �
idt
C

; neboli
dueC

dt
= �

i
C

: (56)

Pøi promìnném proudu se souèasnì v cívce indukuje elektromotorické napìtí
(50) a pro rovnováhu napìtí v obvodu na obr. 26 musí podle 2. Kirchho�ova
zákona platit Ri = ue + ueC + uiL . Proto¾e podle (56) známe jen derivaci napìtí
na kondenzátoru, provedeme derivaci rovnice napìtí podle èasu a dosadíme do
ní výraz (56) a derivované výrazy (48) a (50). Pak

L
d2i
dt2 + R

di
dt

+
i
C

= !U m cos!t: (57)

Rovnice (57) je z fyzikálního hlediska pohybovou rovnicí elektrického tlume-
ného oscilátoru buzeného harmonicky promìnným napìtím. Z matematického
hlediska jde o nehomogenní diferenciální rovnici druhého øádu s konstantními
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koe�cienty. Její obecný integrál se skládá ze souètu obecného integrálu pøíslu¹né
homogenní rovnice (tj. s pravou stranou nulovou) a tzv. partikulárního inte-
grálu úplné rovnice. Proto¾e homogenní rovnice popisuje tlumené kmity podle
klesající exponenciální funkce, které se po jistém èase utlumí, budeme hledat
jen øe¹eníproudu pro ustálený stav. Pøedpokládáme tedy opìt øe¹ení ve tvaru
(49) s neznámou amplitudouI m a fázovým posunem' a o úhlové frekvenci! ,
kterou má budicí napìtí (48). Po dosazení pøíslu¹ných derivací proudu (49) do
(57) dostaneme rovnici

� ! 2LI m sin(!t � ' ) + !RI m cos(!t � ' ) +
I m

C
sin(!t � ' ) = !U m cos!t:

Proto¾e rovnice musí být splnìna pro ka¾dét, mù¾eme si pro ustálený stav
zvolit takové okam¾ikyt1, t2 tak, aby

!t 1 � ' = 0 ( !t 1 = ' ) pak !RI m = !U m cos';

!t 2 � ' =
�
2

�
!t 2 = ' +

�
2

�
pak � ! 2LI m +

I m

C
= !U m cos

�
' +

�
2

�

| {z }
− sin '

;

neboli
RI m = Um cos';

�
!L �

1
!C

�
I m = Um sin ':

Seèteme-li druhé mocniny tìchto rovnic a dìlíme-li tyto rov nice mezi sebou,
dostaneme hledané neznámé charakteristiky proudu:

I m =
Um

Z
; tg ' =

1
R

�
!L �

1
!C

�
=

X L � X C

R
; (58)

kde

Z =

s

R2 +
�

!L � 1
!C

� 2

=
p

R2 + ( X L � X C )2 (59)

je impedance obvodu s R, L , C v sérii, X L = !L induktance a X C = 1
!C

kapacitance.
Z odvozených vztahù je zøejmé, ¾e proud (49) není ve fázi s elektromotoric-

kým napìtím (48). Je-li X C > X L , má obvodkapacitní charakter, fázový posun
' je pro takový obvod záporný, tj. proud pøedbíhá napìtí. Je-li X L > X C , má
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obvod induktivní charakter , fázový posun' je kladný, tj. proud je opo¾dìn za
napìtím. Zvlá¹tní pøípad nastane, kdy¾X L = X C . Pak Z = R a ' = 0. Pro
dané L , C tento stav nastane pro úhlovou frekvenci! = ! 0, pro ní¾

! 0L �
1

! 0C
= 0 ;

tedy pro

! 0 = 1p
LC

(T homsonùv vztah): (60)

Pøi této úhlové frekvenci je amplitudaI m maximální (I max = Um
R ) - obvod RLC

je v rezonanci.

Poznámka: V pøedlo¾eném výkladu jsme pou¾ili elektromotorická napìtí
(50) a (56) na cívce a kondenzátoru, jak se bì¾nì u¾ívá ve fyzice. Ji¾ v poznámce
v èl. 1.2 jsme uvedli, ¾e teorie elektrických obvodù dává pøednost obvodovým
velièinám, kterými jsou svorková napìtí na jednotlivých pr vcích R, L , C, tedy
okam¾itá napìtíuR , uL a uC , která jsou rovnì¾ vyznaèena na obr. 26. Pak podle
2. Kirchho�ova zákona bude okam¾ité elektromotorické napìtí ue vti¹tìného
zdroje rovno souètu okam¾itých hodnot tìchto napìtí, neboli

ue = uR + uL + uC ; (61)

pøièem¾
uR = Ri; (62)

uL = L
di
dt

; (63)

duC

dt
=

i
C

: (64)

Dosadíme-li do derivované rovnice (61) pøíslu¹né derivacenapìtí (48), (62),
(63) a výraz (64), dostaneme døíve uvedenou rovnici (57).

Svorková napìtí prvkù (62) a¾ (64) mají význam pro mìøení { jsou to napìtí,
která mìøíme voltmetrem anebo jejich èasový prùbìh znázoròujeme oscilosko-
pem pøipojeným ke svorkám prvku.

K øe¹ení slo¾itìj¹ích obvodù se s výhodou u¾ívá symbolická metoda zalo¾ená
na pojmu fázor (Podrobnìji viz napø. [1], [2]. [3]).
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c) Fázové vztahy mezi napìtím a proudem na prvcích R, L , C

Pøedpokládejme, ¾e obvodem sR, L , C v sérii prochází støídavý proud s nulo-
vým poèáteèním fázovým posunem:

i = I m sin !t (65)

a urèemesvorková napìtí na jednotlivých prvcích obvodu.
Na rezistoru bude napìtí (62), neboli uR = RI m sin !t , které je ve fázi

s proudem. Na svorkáchcívky bude napìtí (63), neboli uL = !LI m cos' , které

pøedbíhá proud o �
2 . Napìtí na svorkách kondenzátoru dostaneme integrací

výrazu (64) po dosazení z (65). Zøejmì je

uC =
I m

C

Z
sin !t dt = �

I m

!C
cos!t =

I m

!C
sin

�
!t �

�
2

�
;

neboli napìtí je fázovì opo¾dìno o �
2 oproti proudu (65). Pøehlednì jsou èasové

prùbìhy proudu a napìtí znázornìny na obr. 27. Zde byl zvolen zvlá¹tní pøípad
uC = � uL . Pak výsledné napìtí je rovné napìtí uR a je ve fázi s proudem. Jde
o pøípad rezonance v sériovémRLC obvodu.

0

T
2

T
t

u
i uL

uC

i

uR

Obr. 27 Časový diagram proudu a napětí na prvcích R, L, C

Pøíklad 7 { rezonance v obvodu s R, L , C v sérii

Je dán obvod sR, L , C v sérii (obr. 26) tìmito hodnotami: L = 0 ;10 mH, C =
= 1 ;0 � F; Um = 100 V a tøemi úrovnìmi odporù: 1. R1 = 20 
, 2. R2 = 50 
,
3. R3 = 100 
. Vypoètìte rezonanèní frekvenci ! 0 a f 0 obvodu a ampli-
tudy proudu pøi rezonanci. Nakreslete funkèní závislostiI m = I m(!=! 0) a
' = ' (!=! 0) podle vztahù (58).
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Øe¹ení

Frekvence! 0 = 1p
LC

= 1 ;0 � 105 rad � s−1, f 0 = ! 0
2� = 16 kHz:

Amplitudy proudu pøi rezonanci jsou

I m1 = 5 ;0 A; I m2 = 2 ;0 A; I m3 = 1 ;0 A:

Závislost amplitudy I m a fázového posunu' na relativní úhlové frekvenci !
! 0

je na obr. 28.

0;5 1 1;5 2 2;5 3

1

2

3

4

5

I m
A

!
! 0

0

1

2

3

0 0;5 1 1;5 2 2;5 3

�
2

� �
2

'

!
! 0

1 2
3

Obr. 28 Závislost amplitudy proudu Im a fázového posunu

ϕ v sériovém RLC obvodu na relativní úhlové frekvenci ω
ω0

,

kde ω0 je rezonanční úhlová frekvence, pro odpor R1 = 20 Ω,
R2 = 50 Ω, R3 = 100 Ω
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Pøíklad 8 { energie v obvodu s R, L , C v sérii

Analyzujte energii v uzavøeném obvodu sR, L , C v sérii, který není pøipojen
k vnìj¹ímu zdroji napìtí a pomocí energetické bilance odvoï te pohybovou rov-
nici kmitù tohoto oscilátoru. Poèáteèní stav: obvod rozkmitáme napø. tak, ¾e
nabijeme kondenzátor pøipojením ke zdroji stejnosmìrnéhonapìtí a pak zdroj
odpojíme.

Øe¹ení

Elektromagnetická energie obvodu

E = Ee + Emg =
q2

2C
+

Li 2

2
(66)

není konstantní { v dùsledku zapojeného rezistoru nastává její disipace (roz-
ptyl). Rychlost této disipace (ztrátový výkon) se projevuj e jako tepelný výkon
rezistoru:

dE
dt

= � Ri 2: (67)

Derivací rovnice (66) a dosazením z (67) dostaneme

q
C

dq
dt

+ Li
di
dt

= � Ri 2; kde i =
dq
dt

:

Pak
q
C

+ L
di
dt

= � Ri: (68)

Po vyjádøení proudui pomocí nábojeq a po úpravì je

d2q
dt2 +

R
L

dq
dt

+
1

LC
q = 0 ; (69)

co¾ je pohybová rovnice elektrických kmitù v obvodu, kdy¾ jsme za nezávisle
promìnnou volili okam¾itý náboj q na kondenzátoru. Èastìj¹í je vyjádøení po-
hybové rovnice pomocí okam¾itého proudui . Dostaneme ji derivací rovnice
(68):

d2i
dt2 +

R
L

di
dt

+
1

LC
i = 0 : (70)

Tato rovnice je zvlá¹tním pøípadem obecnìj¹í rovnice (57) pro Um = 0, platné
pro buzený sériovýRLC obvod.
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Matematicky jsou diferenciální rovnice (69), (70) podobné. Jejich øe¹ením
je funkce pro tlumené kmity s exponenciálnì ubývající amplitudou, napø. pro
proud (v pøípadì podkritického tlumení) je9

i = I 0e−�t sin(! ′t + � );

kde souèinitel tlumení � a úhlová frekvence! ′ jsou dány výrazy

� =
R
2L

; ! ′ =

s
1

LC
�

�
R
2L

� 2

=
q

! 2
0 � � 2;

pøièem¾! 0 je úhlová frekvence netlumených kmitù. Konstanty I 0, � se urèí
z poèáteèních podmínek.

9Podrobnější rozbor řešení této diferenciální rovnice druhého řádu s konstantními koefi-
cienty pro případ mechanického oscilátoru lze najít např. v minulém studijním textu [15] na
str.16 – 21.
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4 Aplikace elektromagnetické indukce

4.1 Vázané oscilaèní obvody

Elektrický obvod s R, L , C v sérii, který jsme analyzovali v èl. 3.2b, je jed-
noduchý buzený elektrický oscilátor. Je základním elementem elektronických
komunikaèních systémù, jako rozhlasových a televizních vysílaèù a pøijímaèù,
mobilních telefonù, radarù aj. Dùle¾itým prvkem elektrických systémù (napø.
zesilovaèù) jsou také vázané (spøa¾ené) oscilaèní obvody.Nyní se budeme zabý-
vat jednoduchým pøípadem takových obvodù { vyøe¹íme vlastní kmity soustavy
dvou stejných induktivnì spøa¾ených elektrických oscilátorù podle obr. 29.

U u1 u2uL 1
uM 1

uL 2
uM 2� q1 C C

L L

+ q1

� q2

+ q2

M
i 1 i 2

1 2

Obr. 29 Dva spřažené elektrické oscilátory; vyznačená napětí na jednot-
livých prvcích jsou svorková (obvodová)

Pro jednoduchost neuva¾ujme elektrický odpor vodièù v obvodech.
Oscilátory rozkmitáme napø. tak, ¾e nabijeme kondenzátor prvního osci-

látoru pøipojením ke zdroji o napìtí U. Pøipojíme-li posléze ke kondenzátoru
cívku pøepnutím pøepínaèe, zaène se kondenzátor pøes cívkuvybíjet. V ob-
vodu zaène vzrùstat proud a v cívce se bude indukovat elektromotorické napìtí
namíøené proti zmìnì proudu i 1 (na obr. 29 jsou vyznaèena svorková napìtí
na prvcích obvodu, která mají opaèný smìr ne¾ napìtí elektromotorická { viz
poznámku na konci èl. 3.2b). V dùsledku indukèní vazby popsané vzájemnou in-
dukèností M se bude ve druhém obvodu indukovat napìtíuM 2, které rozkmitá
také tento oscilaèní obvod. Indukovaný proudi 2 bude nabíjet kondenzátor na
napìtí u2 a v cívce se v dùsledku promìnného proudui 2 indukuje samoindukèní
napìtí uL 2 a zpìtnovazebné do prvního obvodu napìtí uM 1. V¹echna napìtí
jsou promìnná, av¹ak musí se nacházet v dynamické rovnovázetak, ¾e podle
2. Kirchho�ova zákona musí být v ka¾dém okam¾iku jejich souèet roven nule
samostatnì pro ka¾dý oscilátor (úbytek napìtí na rezistorech je nulový, proto¾e
pøedpokládámeR1 = R2 = 0).
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Z hlediska experimentálního ovìøení èinností tìchto vázaných oscilaèních
obvodù je vhodné pracovat s uvedenými svorkovými (obvodovými) napìtími
{ budeme tedy hledat funkce pro napìtí u1, u2 na svorkách kondenzátoru (ta
mù¾eme snímat osciloskopem). Zvolíme-li za kladný smìr pøiobìhu po uzavøené
smyèce obvodu vyznaèené smìry proudùi 1, i 2, musí platit

� u1 + uL 1 + uM 1 = 0 ;
� u2 + uL 2 + uM 2 = 0 ;

�
(71)

pøièem¾ proudyi 1, i 2 v obvodech jsou dány vybíjením kondenzátorù a tudí¾
vztahy

i 1 = � dq1
dt = � d(Cu1)

dt = � C du1
dt ;

i 2 = � dq2
dt = � d(Cu2)

dt = � C du2
dt :

9
>=

>;
(72)

Napìtí na svorkách cívek pak jsou

uL 1 = L
di 1

dt
= � LC

d2u1

dt2 ; uL 2 = � LC
d2u2

dt2 ;

uM 1 = M
di 2

dt
= � MC

d2u2

dt2 ; uM 2 = � MC
d2u1

dt2 :

Po dosazení do rovnic (71) dostaneme soustavu vázaných diferenciálních rovnic
druhého øádu pro napìtí u1, u2:

u1 + LC
d2u1

dt2 + MC
d2u2

dt2 = 0 ;

u2 + LC
d2u2

dt2 + MC
d2u1

dt2 = 0 :

Výhodné bude hledat funkce pro souètyu1 + u2, a rozdíly u1 � u2, pro nì¾
z tìchto rovnic dostaneme

u1 + u2 = C(L + M )
d2(u1 + u2)

dt2 = 0 ; (73)

u1 � u2 = C(L � M )
d2(u1 � u2)

dt2 = 0 : (74)

Z matematického hlediska nyní ji¾ jde o dvì samostatné diferenciální rov-
nice, které fyzikálnì popisují harmonické kmity o úhlových frekvencích

! 1 =
1

p
C(L + M )

=
! 0p

1 + kv
; (75)
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! 2 =
1

p
C(L � M )

=
! 0p

1 � kv
> ! 1; (76)

kde je

! 0 =
1

p
LC

vlastní úhlová frekvence osamoceného oscilátoru,

kv =
M
L

èinitel induktivní vazby (jde o zvlá¹tní pøípad výrazu (28) pro L 1 = L 2 = L).
Rovnicím (73), (74) vyhovují funkce sinus a kosinus a proto¾e jde o rovnice

druhého øádu, pou¾ijeme lineární kombinaci obou mo¾ností:

u1 + u2 = A1 sin ! 1t + B1 cos! 1t; (77)

u1 � u2 = A2 sin ! 2t + B2 cos! 2t; (78)

kde integraèní konstanty A1, B1, A2, B2 urèíme z poèáteèních podmínek. Pro
tento výpoèet urèíme je¹tì proudy, pro nì¾ v souladu s (72) platí

i 1 + i 2 = � C
d(u1 + u2)

dt
= � C! 1(A1 cos! 1t � B1 sin ! 1t); (79)

i 1 � i 2 = � C
d(u1 � u2)

dt
= � C! 2(A2 cos! 2t � B2 sin ! 2t): (80)

Ze situace popsané v úvodu tohoto èlánku plynou poèáteèní podmínky: pro
t = 0 je u1 = U, u2 = 0, i 1 = i 2 = 0. Pak z rovnic (77) a (78) dostaneme
B1 = B2 = U a z rovnic (79) a (80) A1 = A2 = 0. Z obecných integrálù (77),
(78) diferenciálních rovnic (73) a (74) tak vyplývají parti kulární integrály

u1 + u2 = U cos! 1t; u1 � u2 = U cos! 2t;

neboli pro jednotlivá napìtí funkce

u1 =
U
2

(cos! 1t + cos ! 2t) = U cos
! 1 � ! 2

2
t � cos

! 1 + ! 2

2
t; (81)

u2 =
U
2

(cos! 1t � cos! 2t) = � U sin
! 1 � ! 2

2
t � sin

! 1 + ! 2

2
t: (82)

Proto¾e! 2 > ! 1, je rozdílová úhlová frekvence! 1 � ! 2 < 0, co¾ vede ke
zmìnì znaménka u napìtí u2, nebo» sinus je funkce lichá. Funkce rozdílových
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frekvencí jsou ve srovnání s funkcemi souètových frekvencípomalu promìnné
a lze je pova¾ovat za promìnné amplitudy kmitù napìtí u1, u2 (viz obr. 30).

Èasový diagram napìtí u1 a u2 pro zvolené parametry obvodù z obr. 29 je
na obr. 30. Záznam byl získán øe¹ením na PC pomocí programuFamulus.
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Obr. 30 Časový diagram napětí u1 a u2 na kondenzátorech obvodů z obr. 29 pro
L = 1,0 H, M = 0,20 H, C = 1,0 µF (f1 = 145 Hz, f2 = 178 Hz) a U = 5,0 V

4.2 Transformátor

Transformátor se skládá ze dvou cívek o znaèné vlastní a vzájemné indukènosti.
Toho se dosahuje tím, ¾e cívky se vinou na feromagnetické jádro (obr. 31) slo-
¾ené ze ¾elezných plechù (plech se pou¾ívá proto, aby se omezily ztráty víøivými
proudy). Do vstupní cívky { primární (1) { se pøivádí støídavý proud, èím¾ se
ve výstupní cívce { sekundární (2) indukuje støídavé napìtí stejné frekvence.
Vztah mezi amplitudami Um1, Um2 vstupního a výstupního napìtí závisí na
poètech závitù N1, N2. Elektrický odpor vinutí pro jednoduchost zanedbáme.
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Proto¾e obì cívky jsou na spoleè-
ném feromagnetickém jádøe, je mezi
nimi tìsná induktivní vazba. Mù¾eme
proto pøedpokládat, ¾e v¹echny mag-
netické indukèní èáry� vybuzené pri-
mární cívkou budou procházet sekun-
dární cívkou. Proto¾e cívky majíN1
a N2 závitù, bude pro celkový magne-
tický indukèní tok primární a sekun-
dární cívkou platit

� 1 = N1� ; � 2 = N2� : (83)

ue1

ue2

N1
N2

2
1

Obr. 31 Transformátor

Magnetizaèní pole� v jádøe vybudíme tak, ¾e primární vinutí pøipojíme ke
zdroji o elektromotorickém napìtí

ue1 = Um1 sin !t: (84)

Pøíslu¹ný magnetizaèní proudi mg mù¾eme urèit u¾itím Hopkinsonova zákona
(viz napø. [14], str. 17). Platí

� =
Umn

Rmg
;

kde Rmg je magnetický odpor jádra aUmn = N1i mg je magnetomotorické napìtí
v obvodu primární cívky. Pak magnetizaèní proud

i mg =
Rmg�

N1
(85)

je dán konstrukcí jádra (to urèuje Rmg), jeho sycením magnetickým polem (� )
a poètem závitù N1 primární cívky.

a) Transformátor pøi chodu naprázdno

Uva¾ujme nejprve jednoduchý pøípad èinnosti transformátoru, kdy¾ sekundární
cívka není pøipojena k zátì¾i a neodebírá se z ní výkon (tj. chod naprázdno).
Sekundární cívkou tedy neprochází proud a do primární cívkyse z ní zpìtnì
neindukuje ¾ádné napìtí.

Nech» primární cívka je pøipojena ke zdroji elektromotorického napìtí ue1
(84). Promìnný magnetizaèní proud i mg v ní vyvolá promìnný magnetický
indukèní tok � 1 = N1� , v dùsledku nìho¾ se v cívce indukuje elektromotorické
napìtí

ui1 = �
d� 1

dt
= � N1

d�
dt

: (86)
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Podle 2. Kirchho�ova zákona platí

ue1 + ui1 = R1i mg = 0 ; (87)

proto¾e odporR1 primárního vinutí zanedbáváme (R1 ! 0). Po dosazení do
(87) z (84) a (86) dostaneme

Um1 sin !t = N1
d�
dt

:

Separujeme-li dt na levou stranu a integrujeme, dostaneme

� = �
Um1

!N 1
cos!t =

Um1

!N 1
sin

�
!t �

�
2

�
: (88)

Magnetizaèní proud podle (85) pak bude

i mg =
RmgUm1

!N 2
1

sin
�

!t �
�
2

�
:

Z toho je zøejmé, ¾e magnetický tok� i magnetizaèní prod i mg jsou fázovì

opo¾dìny za napìtímue1 o �
2 .

V dùsledku promìnného magnetického indukèního toku� 2 = N2� prochá-
zejícíhoN2 závity sekundární cívky, kde � je dáno (88), se v této cívce indukuje
elektromotorické napìtí

ue2 = �
d� 2

dt
= � N2

d�
dt

= �
N2

N1
Um1 sin !t = Um2 sin(!t � � ); (89)

kde pro amplitudu napìtí na sekundární cívce zøejmì platí

Um2 = N2
N1

Um1; neboli Um2
Um1

= U2
U1

= N2
N1

= k; (90)

kde k = N2
N1

je transformaèní pomìr a U1, U2 efektivní hodnoty napìtí. Po-

díl maximálních nebo efektivních hodnot napìtí na svorkách obou vinutí je
tedy roven podílu poètu závitù obou vinutí. Z (89) je zøejmé,¾e elektromoto-
rické napìtí indukované v sekundárním vinutí je fázovì posunuto o � , neboli je
v protifázi oproti elektromotorickému napìtí v primárním v inutí.
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b) Zatí¾ený transformátor

Zatí¾íme-li sekundární vinutí transformátoru pøipojenímspotøebièe (jeho od-
por R2 musí splòovat podmínku R2 � !L 2), bude jím procházet sekundární
zatì¾ovací proudi 2. Ten vyvolá pøídavný magnetický tok � ′

2, pro nìj¾ podle
Hopkinsonova zákona (tedy analogicky vztahu (66)) platí

� ′
2 = N2

i 2

Rmg
: (91)

V dùsledku tohoto promìnného toku se v primárním vinutí vybu dí magnetický
tok � ′

1. Ten musí být takový, aby se neporu¹ila rovnováha napìtí (87). To
nastane tehdy, kdy¾ tok� ′

1 právì vyru¹í to � ′
2, neboli musí platit � ′

1 = � � ′
2.

Pøídavný tok � ′
1 bude vybuzen zatì¾ovacím proudemi 1 tak, aby v souladu

s (91) platilo

� ′
1 = N1

i 1

Rmg
= � � ′

2:

Musí tedy být N1i 1 = � N2i 2. Proud i 1 je tudí¾ v protifázi s proudemi 2. Pro
amplitudy resp. efektivní hodnoty tìchto zatì¾ovacích proudù zøejmì platí

I m1

I m2
=

I 1

I 2
=

N2

N1
=

U2

U1
= k: (92)

c) Výkon transformátoru

Výkon P2 odebíraný ze sekundárního vinutí je u skuteèného transformátoru
v¾dy men¹í ne¾ pøíkonP1 pøivádìný do primárního vinutí. Zanedbáme-li ztráty
transformace (úèinnost transformátoru mù¾e být a¾ 98%), bude

P2 = U2I 2 cos' 2 = P1 = U1I 1 cos' 1;

kde jsme výpoèet provedli pomocí efektivních hodnot napìtía proudu, pøièem¾
cos' 1 a cos' 2 jsou úèiníky.

Pøi chodu transformátoru naprázdno je I 2 = 0, P2 = 0 a tedy i P1 = 0.

Proto¾eU1 6= 0, I 1 6= 0, musí být cos ' 1 = 0, neboli ' 1 = �
2 , tj. úèiník pro

primární cívku je nulový.
Je-li sekundární cívka zatí¾ena pøipojením rezistoru, mù¾eme brát cos' 1 �

� cos' 2 � 1. Pak U2I 2 = U1I 1 v souladu s (92).
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Pøíklad 9 { transformátor jako soustava vázaných obvodù

Øe¹te transformátor jako soustavu dvou vázaných obvodù s velmi tìsnou vaz-
bou. Uva¾ujte, ¾e primární cívka má indukènostL 1, N1 závitù a zanedba-
telný odpor R1 ! 0. Cívka je pøipojena ke zdroji o elektromotorickém napìtí
ue1 = Um1 sin !t . Sekundární cívka o indukènostiL 2 a N2 závitech je pøipojena
k zátì¾i o odporuR2. V dùsledku uzavøeného feromagnetického jádra uva¾ujte
èinitel induktivní vazby kv = 1, tak¾eM =

p
L 1l2. Odvoïte výrazy pro oka-

m¾itý proud a napìtí v sekundárním vinutí.

Øe¹ení

ue1 uiL 1
uiM 1

uiL 2
uiM 2

L 1 L 2

M
i 1 i 2

R2

Obr. 32 Transformátor jako soustava
vázaných obvodů s těsnou vazbou

Obvody transformátoru (obr. 32)
jsou popsány soustavou rovnic

ue1 � L 1
di 1

dt
� M

di 2

dt
= 0 ;

� M
di 1

dt
� L 2

di 2

dt
= R2i 2:

Z rovnic vylouèíme derivaci proudu
i 1 tak, ¾e ji vyjádøíme z první rov-
nice a dosadíme do druhé.

Potom

Mu e1 + ( L 1L 2 � M 2)
di 2

dt
= � L 1R2i 2:

Proto¾ekv = 1 je L 1L 2 � M 2 = 0. Pak pro sekundární proud platí

i 2 = �
M

L 1R2
ue1 = �

1
R2

s
L 2

L 1
ue1 = �

Um1

R2

N2

N1
sin !t;

nebo» vlastní indukènost je úmìrná druhé mocninì poètu závitù ( L 1 � N 2
1 ,

L 2 � N 2
2 ). Pak napìtí na rezistoru o odporu R2, neboli sekundární napìtí

transformátoru je

u2 = R2i 2 = � Um1
N2

N1
sin !t:

Pro amplitudu Um2 a efektivní hodnotu U2 zøejmì platí

Um2

Um1
=

U2

U1
=

N2

N1
= k

v souladu s výsledkem (92).
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4.3 Víøivé (Foucaultovy) proudy

Z dosavadního výkladu plyne, ¾e promìnné magnetické pole vytváøí ve vodi-
èích elektrické pole, které se projevuje tokem uzavøených elektrických proudù.
Dodud jsme vesmìs uva¾ovali tenké drátové (þ jednorozmìrnéÿ) vodièe. Jev sa-
mozøejmì nemù¾e být omezen jen na tento typ vodièù a musí se projevovat
rovnì¾ u prosorových (trojrozmìrných) a plo¹ných (dvourozmìrných) vodièù.
Nahradíme-li napø. u experimentu na obr. 4 drátový vodiè kovovou deskou
(obr. 33), vzniknou v ní pøi jejím pohybu napøíè magnetickýmpolem víøivé
proudy.

smìr pohybu desky

F ′F B
Obr. 33 Vířivé proudy ve vodivé desce

Poprvé je popsal francouzský
fyzik L. J. Foucault (1819 { 1868)
a nazývají se rovnì¾Foucaltovy
proudy. Jejich význaènou vlast-
ností { v souladu s Lenzovým pra-
vidlem { je, ¾e mají takový smìr,
je¾ brání zmìnì, která jej vyvo-
lala. Jsou-li vyvolány pohybem
vodièe, brzdí jeho pohyb. Proti
akèní síle F ′ na obr. 33 pùsobí
brzdná sílaF .

Brzdného úèinku víøivých proudù se vyu¾ívá u elektrických brzd a ke tlu-
mení mìøicích pøístrojù (pohyblivá èást systému je opatøena vodivou destièkou,
která se pohybuje v poli permanentního magnetu). Výhodou tìchto brzdicích
systémù je, ¾e brzdná síla je úmìrná rychlosti pohybu, tzn.,¾e pøi velké rychlosti
je velká, pøi nulové rychlosti nulová. Tím se podstatnì li¹í od tøení.

Víøivé proudy vznikají v souladu s podstatou elektromagnetické indukce i
v nepohyblivých vodièích, které se nacházejí v promìnném magnetickém poli.
Je tomu napø. v jádrech transformátorù anebo toèivých elektrických strojù
(alternátorù, dynam, motorù). V tìchto pøípadech provází existenci tìchto
proudù Jouleovo teplo a tedy ztráty elektromagnetické energie dané zvìt¹o-
váním vnitøní energie uva¾ované soustavy. Tyto ztráty se zmen¹ují zvìt¹ová-
ním elektrického odporu jádra. Toho se dosahuje tím, ¾e jádro se sestavuje ze
vzájemnì odizolovaných plechù nebo se pou¾ije jádro feritové 10.

10Ferity jsou polovodivé sloučeniny železa a kyslíku nebo i jiných prvků (Cu, Mg, Ni); jsou
to feromagnetika (µr � 102 až 103) s velkým měrným odporem (104 až 108 Ω � m). Proto mají
malé ztráty pocházející od vířivých proudů, i vysokofrekvenčních (vyjímečně až do 1010 Hz).

55



Pøíklad 10 { ohøev víøivými proudy

Hliníkový kotouè o polomìru r0 = 40;0 mm a tlou¹»ce h = 1 ;00 mm vlo-
¾íme do magnetického pole o indukciB = Bm cos!t , kde Bm = 30;0 mT,
! = 100� rad � s−1 tak, aby jej indukèní èáry protínaly kolmo. Vypoètìte:
a) Proud, který se indukuje v kotouèi a jeho výkon.
b) Vzrùst teploty kotouèe za èasový interval � = 240 s.
Hustota hliníku je % = 2 ;70 � 103 kg � m−3 mìrná tepelná kapacita hliníku
je c = 896 J � kg−1 � K−1, konduktivita (mìrná elektrická vodivost) hliníku

 = 3 ;70� 107 
 −1 � m−1 = konst: (závislost 
 na teplotì zanedbejte).

Øe¹ení

B
r0 r

dr

h

Obr. 34 K výpočtu vířivých proudů

a) Z kotouèe vyjmeme elementární prs-
tenec o polomìru r , tlou¹»ceh a ¹íøce dr .
V souladu se vztahem (16) se v nìm in-
dukuje vírové elektrické pole o intenzitì

Ei = �
1

2�r
d�
dt

=
r
2

Bm! sin !t:

Podle Ohmova zákona v lokálním tvaru
(viz napø. [13], str. 10), tj. proudová hus-
tota j = 
 E , kde 
 je konduktivita, má
proudová hustota na polomìru r velikost

j = 

r
2

Bm! sin !t:

Uvá¾íme-li, ¾e elementární prstenec má obdélníkový prùøezo plo¹ném ob-
sahu dS = hdr , dostaneme pro celkový indukovaný proud v kotouèi výraz

I =

B m!h

2
sin !t �

r 0Z

0

r dr =

B m!hr 2

0
4

sin !t:

Amplituda proudu má tedy velikost

I m =

B m!hr 2

0
4

= 139 A:

Element výkonu proudu indukovaného na elementárním prstenci urèíme ze
vztahu

dP = U2
i dG = (2 �rE i)2dG; kde dG = 


hdr
2�r
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je vodivost elementárního prstence. Po dosazení zaEi a integrací pøes celý
kotouè dostaneme

P =
�
B 2

m! 2h
2

sin2 !t �

r 0Z

0

r 3dr = Pm sin2 !t;

kde

Pm =
�
B 2

m! 2hr 4
0

8
= 330 W

je nejvìt¹í hodnota, které dosahuje cyklicky promìnný výko n.

b) Proto¾e výkon proudu je periodickou funkcí èasu, uplatníse pøi ohøevu ko-
touèe jeho støední hodnota za jednu perioduT. Podle vìty o støední hodnotì11

je

P̂ =
1
T

Z T

0
Pm sin2 !t =

Pm

2
:

Práce elektrického proudu v èasovém intervalu� se spotøebuje na vzrùst vnitøní
energie kotouèe:

P̂ � = cm� #; kde m = �r 2
0h%= 1 ;36� 10−2 kg

je hmotnost kotouèe. Teplota vzroste o

� # =
Pm�
2cm

= 32;6 K:

4.4 Skinefekt

Víøivé proudy ve vodièích jsou pøíèinou dùle¾itéhopovrchového jevu, neboli
skinefektu12, který zpùsobuje omezení prùchodu vysokofrekvenèních støídavých
proudù vodièi. Významný rozdíl mezi víøivými Foucaltovými proudy a víøivými
proudy, které se uplatòují pøi skinefektu je v tom, ¾e v pøípadì tìch druhých
postaèí promìnné magnetické pole proudu, který tìlesem vodièe prochází.

K výkladu skinefektu ve válcovém vodièi o polomìru r0 si pøedstavme si-
tuaci naznaèenou na obr. 35a). Aby vodièem mohl procházet støídavý proud
o proudové hustotì j (t), musíme jej pøipojit k vnìj¹ímu zdroji elektromotoric-
kého napìtí, který ve vodièi vyvolá vti¹tìné elektrické pol e o intenzitì Ev(t).
Promìnný elektrický proud pak vyvolá promìnné magnetické p ole o èasovì
promìnné indukci B , jeho¾ indukèní èáry jsou uzavøené kru¾nice le¾ící v rovinì

11S tímto výpočtem se setkáváme při výpočtu efektivní hodnoty proudu a napětí.
12skin – angl. slovo pro kůži, slupku
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kolmé k podélné ose válce. V dùsledku promìnnosti magnetického pole se ve
vodièi indukuje víøivé elektrické pole o intenzitì Ei, pøièem¾ siloèáry tohoto
pole jsou uzavøené køivky le¾ící v rovinách procházejích podélnou osou válce.
Cirkulace indukovaného poleEi má takový smìr, ¾e její smìr u povrchu je sou-
hlasný se smìrem vti¹tìného pole Ev a tudí¾ v oblasti vzdálenìj¹í od povrchu
(na obr. 35a v blízkosti podélné osy válce) má opaèný smìr.

r0

Ev(t)

j (t); dj
dt

B(t)

dB
dt

Ei(t)

a)

f 4

f 3

f 2

f 1

f 0

0

1

1� 1

r
r0

j
j 0

b) f 0 = 0 Hz
f 1 = 25 kHz
f 2 = 60 kHz
f 3 = 120 kHz
f 4 = 400 kHz

Obr. 35 a) K výkladu skinefektu. b) Rozložení proudové hustoty po průřezu kru-
hového válcového vodiče při různých frekvencích proudu (průběh funkcí je řešen pro
měděný vodič o poloměru r0 = 0,6 mm; pro poloviční poloměr budou uvedené frek-
vence čtyřnásobné)

Obì elektrická pole se skládají a o toku proudu vodièem rozhoduje výsledné
poleE = Ev + Ei. Proudová hustota je podle Ohmova zákona v lokálním tvaru
(viz [13], str.10): j = 
 E pøímo úmìrnáE . Proudová hustota bude tedy nejvìt¹í
u povrchu vodièe a ve smìru k ose bude klesat. Proto¾e velikost Ei závisí na
rychlosti zmìny magnetického pole, bude se efekt zvýrazòovat se vzrùstající
frekvencí procházejícího proudu.

Kvantitativní øe¹ení skinefektu je spojeno s øe¹ením soustavy Maxwellových
rovnic. Proto¾e jde o parciální diferenciální rovnice, je toto øe¹ení nároèné. Pro
zájemce s dobrými základy diferenciálního poètu je v¹ak dobøe zvládnutelné
pro pøípad vodivého poloprostoru (viz napø. [11], str. 180). Øe¹ením tohoto
problému mù¾eme zjistit, ¾e proudová hustota se zmen¹uje sevzdáleností od
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povrchu { klesá podle exponenciální funkce. Mìøítkem poklesu j je vzdálenost� ,
v ní¾ velikost hustoty klesne e-krát. Jestli¾e pro mìï a zvukovou frekvenci
1000 Hz je� = 2 ;0 mm, tak pro rozhlasovou frekvenci 300 kHz je� = 0 ;11 mm
a pro televizní frekvenci 300 MHz dokonce jen� = 0 ;0036 mm.

Øe¹ení skinefektu pro technicky nejbì¾nìj¹í pøípad, tj. pro kruhový válec, je
spojeno s øe¹ením Besselových diferenciálních rovnic, které ov¹em nelze vyjádøit
v uzavøeném analytickém tvaru. Výsledek numerického øe¹ení pro tento pøípad
je naznaèen na obr. 35b).

Existence skinefektu má záva¾né dùsledky pro vedení vysokofrekvenèních
proudù. Jestli¾e u stejnosmìrného proudu (a prakticky i u nízkofrekvenèních
proudù) se uplatní ve stejné míøe v¹echny elementy pøùøezu vodièe, tak u vy-
sokofrekvenèních proudù je to jen tenká vrstvièka vodièe u jeho povrchu, která
se se zvìt¹ující se frekvencí zmen¹uje. Proto se pro vedení tìchto proudù po-
u¾ívají vodièe s relativnì velkým povrchem { buï ve formì lanka slo¾eného
z velkého mno¾ství tenkých izolovaných drátkù nebo pro výkonové soustavy
(napø. výkonové obvody vysílaèù) ve formì dutých tìles (napø. válcových nebo
obdélníkových trubek).

Skinefektu se s výhodou vyu¾ívá k vysokofrekvenènímu ohøevu pro povr-
chové kalení exponovaných ocelových souèástí (napø. klikových høídelù spalo-
vacích motorù). U tìchto souèástí po¾adujeme tvrdý povrch ke zmen¹ení opo-
tøebení tøením a hou¾evnaté jádro ke zvý¹ení odolnosti proti lomùm. Proto se
s vyu¾itím Jouleova tepla pøi prùchodu vysokofrekvenèníhoproudu ohøeje na
kalicí teplotu jen povrch souèásti a pøi následném prudkém ochlazení v kalicí
lázni se zakalí jen povrchová vrstva souèásti. Pokud bychomzakalili celý objem
souèásti, byla by sice souèástka tvrdá, ale i køehká, co¾ je málo vhodné pro její
dynamické namáhání.

4.5 Betatron

Na principu elektromagnetické indukce sestrojil r. 1941 D.W. Kerst urychlovaè
elektronù { betatron. Z dosavadního výkladu víme, ¾e indukované elektrické pole
je vírové a pokud zajistíme osovou symetrii magnetického pole, budou siloèáry
tohoto pole kru¾nice. Indukované elektrické pole má podle (14) intenzitu E .
Ve vodièi toto pole urychluje volné elektrony, av¹ak jejich pohyb je brzdìn
odporem vodièe. Budou-li elektrony ve vakuu, jak je tomu u betatronu, nebude
jejich pohyb brzdìn a mohou dosáhnout velké rychlosti a kinetické energie.
Proto se u betatronu elektrony pohybují uvnitø vakuové prstencové trubice
s pøíèným oválným prùøezem (obr. 36).

Chceme-li, aby se elektrony pohybovaly po kruhové trajektorii o polomìru
r0, musí být trubice umístìna v magnetickém poli tak, aby induk èní èáry le¾ely
kolmo k trajektorii elektronù. Pøitom indukce B0 v bodech trajektorie musí
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být taková, aby dostøedivá síla na trajektorii o polomìru r0 byla rovna síle
magnetické, neboli

mv2

r0
= B0ev;

kde m je okam¾itá (relativistická) hmotnost elektronu. Odtud

B0 =
mv
er0

=
p

er0
; (93)

kde p je velikost okam¾ité relativistické hybnosti elektronu.

záøení


vakuová trubice

terèík

elektronové dìlo

stabilní trajektorie

r0

pólové nástavce

B0

B̂ vakuová trubice

Obr. 36 Osový řez betatronem a půdorys jeho trubice. Úpravou
pólových nástavců se dosahuje podmínky B̂ = 2B0 pro stabilní
pohyb elektronů

Elektron je urychlován na kruhové trajektorii o polomìru r0 indukovaným
elektrickým polem, pro jeho¾ intenzitu platí podle (14) vztah

2�r 0E = �
d�
dt

: (94)

Toto pole pùsobí na elektron teènou silou o velikosti

F = � eE = e
2�r 0

d�
dt ;
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která v souladu s 2. Newtonovým pohybovým zákonem zpùsobí v èasovém
intervalu d t zmìnu hybnosti

d(mv) = F dt =
e

2�r 0
d� : (95)

Má-li elektron v betatronu dosáhnout velké rychlosti a energie, musí se
v prùbìhu velkého poètu obìhù udr¾et na stabilní kruhové trajektorii. V prù-
bìhu urychlení vzroste jeho rychlost z malé velikosti v � 0 na hodnotu v, která
se blí¾í rychlosti svìtla. Souèasnì tok magnetického pole musí vzrùst z hodnoty
� = 0 na � . Integrací vztahu (95) pak dostaneme

p = mv =
e

2�r 0
� : (96)

Vyjádøíme-li indukèní tok � plochou kruhu omezeného trajektorií o polomìru
r0, tj. � = �r 2

0B̂ , mù¾eme z (96) urèit, jaká musí být støední hodnota indukce
B̂ ve srovnání s indukcíB0 (93) podél trajektorie:

B̂ =
2p
er0

= 2 B0: (97)

Má-li být trajektorie elektronu stabilní, musí tedy být stø ední hodnota magne-
tické indukce uvnitø trajektorie rovna dvojnásobku její hodnoty podél trajek-
torie. Toho se dosahuje vhodným tvarem pólových nástavcù elektromagnetù {
ve støední èásti vytváøejí men¹í magnetickou mezeru (obr. 36).

Po¾adované promìnnosti magnetického pole podle (94) se dosahuje napáje-
ním cívek elektromagnetu støídavým proudem, napø. sí»ové frekvence 50 Hz.

dopad elektronù na terèík

vstøik elektronù elektronovým dìlem

�

0

d�
dt > 0

T = 20 ms

� t =5 ms � t =5 ms

t

� = � m sin !t

Obr. 37 Průběh toku � v betatronu s vyznačením periodicky se opakujících
intervalů ∆t, ve kterých lze dosáhnout urychlení elektronů
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Proto¾e pak èasový prùbìh toku� je podle obr. 37, lze pro proces urychlo-

vání vyu¾ít maximálnì èasový interval � t = T
4 , napø. kdy¾ je� > 0 a d�

dt > 0.

V prùbìhu doby � t vykoná elektron velké mno¾ství obìhù a dosáhne po¾ado-
vané energie. Napø. u betatronu èeskoslovenské výroby elektron za 5 ms vykoná
1;6 � 106 obìhù a dosáhne energie 15 MeV.

Se vzrùstající energií elektronù v betatronu v¹ak vzrùstají ztráty energie
zpùsobené elektromagnetickým záøením, které vydává ka¾dánabitá èástice, je-
li urychlována. Tyto ztráty rostou se ètvrtou mocninou energie èástice. Napø.
u betatronu na 100 MeV elektron vyzáøí na konci urychlovacího intervalu pøi
ka¾dém obìhu energii 12 eV, která je malá proti energii 400 eV, kterou pøi
jednom obìhu získává, kde¾to u betatronu na 300 MeV elektronzískanou ener-
gii pøi jednom obìhu na konci urychlování právì vyzáøí a urychlování ji¾ je
neefektivní.

Urychlené elektrony se na konci urychlovacího intervalu � t odkloní napø.
pøídavným magnetickým polem (získaným proudovým impulsemve vinutí elek-
tromagnetu) a dopadají na wolframový terèík uvnitø trubice (viz pùdorys be-
tatronu na obr. 36). Pøi tomto dopadu se prudce zabrzdí, pøièem¾ se generuje

 záøení ve velmi ¹irokém spektrálním rozsahu. Bude-li mít elektron kinetickou
energii Ek, mù¾e vyzáøený foton mít energii a¾Ek = h� max a tedy vlnovou
délku a¾

� min =
c

� max
=

hc
Ek

; (98)

kde h = 6 ;6261� 10−34 J � s je Planckova konstanta. Tak napø. u zmínìného
betatronu na Ek = 15 MeV je � min = 8 ;3 � 10−14 m. Toto velmi tvrdé záøení 

se u¾ívá pro defektoskopii (napø. ke kontrole kvality odlitkù velkých rozmìrù)
anebo k nièení nádorù pøi léèbì rakoviny.

Pøíklad 11 { Kerstùv betatron

D. W. Kerst sestrojil ji¾ r. 1945 velký betatron, který urychloval elektrony
na kinetickou energii Ek = 100 MeV, pøièem¾ polomìr rovnová¾né trajektorie
elektronù byl r0 = 1 ;00 m.
a) Vypoètìte hmotnost, rychlost a hybnost elektronù na konci ka¾dého urych-
lovacího intervalu.
b) Jaká musí být støední hodnotaB̂ indukce magnetického pole uvnitø trajek-
torie elektronù a indukce B0 podél jejich trajektorie na konci urychlovacího
intervalu.
c) Urèete nejkrat¹í vlnovou délku záøení
 , které vznikne po dopadu urychle-
ných elektronù na terèík.
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Øe¹ení

a) Z relativistického vztahu pro celkovou energii elektronu

mc2 = mec2 + Ek

plyne, ¾e hmotnost elektronu po urychlení je

m = me +
Ek

c2 = me

�
1 +

Ek

mec2

�
= 196;7me = 1 ;79� 10−28 kg: (99)

Ze vztahu pro relativistickou hmotnost dostaneme rychlostna konci urychlení:

v = c

s

1 �
�

me

m

� 2

= c

s

1 �
�

mec2

mec2 + Ek

� 2

: (100)

Numericky

v = 0 ;9999871c = (1 � 1;29� 10−5)c = c� 3870 m�s−1 = 2 ;9979� 108 m�s−1 � c:

Hybnost elektronu po jeho urychlení je

p = mv =
�

mec +
Ek

c

� s

1 �
�

mec2

mec2 + Ek

� 2

=
Ek

c

s

1 +
2mec2

Ek
: (101)

Pro dané hodnoty p = 5 ;37� 10−20kg � m�s−1:
b) Ze vztahu (97) po dosazení za hybnost (101) dostaneme, ¾e na konci urych-
lovacího intervalu støední hodnota indukce magnetického pole musí být

B̂ =
2p
er0

=
2Ek

ecr0

s

1 +
2mec2

Ek
= 0 ;671 T: (102)

Pak B0 = B̂
2 = 0 ;335 T:

c) Nejkrat¹í vlnová délka brzdného záøení je dána vztahem (98). Po dosazení
je � min = 1 ;24� 10−14 m:
Poznámka

Proto¾e kinetická energieEk je mnohem vìt¹í ne¾ klidová energie elektronu
mec2 = 0 ;511 MeV, mù¾eme u na¹eho betatronu s vyhovující pøesností zjed-
nodu¹it vztahy (100), (101) a (102) do tvaru, v nìm¾ polo¾ímevýraz pod
odmocninou roven jedné. Pak

v � c; p �
Ek

c
= 5 ;34� 10−20 kg � m�s−1;

B̂ �
2Ek

ecr0
= 0 ;667 T:
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5 Úlohy

1. Vinutí ve tvaru Archimédovy spirály

Plochá cívka má na polomìru r0 celkem
N závitù ve tvaru Archimédovy spirály
(obr. 38), které jsou hustì vinuty od støedu
k okraji cívky (cívku lze dobøe vytvoøit
napø. na destièce s ti¹tìnými spoji). Cívka
se nachází v periodicky promìnném mag-
netickém poli, jeho¾ indukce se mìní podle
vztahu B = Bm cos!t a je kolmá k rovinì
cívky. Vypoètìte elektromotorické napìtí,
které se indukuje v cívce.

2r0

Obr. 38 Vinutí ve tvaru
Archimédovy spirály

2. Cívka v nehomogenním poli
Uva¾ujme nehomogenní magnetické pole
o indukci B(x; t ), její¾ velikost je dána
funkcí B = 15x3t2, kde velièiny B , x, t
jsou v jednotkách SI. Do pole (obr. 39)
umístíme cívku o N = 24 obdélníkových
závitech o rozmìrech a = 200 mm, b =
= 250 mm tak, ¾e indukèní èáry vstupují
kolmo do roviny cívky. Vypoètìte indu-
kované napìtí v cívce v èaset = 0 ;300 s.
Jaký proud bude cívkou procházet pøi je-
jím zkratování, má-li odpor R = 1 ;20 
.

B
0 b

a

x

y

Obr. 39 Cívka v nehomogenním
poli

3. Øazení odlehlých cívek

Dvì cívky o indukènostech L 1 a L 2 jsou umístìny daleko od sebe. Jaká bude
výsledná indukènost tìchto cívek, spojíme-li je a) do série, b) paralelnì.

4. Sériové øazení blízkých cívek

Cívky o indukènostechL 1, L 2 jsou umístìny blízko sebe tak, ¾e jejich vzá-
jemná indukènost je M . Jaká bude vlastní indukènost tìchto cívek pøi je-
jich zapojení do série tak, ¾e a) závity obou cívek budou vinuty ve stejném
smìru, b) závity budou vinuty ve vzájemnì opaèném smìru. c) N avrhnìte,
jak lze z namìøených indukènostíL a, L b urèit vzájemnou indukènost M
spojovaných cívek.
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5. Vzájemná indukènost dvou solenoidù

Do solenoidu o délcel , polomìru r1 � l a poètu závitù N1 je zasunut
druhý solenoid stejné délky o polomìru r2 < r 1 a N2 závitech tak, ¾e osy
jsou rovnobì¾né. Vypoètìte vzájemnou indukènost této soustavy cívek a
zdùvodnìte, proè nezávisí nar1 a na vzájemné vzdálenosti os solenoidù.

6. Soustava solenoidu a ploché cívky

Na solenoidu délky l = 400 mm a prùøezuS = 500 mm2 o N1 = 1000
závitech je uprostøed navinuta krátká cívka oN2 = 20 závitech stejného
polomìru. Vypoètìte vzájemnou indukènost soustavy solenoidu a cívky. Jak
velké napìtí se bude indukovat v cívce, kdy¾ v solenoidu vzroste proud
o � I 1 = 5 ;0 A za � t = 10;0 ms. Jak se velièiny zmìní, vlo¾íme-li do
solenoidu ¾elezné jádro o støední permeabilitì �� r � 1000 pro uva¾ované
sycení jádra. Uva¾ujte, ¾e jádro vyplòuje vnitøní prostor solenoidu.

7. Soustava dvou plochých cívek

Uva¾ujme soustavu dvou plochých cívek se závity o polomìrua, z nich¾
cívka (1) má N1 a cívka (2) N2 závitù. Roviny cívek jsou rovnobì¾né a
vzdálené od sebeb � a (obr. 40). Permeabilita prostøedí� � � 0.

b

!

a

a

(1)

N1

(2)

N2

Obr. 40 Soustava dvou plochých cívek

a) Vypoètìte vzájemnou indukè-
nost soustavy (pro ! = 0).
b) Vypoètìte napìtí indukované
v cívce (2), bude-li cívkou (1) pro-
cházet støídavý proud

i 1 = I m cos!t:

c) Cívkou (1) bude procházet stej-
nosmìrný proud I m a cívka (2) se
bude otáèet úhlovou rychlostí ! .
Jaké se bude v ní indukovat na-
pìtí?

8. Cívka a pøímý vodiè

Je dána soustava pøímého dlouhého vodièe a rámové cívky o stranách a,
b a N závitech. Její støed je ve vzdálenostir0, její strana b je rovnobì¾ná
s vodièem a vodiè le¾í v rovinì cívky (obr. 41). Prostøedím jevzduch.
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r0

a

b

Obr. 41 Soustava cívky
a přímého vodiče

a) Urèete vzájemnou indukènost této soustavy
vodièù.
b) Urèete napìtí, které se bude indukovat
v cívce, bude-li pøímým vodièem procházet
støídavý proudi = I m cos!t:

9. Soustava solenoidu a otoèné cívky

Uva¾ujme soustavu dvou vzduchových cívek z obr. 42. Jde o solenoid, který
má na délcel = 300 mm N1 = 240 rovnomìrnì navinutých závitù o polo-
mìru r . Uvnitø solenoidu kolmo k jeho ose je otoènì ulo¾ena úzká rámová
ètvercová cívka o stranì a = 40 mm s poètem N2 = 100 závitù.

a) Vypoètìte vzájemnou indukènost M soustavy cívek v závislosti na
úhlu � .

b) Solenoidem necháme procházet proudI 1 = 2 ;0 A a otoènou cívkou
budeme z výchozí polohy� = 0 rovnomìrnì otáèet úhlovou rychlostí ! =
= 60� rad � s−1: Odvoïte výraz pro indukované napìtí v otoèné cívce a
vypoètìte jeho amplitudu.

a �

2r bokorys

N1

N2

l

Obr. 42 Soustava dvou cívek

10. Indukce v okolí trubky

Pøímým vodièem ve tvaru kruhové trubky (viz obr. 43a) s velmi tenkou
stìnou ( h � r0) prochází støídavý proud i = I m sin !t . V bodech A, B
povrchu vodièe je pøipojen voltmetr, jeho¾ pøívody jsou upraveny
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a) podle obr. 43b;

b) podle obr. 43c { zde jdou vodièe tìsnì podél povrchu vodièe.

Jaké napìtí udává voltmetr v prvním a ve druhém pøípadì? Pøedpokládejme
pøitom rovnomìrné rozlo¾ení proudu v pøíèném prùøezu trubky (trubka je
tenká, a proto se výraznì neuplatní víøivé proudy indukované v trubce støí-
davým proudem). Konduktivita materiálu trubky je 
 .

V V

l

hr0

r0 + h a
A B A B

la) b) c)

Obr. 43 Experiment s elektromagnetickou indukcí v okolí trubky, jíž prochází
střídavý proud

11. Padající cívka

B
m, R, N

mg
a

h

a

Obr. 44 Situace cívky
před pádem

Plochá ètvercová cívka o stranì a = 20 mm a
hmotnosti m = 2 ;5 g má N = 12 závitù. Pøí-
vodní konce cívky jsou zkratovány, elektrický od-
por vinutí je R = 0 ;60 
. Cívku umístíme do
svislé roviny nad póly magnetu podle obr. 44, kde
h = 300 mm, pøièem¾ rozmìry pólu jsou stejné
jako cívky a pole je homogenní. Po uvolnìní za-
ène cívka padat volným pádem (odpor prostøedí
neuva¾ujte), av¹ak pøi prùletu magnetickým po-
lem je indukceB nastavena tak, aby cívka dráhu
2a prolétla konstantní rychlostí. Urèete
a) jaké napìtí U se v cívce indukuje pøi prùletu
magnetickým polem a jaký proud I cívkou pøi
tom prochází,
b) jakým výkonem P je vinutí cívky ohøíváno pøi
prùletu magnetickým polem,
c) jaká musí být indukce B , aby podmínky expe-
rimentu byly splnìny.
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12. Víøivé proudy v trubce

Dlouhá tenkostìnná trubka, její¾ prùmìr je 2( r + h), kde r je vnitøní polomìr
a h tlou¹»ka stìny (obr. 45), je na koncích vodivì zaslepena.B(t) r

h

Obr. 45 Řez trubkou

Trubka je umístìna v homogenním èasovì pro-
mìnném poli o indukci

B = Bm cos!t;

její¾ indukèní èáry kolmo protínají osu trubky.
Vypoètìte celkový víøivý proud, který se indukuje
v trubce. Skinefekt, stejnì jako ovlivnìní vnìj¹ího
pole indukovaným proudem, neuva¾ujte.

13. Brzdìní pásku víøivými proudy

Dlouhý úzký pøímý pásek z neferomagnetického
kovu necháme volnì padat ve svislé orientaci ze
stavu klidu mezi póly magnetu s homogenním po-
lem o indukci B (obr. 46). Na pásek, který má
hmotnost m, bude kromì tíhové síly pùsobit brz-
dná sílaFv vyvolaná víøivými proudy. Má velikost
Fv = kBv , kde k je konstanta a v velikost oka-
m¾ité rychlosti.
a) Odvoïte funkèní závislost rychlosti na èase a
stanovte její mezní velikostvm.
b) Odvoïte rovnici x = x(t) pro dráhu pásku.

m

N S

Bv
Obr. 46 Padající pá-
sek mezi póly magnetů

14. Betatron

Betatron má slou¾it k produkci elektromagnetického záøenío vlnové délce
a¾� min = 5 ;0 � 10−14 m. Elektrony se urychlují na kruhové trajektorii o po-
lomìru r0 = 250 mm. Urèete:

a) Výstupní kinetickou energii Ek elektronù.

b) Potøebnou velikost indukce magnetického pole podél trajektorie (B0)
a støední hodnotu magnetické indukce (̂B ) celkového magnetického pole
uvnitø trajektorie.

c) Výstupní hmotnost a rychlost elektronu.

15. Teorie balistického galvanometru

Elektrické náboje lze mìøit balistickým galvanometrem, jeho¾ zjednodu¹ená
teorie je pøedmìtem øe¹ení této úlohy. Základem pøístroje je lehká cívka
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(uva¾ujte, ¾e máN ètvercových závitù o délce stranya) zavì¹ená na svislém
torzním vláknì tak, ¾e se mù¾e natáèet v homogenním magnetickém poli
o indukci B . V základní poloze je rovina cívky kolmá kB . Natoèení cívky,
resp. zkroucení vlákna, se mìøí opticky pomocí zrcátka pøipevnìného ke
spoji vlákna s cívkou. Vlákno má torzní tuhost kt a otoèný systém moment
setrvaènostiJ . Tlumení systému je zanedbatelné.

Odvoïte základní rovnici balistického galvanometru Q = k� , podle ní¾ je
(první) nejvìt¹í výchylka � (neboli amplituda kmitù systému) pøímo úmìrná
náboji Q, který v krátkém èasovém intervalu � projde cívkou. Urèete balis-
tickou konstantu k za pøedpokladu, ¾e� � T , kde T je perioda vlastních
kmitù systému.

16. Mìøení magnetického pole

Urèete velikost indukceB magnetického pole pomocí hustì navinuté zku-
¹ební cívky, která má N = 20 závitù, ka¾dý o plo¹eS = 1 ;50 cm2. Odpor
cívky je R = 4 ;00 
 a rovina cívky svírá s indukcí B úhel � = 60◦. Cívka je
spojena vodièi o zanedbatelném odporu s balistickým galvanometrem o od-
poru Rg = 16;0 
. Kdy¾ cívku rychle vysuneme z mìøeného pole do místa,
kde B � 0, projde galvanometrem nábojQ = 2 ;34� 10−4 C.
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Øe¹ení úloh

1. Element cívky o polomìru r a ¹íøce dr obsahuje celkem

N
r0

dr závitù o plo¹ném obsahu dS = �r 2 N
r0

dr:

Indukèní tok celou cívkou

� = B
�N
r0

r 0Z

0

r 2dr =
�r 2

0N
3

Bm cos!t:

Indukované napìtí

Ui =
�r 2

0NB m!
3

sin!t:

2. � = 15ab4N
4 t2, Ui = 15

2 ab4Nt = 42;2 mV, I i = 15ab4Nt
2R = 35;2 mA:

3. a) Sériové øazeníL s = L 1 + L 2.

b) Paralelní øazení 1
L p

= 1
L 1

+ 1
L 2

.

4. a) Závity ve stejném smìru: L a = L 1 + L 2 + 2 M:

b) Závity v opaèném smìru: L b = L 1 + L 2 � 2M:

c) M = 1
4(L a � L b):

5. M = � 0
�r 2

2N1N2
l :

Vzájemná indukènost nezávisí nar1 proto, ¾e na nìm nezávisí indukce pole
vnìj¹í cívky. Proto¾e toto pole je homogenní v celém objemu vnìj¹í cívky,
nezávisíM ani na vzdálenosti os cívek, pokud druhá cívka zùstává uvnitø
první cívky.

6. M = � 0N1N2S
l = 3 ;14� 10−5 H,

jUij = � 0N1N2S
l

� I 1
� t = 15;7 mV:

Po vlo¾ení jádra budeM ′ = �� rM = 31;4 mH, U ′
i = �� rUi = 15;7 V.
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7. Proto¾eb � a uva¾ujeme pole ve v¹ech bodech kruhu o polomìrua stejné
jako na ose (srovnejte s pøíkladem 3 v [13]). Pak

a) M = � 0�a 4N1N2

2
p

(b2 + a2)3
� � 0�a 4N1N2

2b3 ;

b) u � � 0�a 4N1N2!I m
2b3 sin !t:

c) Napìtí bude stejné jako v pøípadì ad b).

8. Z plochy závitu vyjmeme ve vzdálenosti r od vodièe element { prou¾ek o
plo¹e bdr , urèíme pøes nìj tok magnetického pole od pøímého proudovodièe
a integrujeme. Pak

a) M = � 0Nb
2� ln 2r0 + a

2r0 � a;

b) ui = � 0Nb!I m
2� ln 2r0 + a

2r0 � a sin !t:

9. a) M = � 0N1N2a2

l j sin � j;

b) ui = � � 0N1N2a2I 1!
l cos!t;

amplituda Um = � 0N1N2a2I 1!
l = 23;7 mV:

10. Elektrické pole vodivého proudu v trubce má podle Ohmova zákona inten-
zitu o velikosti

Ev =
I m sin !t
2�
r 0h

:

a) Voltmetr namìøí napìtí U, které vedle napìtí Uv = Evl dané proudem
v trubce zahrnuje napìtí Ui naindukované ve smyèceC pøívodních drátù
(obr. 47) èasovì promìnným magnetickým polem � proudu v trubce, tj.

� =
Z

S

B � dS =
� 0lI m sin!t

2�
ln

r0 + h + a
r0 + h

:
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C
U

Ev

a

l

V

A Bi

S

Obr. 47 K výpočtu napětí
v obvodu C

Pro smyèku C platí
I

C

E � dl = �
d�
dt

;

neboli (obr. 47)

Ev � l � U = �
d�
dt

:

Pak

U =
lI m

2�

�
sin !t

r 0h

+ � 0! ln
r0 + h + a

r0 + h
� cos!t

�
:

b) Proto¾e nyní plo¹ný obsah smyèky jeS ! 0, namìøí voltmetr jen napìtí

U ′ = Uv =
lI m

2�
r 0h
sin !t:

11. Doba prùletu polem t = 2ap
2gh

:

a) Proto¾e cívka se podél pole pohybuje rovnomìrnì, bude se tok � cívkou
rovnomìrnì zvìt¹ovat z nuly do maxima � m = BNa 2. Pøitom se bude
v cívce indukovat napìtí U. Kdy¾ bude cívka opou¹tìt pole, bude se�
rovnomìrnì zmen¹ovat a indukované napìtí bude mít stejnou v elikost U,
av¹ak opaènou polaritu. Indukované elektrické pole vykonápráci

W =
U2

R
2a

p
2gh

:

Proto¾e rychlost cívky se pøi prùletu magnetickým polem nezvìt¹uje, musí
být tato práce rovna práci tíhových sil, tj. W = 2 mga. Pak

U =
p

Rmg 4
p

2gh = 189 mV: (103)

Indukovaný proud

I =

s
mg
R

4
p

2gh = 315 mA:
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b) Cívka je ohøívána výkonem indukovaného proudu

P = UI = mg
p

2gh = 59;5 mW;

který je zøejmì roven výkonu tíhové síly cívky P = mgv, pohybující se
rychlostí v =

p
2gh.

c) Na drázea, tj. za èas � t = t
2, vzroste indukèní tok o � � = � m = BNa 2

a indukované napìtí
jUj = BNa

p
2gh

musí být rovno napìtí (103). Pak

B =
p

Rmg
aN 4

p
2gh

= 0 ;324 T:

12. Na trubce vytkneme prstencový element s rovinou kolmou kB , který tvoøí
závit nakrátko (obr. 48).

�

d�

r

h

B
Obr. 48 K řešení vířivých
proudů

Prochází jím tok � = 2 lr sin� � Bm cos!t a
indukované pole má intenzitu

Ei =
Ui

2(l + 2 r )
�

Ui

2l
= !rB m sin � � sin !t:

Toto pole vyvolá podle Ohmova zákona
proud o hustotì j i = 
E i: Element proudu je
dI i = j ihr d� . Celkový víøivý proud v trubce
dostaneme integrací pro� 2 h0; � i :

I i = 2 
!r 2hBm sin !t:

13. a) Pohybová rovnice pro kladný smìr dolù je

m
dv
dt

= mg � kBv:

Separací promìnných a integrací prov od 0 dov o pro t od 0 dot dostaneme

v =
mg
kB

 

1 � e
− kB

m
t

!

:
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Mezní stav pohybu nastane, kdy¾ argument exponenciální funkce poroste
nad v¹echny meze { tedy pro t ! 1 : Pak

vm =
mg
kB

:

Tuto rychlost urèíme také pøímo z pohybové rovnice, její¾ pravou stranu
polo¾íme rovnou nule. Pak je nulové zrychlení (brzdná síla se vyrovná tíhové
síle).

b) Do funkce v = v(t) dosadíme do levé strany derivaci funkcex(t) podle
èasu. S vyu¾itímvm je

dx
dt

= vm

 

1 � e
− g

vm
t

!

:

Integrací

x =
mg
kB

"

t +
m
kB

 

e
− kB

m
t

� 1

!#

:

14. a) Ek = hc
� min

= 3 ;97� 10−12 J = 24;8 MeV � 25 MeV:

b) Podle (102) je B̂ = 0 ;675 T, B0 = 0 ;337 T:

c) Podle (99) je m = 49;5me = 4 ;51� 10−29 kg;

podle (100) jev = 0 ;99978c = 2 ;9973� 108 m�s−1.

15. Pøi projití náboje Q za èas� dojde ke zmìnì pohybového stavu cívky podle
pohybové rovniceJ" = M , kde úhlové zrychlení je

" �
� !
� t

=
! b � 0

�
=

! b

�
:

Velikost momentu síly je dána pùsobením magnetického pole na cívku, jí¾

projde proudový impuls I = Q
� . Podle zákonù elektrodynamiky (viz napø.

[13], str. 28) pùsobí na cívku moment síly

M = ISB =
QNa2B

�
:
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Pak úhlová rychlost cívky po projití náboje Q za èas� bude

! b =
Na2B

J
Q:

Poté se soustava chová jako netlumený torzní oscilátor konající vlastní
kmity o úhlové frekvenci


 =

s
kt

J
;

o úhlové výchylce (balistická výchylka � je rovna amplitudì ' m):

' = ' m sin 
 t = � sin 
 t

a s poèáteèní úhlovou rychlostí! b. Musí tedy platit

�
d'
dt

�

t =0
= ! b; neboli �

s
kt

J
=

Na2B
J

Q:

Odtud

Q =

p
Jkt

Na2B
� = k�;

kde balistická konstanta galvanometru je

k =

p
Jkt

Na2B
:

Urèuje se zpravidla experimentálnì tak, ¾e se galvanometrem nechá projít
známý náboj (vybije se kondenzátor:Q = CU).

Zájemce o pøesné øe¹ení balistického galvanometru odkazuji na práci [16], v
ní¾ se uva¾uje koneèná doba� ve vztahu k periodì kmitù a nenulové tlumení
systému.

16. B =
Q(R + Rg)
NS sin� = 1 ;80 T.
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