Øeźení úloh 1. kola 48. roèníku fyzikální olympiády. Kategorie B Autoøi úloh: M. Jareźová (1, 2, 5, 6, 7), J. Jírù (4) a KVANT (3). Koneèná úprava P. ľedivý

1. Úlohu budeme øeźit ve vzta¿né soustavì, její¿ poèátek je ve støedu Mìsíce a osy smìøují k vzdáleným hvìzdám. Soustavu budeme pova¿ovat za inerciální. a) Pøi pohybu tìlesa po parabolické trajektorii je celková mechanická energie kosmické lodi nulová: Ek + Ep = 0. V blízkosti povrchu Mìsíce tedy platí 1 2 m^0v^{20} − – m0M R = 0 ⇒ v^0 = √ 2–M_{R .} 2 body Po zapnutí motoru dojde po urèité dobì k pøechodu kosmické lodi na kruhovou trajektorii v blízkosti povrchu Mìsíce. Gravitaèní síla je silou dostøedivou. Z toho

–^{mM}_{R2} = m^{v21}_R ⇒ v1 = √ –M_{R .} 2 body Velikost rychlosti kosmické lodi se tedy musí zmìnit o hodnotu

´v = v1 − v0 = (1 − √ 2) √ –M_R =_−706 m_· s−1_.

2 body b) Úpravou Ciolkovského vztahu

´v = −vr ln m^0m

dostaneme

m = m0e Δv vr = m0e^{− 7064000} .= 0,84m0 .

Pøi manévru se spotøebuje palivo a okyslièovadlo o celkové hmotnosti m0 − m = 0,16m0 . 4 body

2. a) Carnotùv cyklus probíhá jako posloupnost ètyø dìjù: 1 → 2 izotermická expanze, 2 → 3 adiabatická expanze, 3 → 4 izotermická komprese, 4 → 1 adiabatická komprese.

Nejmenźí objem má plyn ve stavu 1, kdy T = T1 = 600 K, p1 = 3,00 MPa, nejvìtźí ve stavu 3, kdy T = T2 = 300 K, p3 = 0,100 MPa:

V1 = nRT^1p_1 = 1,66 · 10^{−4} m^3 , V3 = nRT^2p_3 = 2,49 · 10^{−3} m^3 .

Z Poissonova zákona a stavové rovnice odvodíme: p1 p4 = p2 p3 = (T_1 T2 ) ––_{−1}

= 2^{3,5} .

Z toho p4 = p^1( T1 T2 ) ––_{−1} = 0,265 MPa , p^2 = p^3 ( T_1 T2 ) ––_{−1} = 1,13 MPa ,

V4 = nRT^2p_4 = 9,41 · 10^{−4} m^3 , V2 = nRT^1p_2 = 4,41 · 10^{−4} m^3 . 4 body

Obr. R1 b) p −V diagram daného Carnotova cyklu na obr. R1 je tvoøen izotermami o rovnicích p = nRT^1V , p = nRT^2V èíselnì {p} = 498,8{V } , {p} = 249,4{V } a adiabatami o rovnicích p = p^1V

–_1 V –^{, p} =^{p3V}

–_3 V –^, èíselnì^{{p}} =

15,357 {V }^{1,4} , {p} = 22,683 {V }^{1,4} . 4 body c) Plyn pøijímá teplo pøi izotermické expanzi 1 → 2 a odevzdává pøi izotermické kompresi 3 → 4:

Q1 = nRT1 ln p^1p_2 = 486 J , Q^′_2 = nRT2 ln p^4p_3 = 243 J . 1 bod d) Celková práce vykonaná pøi jednom cyklu je W^′ = Q1 − Q^′_2 = 243 J .

Úèinnost cyklu je

η = W^′Q_1 = Q^1 − Q^{′2}Q_1 = T^1 − T^2T_1 = 50 % . 1 bod

3. a) Podle 1. Kirchho¸ova zákona je souèet proudù vstupujících do uzlu B pøes rezistory R1, R2 a R3 roven proudu procházejícímu voltmetrem z uzlu B do uzlu A. Potenciál v bodì A mù¿eme zvolit nulový, potenciál v bodì B je pak roven napìtí voltmetru. Proud voltmetrem je zanedbatelný. Platí U1 − U R1 + U2 − U R2 + U3 − U R3 = 0 .

Z toho U ( 1 R1 + 1 R2 + 1 R3 ) = U^1R_1 + U^2R_2 + U^3R_3 ,

U = U1 R1 + U2 R2 + U3 R3 1 R1 + 1 R2 + 1 R3 = 5,4 V .

4 body b) Nahradíme-li voltmetr ampérmetrem o zanedbatelném odporu, bude potenciál v bodì B témìø nulový. Ampérmetrem bude z bodu B do bodu A procházet proud

I = U^1 − 0R_1 + U^2 − 0R_2 + U^3 − 0R_3 = 0,135 A . 2 body c) V pøípadì s rezistorem oznaème potenciál v bodì B jako φ. Pak U1 − φ R1 + U2 − φ R2 + U3 − φ R3 = φ − 0 R , φ ( 1 R + 1 R1 + 1 R2 + 1 R3 ) = U^1R_1 + U^2R_2 + U^3R_3 ,

φ = U1 R1 + U2 R2 + U3 R3 1 R + 1 R1 + 1 R2 + 1 R3 = 1,61 V , IR = φ − 0R = 0,095 A .

4 body

4. a) Z Hookova zákona σn = Eε, kde σn = FS , ε = ´ll_0 , plyne F = ES l0 ´l . (1)

Velikost F síly napínající drát je pøímo úmìrná jeho prodlou¿ení ´l (obr. R2). Pøi maximálním prodlou¿ení je té¿ pùsobící síla maximální. Koneèné prodlou¿ení nastane pøi dosa¿ení meze úmìrnosti:

´lmax = σ^ul^0 E , Fmax = σuS . (2)

Hledaná práce je urèena obsahem plochy pod grafem závislosti (1) na intervalu ⟨0, ´lmax⟩. Plochu tvoøí pravoúhlý trojúhelník s odvìsnami znázoròujícími velièiny ´lmax a Fmax. Práce tedy je

W = 12 Fmax´lmax = σ^{2u}Sl^02E = 1,83 J .

Obr. R2 4 body b) Pøi postupném zavìźení tìles v souladu se vztahem (1) platí: m0g = ESl_0 ´l0 , (m0 + m1)g = ESl_0 ´l1 .

Po pøestøi¿ení vlákna bude systém harmonicky kmitat kolem rovnová¿né polohy urèené prodlou¿ením ´l0 s amplitudou výchylky ym = ´l1 − ´l0 = m^1gl^0ES = 5,61 · 10^{−5} m .

Frekvence vlastních kmitù systému je

f = 12p √ k m0 , kde podle rovnice (1) pro tuhost platí k = ESl_0 . Po dosazení dostaneme

f = 12p √ ES m0l0 = 59,6 Hz .

Amplituda zrychlení kmitù je am = ymω^2 = m^1m_0 g = 7,85 m · s^{−2} . 6 bodù

5. a) Na kondenzátor s èásteènì zasunutou deskou z dielektrika se mù¿eme dívat jako na paralelní spojení kondenzátoru bez dielektrika a kondenzátoru s dielektrikem. Výsledná kapacita v èase t mìøeném od okam¿iku, kdy deska s dielektrikem zaène vstupovat mezi desky kondenzátoru, je C = ε^0a(a − vt) d + ε0εravt d = ε0a^2 d + ε0(εr − 1)a d vt = C^0 + ε0(εr − 1)a d vt . Na deskách kondenzátoru bude náboj

Q = CU = C0U + ε^0(ε^r − 1)aUd vt = Q0 + ε^0(ε^r − 1)aUd vt .

Deska s dielektrikem bude úplnì zasunuta v èase tk = a/v, kdy kapacita kondenzátoru a náboj na deskách dosáhnou koneèných hodnot

Ck = ε^0ε^ra^2d , Qk = ε^0ε^ra^2Ud . 3 body b) Proto¿e bìhem zasouvání desky z dielektrika se s rostoucím èasem náboj lineárnì zvìtźuje, bude obvodem procházet konstantní proud

I = Q^k − Q^0t_k = ε^0(ε^r − 1)a^2Udt_k = ε^0(ε^r − 1)aUvd . 2 body c) Bìhem zasouvání desky s dielektrikem energie kondenzátoru vzrostla o

Ek − E0 = 12 (Ck − C0)U^2 .

Zdroj pøitom dodal do obvodu dvakrát vìtźí energii U(Qk − Q0) = (Ck − C0)U^2 . 2 body d) Rozdíl mezi energií dodanou zdrojem a energií pøijatou kondenzátorem je roven práci elektrické síly pùsobící na zasouvanou desku. Bìhem zasouvání desky platí v èase t:

´E = 12 (C − C0)U^2 , ´E + W = (C − C0)U^2 = 2´E .

Z toho

W = ´E = 12 (C − C0)U^2 = ε^0(ε^r − 1)aU^22d · vt .

Práce elektrické síly je pøímo úmìrná dráze vt. To znamená, ¿e síla má konstantní velikost

F = ε^0(ε^r − 1)aU^2 2d . Proto¿e práce této síly je kladná, pùsobí ve smìru rychlosti v . Deska z dielektrika je touto silou mezi desky kondenzátoru vtahována. 3 body

6. Zde je ukázka namìøených hodnot a pøísluźný graf:

Z tabulky a grafu je zøejmé, ¿e výkon spotøebièe mìl maximální hodnotu Pmax = = 13,3 W, kdy¿ UR = UZ = 17,1 V. V tomto pøípadì Z = R = 21,9 ˙. Úèiník obvodu urèíme pomocí kosinové vìty:

cos φ = U^{2R} + U^2 − U^{2Z} 2URU = 0,763 . Celkový èinný výkon a úèinnost obvodu jsou

Pcelk = UI cos φ = 15,5 W , η = P^{max}P_{celk} = 86 % .

Pro samotnou cívku dostáváme:

cos φ1 = U^2 − U^{2R} − U^{2Z} 2URUZ = 0,165 , φ^1 = 80,5^∘ ,

r = U^rI = U^Z cos φ^1I = 3,6 ˙ , L = U^LωI = U^Z sin φ^12pfI = 0,069 H .

7. a) Vyjdeme z podmínek rovnováhy, které platí v okam¿iku, kdy se vìtźí válec zaène pøevalovat pøes menźí. V tomto okam¿iku na nìj pùsobí tíhová síla FG1, síla provazu F a reakce menźího válce, která má normálovou slo¿ku N1 a teènou slo¿ku { tøecí sílu Ft1. Síla reakce podlo¿ky je nulová. Na menźí válec souèasnì pùsobí tíhová síla FG2, síly −N1 a −Ft1 od vìtźího válce a reakce vodorovné roviny, která má normálovou slo¿ku N2 a teènou slo¿ku { tøecí sílu Ft2 (obr. R3). Aby nedoźlo k prokluzu, musí platit Ft1 ≤ fN1 , Ft2 ≤ fN2 . (1), (2) 1 bod Z momentové vìty plyne pro tuto polohu bez pohybu válcù

F R(1 + cos α) = FG1R sin α , F R = Ft1R , Ft1r = Ft_2 r .

Z toho F = Ft1 = Ft2 = FG1 sin α1 + cos α . 2 body

Obr. R3 Dále platí

N1 sin α = F + Ft1 cos α = FG1 sin α1 + cos α (1 + cos α) ⇒ N1 = FG1 ,

N2 = FG2 + Ft1 sin α + N1 cos α = FG2 + FG1 sin^2 α1 + cos α + FG1 cos α =

= FG2 + FG1 sin^2 α + cos α + cos^2 α 1 + cos α = F^{G2} + F^{G1} . 2 body Dosazením do podmínek (1), (2) dostaneme: FG1 sin α 1 + cos α ≤ fF^{G1} ⇒ f ≥ sin α 1 + cos α , FG1 sin α 1 + cos α ≤ f(F^{G1} + F^{G2}) ⇒ f ≥ sin α 1 + cos α · m1 m1 + m2 . Je-li splnìna pøísnìjźí podmínka (1), je zøejmì automaticky splnìna i podmínka (2). Aby nedoźlo k prokluzu, musí tedy platit f ≥ sin α 1 + cos α = √ (R + r)^2 − (R − r)^2 R + r 1 + R − r R + r = 2 √ Rr 2R = √ r R . 2 body b) Síla F má v okam¿iku, kdy se zaène vìtźí válec pøevalovat pøes menźí, velikost

F = FG1 sin α 1 + cos α = m^1g √ r R . 2 body