Øeźení úloh 1. kola 47. roèníku fyzikální olympiády. Kategorie D

Autoøi úloh: J. Jírù (1, 3, 4, 6, 7), P. ľedivý (2), L. Richterek (5)

1.a) K sestrojení grafu je nutné urèit doby jízdy na zrychleném a na zpomaleném úseku a maximální rychlost pohybu. Vagon se na prvním úseku pohybuje rovnomìrnì zrychleným pohybem se zrychlením o velikosti a_1 = g sin α = = 0,291 m · s�^2, doba jízdy je t_1 = √ 2s_1 a_1

.= 37,1 s a maximální rychlost

je v_{max} = √ 2a_1s_1 = 10,8 m · s�^1. Na druhém úseku se vagon pohybuje rovnomìrnì zpomaleným pohybem se zrychlením o velikosti a_2 = g(f cos α − sin α) = 0,690 m · s�^2 , doba jízdy je t_2 = v^{max}a_2 .= 15,7 s. Celková doba jízdy je t_1 + t_2 .= 52,7 s.

4 body b) Bìhem zrychlování je dráha urèena rovnicí s = 12 a_1t^2, bìhem zpomalování

rovnicí s = s_1 + v_{max}(t − t_1) − 12a_2(t − t_1)^2. Graf tvoøí èásti dvou parabol, první má vrchol v poèátku a je rozevøena nahoru, druhá má vrchol o þsouøadnicíchß [52,7 s, 284 m] odpovídajících okam¿iku a místu zastavení.

t s 0 5 10 15 20 25 30 35 37,1 40 45 50 52,7 s m 0 3,6 15 33 58 91 131 178 200 229 264 282 284

6 bodù

2.a) Gra˛cké øeźení:

Zaveïme na okruhu souøadnici x rostoucí ve smìru pohybu rychlejźího cyklisty, tak, ¿e v místì startu je x = 0. Cyklisté se pohybují po dráze s periodami

T_1 = ov_1 = 750 m

12,5 m · s�^1

= 60 s , T_2 = ov_2 = 750 m 7,5 m · s�^1

= 100 s .

Z tìchto údajù snadno sestrojíme grafy znázoròující jejich pohyb po okruhu (obr. R1). Èasy a místa setkání urèíme jako souøadnice prùseèíkù grafù.

Obr. R1

Poèetní øeźení:

V okam¿iku setkání je souèet drah obou cyklistù roven celistvému násobku délky o:

s_1 + s_2 = (v_1 + v_2)t = k · o , k = 1, 2, 3, . . . .

K setkání dojde v èasech t = ov_1 + v_2 · k = k · 37,5 s, tj. 8krát bìhem doby 5 minut. Dráha rychlejźího cyklisty v okam¿iku setkání je

s_1 = v^1 · o

v_1 + v_2 · k = k · 0,625o .

Souøadnice x místa setkání je rovna zbytku dráhy s_1 po dìlení celkovou délkou okruhu o.

Pro 0 ≤ x ≤ 0,5o je vzdálenost místa setkání od místa startu d = x. Pro 0,5o < x < o je vzdálenost místa setkání od místa startu d = o − x.

Výsledky výpoètù zapíźeme pøehlednì do tabulky: k t/s s_1/o d/m 1 37,5 0,625 281 2 75,0 1,250 188 3 112,5 1,875 94 4 150,0 2,500 375 k t/s s_1/o d/m 5 187,5 3,125 94 6 225,0 3,750 188 7 262,5 4,375 281 8 300,0 5,000 0 3 body

b) Gra˛cké øeźení:

Obr. R2 Poèetní øeźení:

V okam¿iku setkání je rozdíl drah obou cyklistù roven celistvému násobku délky o:

s_1 − s_2 = (v_1 − v_2)t = k · o .

K setkání dojde v èasech t = ov_1 − v_2 · k = k · 150 s, kdy dráha rychlejźího cyklisty je s_1 = v^1 · o

v_1 − v_2 · k = k · 2,5o .

Z grafu na obr. R2 je zøejmé, ¿e do 5 minut se to stane jen dvakrát, a sice pro k = 1, kdy t = 150 s = 2,5 min, s_1 = 2,5o, d = 0,5o = 375 m a pro k = 2, kdy t = 300 s = 5 min, s_1 = 5o, d = 0. 3 body

c) Gra˛cké øeźení:

Obr. R3 Poèetní øeźení Platí s_1 = v_1t, s_2 = v_2(t + τ). V okam¿iku setkání s_1 − s_2 = v_1t − v_2(t + τ) = k · o .

K setkání dojde v èasech t = v^2τ + kov_1 − v_2 , kdy dráha rychlejźího cyklisty je

s_1 = v^1v^2τ + kv^1o v_1 − v_2 .

Z grafu na obr. R3 je zøejmé, ¿e do 5 minut se to stane jen dvakrát, a sice pro k = 0, kdy t = 18 s, s_1 = 225 m = 0,3o, d = 0,3o = 225 m a pro k = 1, kdy t = 168 s, s_1 = 2 100 m = 2,8o, d = 0,2o = 150 m. 4 body

3.a) V soustavì spojené s cyklistou pùsobí v tì¿iźti soustavy cyklisty s kolem tíhová síla FG a setrvaèná odstøedivá síla F_s tak, ¿e vektorová pøímka jejich výslednice F protíná vodorovnou vozovku ve spojnici dotykových bodù kol s vozovkou. Pro úhel α odklonu cyklisty od svislého smìru platí:

tg α = F^sFG = mrω^2mg = rω^2g .

Pøi jízdì vedle sebe mají cyklisté stejnou úhlovou rychlost. Pak vìtźí odklon od svislé osy má cyklista, který jede po kruhovém oblouku o vìtźím polomìru, tedy o polomìru r_2. 3 body b) Cyklista s kolem pùsobí na vozovku silou F. Aby pøi pohybu po kruhovém oblouku o polomìru r nedostal smyk, nesmí vodorovná slo¿ka této síly pøekroèit velikost tøecí síly. Tedy v krajním pøípadì musí platit fmg = mrω^2 , kde ω = 2pT = pt . Z rovnic plyne t = p √ r fg . Nejkratźího èasu dosáhne pøi minimálním polomìru, tedy t_{min} = p √ r_{min} fg = 2,9 s . 4 body Obdobnì musí být v krajním pøípadì splnìna podmínka fmg = mv^2r , z ní¿ plyne v = √ fgr. Maximální rychlosti mù¿e cyklista dosáhnout naopak pøi maximálním polomìru, tedy v_{max} = √ fgr_{max} = 7,3 m · s�^1. 3 body

4.a) Zvolme soustavu souøadnic s poèátkem na základní èáøe pod míèkem. Pak platí

x = v_0t , y = h − 12 gt^2 .

Vylouèením èasu t dostaneme rovnici trajektorie y = h − g 2v^2_0 x^2 . (1)

Po dosazení x = d_1, y = h_1, v_0 = v_{min} vyjádøíme hledanou poèáteèní rychlost

v_{min} = d_1 √ g 2(h_0 − h_1) = 20,9 m · s

�1_.

3 body b) Po dosazení x = d_2, y = 0, v_0 = v_{max} do rovnice (1) vyjádøíme hledanou poèáteèní rychlost

v_{max} = d_2 √ g 2h_0 = 25,6 m · s

�1_.

2 body c) Z rovnic źikmého vrhu

x = v_0t cos α , y = h_0 + v_0t sin α − 1 2 gt^2 (2)

dostaneme vylouèením èasu t rovnici trajektorie

y = h_0 + x tg α − g 2v^2_0 cos^2 α x^2 . (3)

Dosazením x = d_1 = 11,9 m dostaneme y = 0,92 m > h_1 = 0,91 m, tedy míèek pøejde pøes síż.

Dosazením y = 0 dostaneme kvadratickou rovnici s neznámou x g 2v^2_0 cos^2 α x^2 − x tg α − h_0 = 0 ,

její¿ kladný koøen

x = tg α + √ tg^2 α + 2h^0g v^2_0 cos^2 α g v^2_0 cos^2 α

= 17,6 m < d_2 = 18, 3 m .

Míèek tedy dopadne do pole podání.

Jiné øeźení: V rovnici (3) dosadíme x = d2 = 18, 3 m a vypoèítáme pøísluźné y = −0,12 m. Jeliko¿ y < 0, míèek dopadne do pole podání. 4 body d) Vyjádøením t z rovnice (2) a dosazením x = 17,6 m dostaneme

t = xv_0 cos α = 0,32 s.

1 bod

5.a) Po uvolnìní kladky se dá celá soustava o hmotnosti 2M + m do pohybu pùsobením tíhové síly na záva¿í o hmotnosti m. Tíhové síly pùsobící na záva¿í o hmotnosti M se ve svém úèinku ruźí. Soustava se bude pohybovat rovnomìrnì zrychleným pohybem se zrychlením o velikosti

a_1 = mg 2M + m a na dráze h_1 dosáhne rychlosti

v_1 = √ 2h_1a_1 = √ 2h_1mg 2M + m = 1,48 m · s

�1_.

3 body b) V okam¿iku dopadu pravého dolního záva¿í na podlahu bude levé záva¿í ve výźce h_1. Od tohoto okam¿iku se soustava tìles zavìźených na vláknì redukuje na levé záva¿í o hmotnosti M a pravé záva¿í o hmotnosti m, její¿ poèáteèní rychlost má velikost v_1. Tíhová síla pùsobící na levé záva¿í je namíøena proti pohybu soustavy, tíhová síla pùsobící na pravé záva¿í o hmotnosti m pùsobí ve smìru pohybu. Soustava se tedy bude pohybovat rovnomìrnì zpomaleným pohybem se zrychlením o velikosti

a_2 = M − m M + m g a zastaví se na dráze s = v^{21}2a_2 = m(M + m) (2M + m)(M − m) h^1 = 0,185 m .

Proto¿e s < d, zastaví se pravé horní záva¿í nad pravým dolním záva¿ím a levé záva¿í vystoupí do výźky h_2 = h_1 + s = 1,185 m. 3 body

c) Následuje rovnomìrnì zrychlený pohyb redukované soustavy se zrychlením o velikosti a_2 do okam¿iku, kdy levé záva¿í klesne do výźky h_1, pravé horní záva¿í vystoupí do vzdálenosti d od pravého dolního záva¿í a vlákno mezi záva¿ími na pravé stranì se napne. V tomto okam¿iku dosáhne velikost rychlosti redukované soustavy opìt hodnoty v_1. Uvedením dolního záva¿í do pohybu se hmotnost soustavy zvìtźí na pùvodní hodnotu 2M + m a velikost rychlosti soustavy se zmìní z v_1 na v_2. (Jedná se o obdobu dokonale nepru¿ného rázu.) Ze zákona zachování hybnosti plyne

(M + m)v_1 = (2M + m)v_2 , ⇒ v_2 = M + m2M + m v_1 .

Následující pohyb soustavy bude rovnomìrnì zpomalený se zrychlením o velikosti a_1 a pravé dolní záva¿í se zastaví ve výźce

h_3 = v^22a_1 = ( M + m 2M + m )_2 · 2h^1mg 2M + m · 2M + m 2mg = ( M + m 2M + m )_2 h_1 = 0,31 m .

Pøi následujících dopadech pravého záva¿í na podlahu bude soustava dále ztrácet mechanickou energii a nakonec se zastaví s pravým záva¿ím o hmotnosti M na podlaze. 4 body

Øeźení u¿itím zákona zachování energie Od uvolnìní kladky do dopadu pravého záva¿í na podlahu získá soustava kinetickou energii rovnou úbytku energie potenciální: 1 2(2M + m)v^{21} = (M + m)gh^1 − Mgh^1 = mgh^1 ⇒ v^1 = √ 2mgh_1 2M + m . Po dopadu pravého dolního záva¿í na podlahu ztratí redukovaná soustava kinetickou energii a získá stejnì velkou energii potenciální:

(M − m)gs = 12(M + m)v^2_1 ⇒ s = M + mM − m · v^{21}2g = m(M + m) (2M + m)(M − m) h^1 .

Po opìtném uvedení pravého dolního záva¿í do pohybu získá soustava pøi jeho výstupu potenciální energii a ztratí stejnì velkou energii kinetickou:

(M + m)gh_3 − Mgh_3 = mgh_3 = 12(2M + m)v^2 ,

h_3 = 2M + m 2mg ( M + m 2M + m )_2

v^2_1 = ( M + m 2M + m )_2 h_1 .

6. Namìøené hodnoty a jejich zpracování je v tabulce. Pøi prùchodu posledními dvìma ryskami ji¿ voda stékala po stìnì, proto pøísluźné èasy nebyly mìøeny.

Hodnoty z posledních dvou sloupcù tabulky jsou vyneseny do grafu závislosti okam¿ité rychlosti pohybu hladiny na èase a sestrojenými body je prolo¿ena pøímka.

Závìr: Z grafu lze usuzovat, ¿e pohyb hladiny byl rovnomìrnì zpomalený. Absolutní hodnota smìrnice pøímky udává velikost zrychlení a = 0,0029 mm/s^2.

7.a) Závislost rychlosti prvního automobilu na èase je v = at. Pro druhý automo-

bil platí rovnice P t = 12 mv^2, z ní¿ závislost rychlosti na èase je v = √ 2P t m . Z rovností rychlostí obou automobilù plyne pro hledaný èas t_1 = 2P ma^2 = = 10,3 s. Hledaná velikost rychlosti je v_1 = at_1 = 2Pma = 18,5 m · s�^1. 4 body b) Rychlost prvního automobilu je pøímo úmìrná èasu, grafem je pøímka procházející poèátkem o rovnici v = at, èíselnì {v} = 1,8{t}. Rychlost druhého automobilu je dána rovnicí v = √ 2P t m = √ 2P m √ t, èíselnì {v} = 5,7735 √ {t}. Grafem je parabola, k jejímu sestrojení sestavíme tabulku: t s 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 v m · s�^1

0 5,8 8,2 10,0 11,5 12,9 14,1 15,3 16,3 17,3 18,3 19,1 20,0

4 body

c) Maximální vzdálenost mezi automobily je urèena obsahem plochy mezi grafy. Obsah lze pøibli¿nì zjistit napø. nahrazením úsekù køivky úseèkami (viz graf { vìtźí chyba vznikne na prvním úseku, na ostatních úseèka s køivkou prakticky splývá) nebo pomocí ètvercové sítì. Správná hodnota, ke které se máme pøiblí¿it, je po zaokrouhlení na 3 platné èíslice 31,8 m. 2 body

Pøesná hodnota v úloze c) je získána ze vzorce s = 23 P^2 m2a3 odvozeného integrál-

ním poètem.