Øeźení úloh regionálního kola 47. roèníku fyzikální olympiády.

Kategorie A Autoøi úloh: J. Jírù (1), P. ľedivý (2, 3, 4)

1.a) U vodorovného vrhu je doba letu t_1 rovna dobì volného pádu z té¿e výźky h_1.

Z rovnice h_1 = 12gt^2_1 plyne t_1 = √ 2h_1 g = 1,25 s.

Vodorovná slo¿ka rychlosti je v ka¿dém okam¿iku rovna poèáteèní rychlosti, platí proto v_{01} = dt_1 = 12,0 m · s^{−1}. Ze zákona zachování mechanické energie

mgh_1 + 1 2 mv^2_0 = 1 2 mv^2_d (1)

plyne v_{d1} = √ v^2_{01} + 2gh_1 = 17,2 m · s^{−1}.

Obdobnì pro výźku h_2 postupnì dostaneme t_2 = 0,968 s, v_{02} = 15,5 m·s^{−1}, v_{d2} = 18,2 m · s^{−1}. Jeliko¿ v_{d1} < v_{d2}, Petr se ve své úvaze mýlil.

2 body b) Úvahy provedené v úloze a) vedou pøi obecném øeźení na vzorec

v_d = √ gd^2 2h + 2gh . Nalezená funkce má tu vlastnost, ¿e rychlost dopadu je velká pøi velmi malých a pøi velmi velkých hodnotách h. Fyzikálnì to znamená, ¿e pøi velmi malé výźce musí být velká ji¿ poèáteèní rychlost, aby tìleso do po¿adovaného místa velkou rychlostí doletìlo. Pøi velmi velké výźce je té¿ velká rychlost dopadu, její pøíèinou je pøedevźím volný pád. Tedy s rostoucím h velikost rychlosti dopadu nejprve klesá, dosáhne jakési minimální hodnoty a poté roste. Minimum nalezneme u¿itím první derivace: ( gd^2 2h + 2gh )_′ = − gd^2 2h^2

+ 2g = 0 , h = d2 .

Optimální poèáteèní výźka pro vodorovný vrh je h = d2 = 7,5 m, tedy pøibli¿nì taková, z jaké chtìl Petr házet klíèe pùvodnì. 3 body c) Také pøi źikmém vrhu platí zákon zachování energie (1). Z nìj plyne, ¿e poèáteèní rychlost vrhu by mìla být co nejmenźí.

Zvolíme-li poèátek soustavy souøadnic u paty svislé stìny domu, platí pøi vrhu s elevaèním úhlem α x = v_0t cos α , y = h_1 + v_0t sin α − 12gt^2 .

Vylouèením èasu dostaneme rovnici trajektorie

y = h_1 + x tg α − gx^2 2v^2_0 cos^2 α

= h_1 + x tg α − gx^2(1 + tg^2 α) 2v^2_0 . Dosazením souøadnic dopadu x = d, y = 0 a úpravou dostaneme rovnici

gd^2 tg^2 α − 2dv^2_0 tg α − 2v^2_0 h_1 + gd^2 = 0 , (2)

na kterou se budeme dívat jako na kvadratickou rovnici s neznámou tg α a parametrem v^2_0 . Diskriminant rovnice

D = 4d^2v^4_0 + 8gd^2v^2_0 h_1 − 4g^2d^4 = 4d^2(v^4_0 + 2gh_1v^2_0 − g^2d^2) je roven nule, jestli¿e v^4_0 + 2gh_1v^2_0 − g^2d^2 = 0 ⇒

⇒ v^2_0 =

− 2gh_1 + √ 4g^2h^2_1 + 4g^2d^2 2 = g(−h^1 + √ h^2_1 + d^2) .

Tím je urèena nejmenźí velikost poèáteèní rychlosti klíèù, pøi které jeźtì mohou klíèe doletìt k Michalovi. Pøi menźí poèáteèní rychlosti by byl diskriminant záporný a rovnice (2) by nemìla øeźení. Pro D = 0 dostaneme øeźením rovnice (2) optimální elevaèní úhel:

tg α = 2dv^{20} + 0 2gd^2 = v^{20}gd = − h^1 + √ h^2_1 + d^2 d . Pro rychlost dopadu plyne z (1) v^2d = v^2_0 + 2gh_1 = g(h_1 + √ h^2_1 + d^2) .

Èíselnì vychází v_0 = 9,48 m · s^{−1}, α = 31^∘, v_d = 15,5 m · s^{−1}. 5 bodù

2.a) Molární hmotnosti obou slo¿ek jsou

M_{m1} = A_r(He) · 10^{−3} kg · mol^{−1} = 4,00 · 10^{−3} kg · mol^{−1}, M_{m2} = A_r(Ar) · 10^{−3} kg · mol^{−1} = 39,95 · 10^{−3} kg · mol^{−1}.

Oznaème m_1, m_2 hmotnosti obou slo¿ek a n_1, n_2 jejich látková mno¿ství. Celková hustota plynu je souètem parciálních hustot slo¿ek: ϱ = ϱ_1 + ϱ_2 .

Stavovou rovnici pVT = nR = (n_1 + n_2)R = ( m_1 M_{m1} + m_2 M_{m2} ) R upravíme na tvar p RT = m_1 M_{m1}V + m_2 M_{m2}V = ϱ_1 M_{m1} + ϱ_2 M_{m2} = ϱ_1 M_{m1} + ϱ − ϱ_1 M_{m2} .

Z toho

ϱ_1 = M^{m1}(pM^{m2} − ϱRT )

RT (M_{m2} − M_{m1)} = 0,11 kg · m^{−3} , ϱ_2 = ϱ − ϱ_1 = 1,34 kg · m^{−3}.

3 body Také parciální tlaky slo¿ek urèíme u¿itím stavové rovnice:

p_1 = n^1RTV = m^1RTM_{m1}V = ϱ^1RTM_{m1} = pM^{m2} − ϱRT (M_{m2} − M_{m1}) = 68 kPa, p_2 = p − p_1 = 84 kPa.

2 body Poèty molekul v objemu V = 1 cm^3 jsou

N_1 = N_A ϱ^1VM_{m1} = 1,65 · 10^{19}, N_2 = N_A ϱ^2VM_{m2} = 2,02 · 10^{19}.

2 body b) Smìs se chová jako ideální plyn s jednoatomovými molekulami, jeho¿ molární hmotnost urèíme pomocí stavové rovnice:

M_m = mRTpV = ϱRTp = 23,8 · 10^{−3} kg · mol^{−1}.

Pøi izochorickém ohøátí je pøijaté teplo rovno pøírùstku vnitøní energie:

Q = ´U = 32 nR´T = 32 mM_m R´T = mcV ´t.

Z toho cV = 3R2M_m = 3p2ϱT = 524 J · kg^{−1} · K^{−1}. 3 body

3.a) Paralelnì spojené cívky se v obvodu chovají jako jediná cívka s indukèností L, která s kondenzátorem tvoøí kmitavý obvod, jeho¿ frekvence vlastních kmitù je f = 1 2p √ LC . (1)

Pøi vybíjení kondenzátoru pøes cívky bude na obou stejné okam¿ité napìtí

u = L_1 di_1 dt = L_2 di_2 dt = L d(i_1 + i_2) dt . (2)

Z toho plyne

d(i_1 + i_2) = uL dt = di_1 + di_2 = uL_1 dt + uL_2 dt ⇒ 1L = 1L_1 + 1L_2 ,

Celková indukènost je tedy L = L^1L^2L_1 + L_2 a obvod bude kmitat s frekvencí

f = 12p √ L_1 + L_2 CL_1L_2 = 178 Hz .

5 bodù b) Po pøipojení kondenzátoru k cívkám proudy v cívkách porostou a¿ do vybití kondenzátoru a pro jejich pøírùstky platí L_1di_1 = L_2di_2 .

Proto i pro amplitudy I_{1m}, I_{2m} proudù v cívkách platí

L_1I_{1m} = L_2I_{2m} . (3)

Ze zákona zachování energie plyne 1 2 CU^2 = 1 2 L_1I^2_{1m} + 1 2 L_2I^2_{2m} . (4)

Øeźením soustavy rovnic (3), (4) dostaneme

I_{1m} = U √ CL_2 L_1(L_1 + L_2) = 36 mA , I^{2m} = U √ CL_1 L_2(L_1 + L_2) = 9 mA .

5 bodù

4.a) Pro rùzné polohy pøedmìtu mù¿eme pøi gra˛cké konstrukci obrazu pou¿ívat tý¿ paprsek jdoucí vrcholem pøedmìtu rovnobì¿nì s optickou osou soustavy. Ten se po prùchodu první spojkou láme do jejího obrazového ohniska F^′_1 a po prùchodu druhou spojkou prochází vrcholem výsledného obrazu. Pøi posouvání pøedmìtu se mìní i poloha výsledného obrazu, ale jeho velikost se podle pøedpokladu úlohy nemìní. To znamená, ¿e uva¿ovaný paprsek jde po prùchodu druhou spojkou rovnobì¿nì s optickou osou soustavy a pøed dopadem na druhou spojkou prochází jejím pøedmìtovým ohniskem F_2 (obr. R1). Platí tedy F^′_1 ≡ F_2 , d = f_1 + f_2 .

Jedná se o teleskopickou soustavu. Z podobnosti trojúhelníkù vytvoøených uva¿ovaným paprskem, optickou osou a obìma èoèkami urèíme pøíèné zvìtźení výsledného obrazu β = y^{′′}y = − f^2f_1 .

Obr. R1 5 bodù b) Ze zobrazovací rovnice první spojky odvodíme

a^′_1 = a^1f^1 a_1 − f_1 .

Má-li být výsledný obraz skuteèný, nesmí obraz vytvoøený první spojkou le¿et mezi druhou spojkou a jejím pøedmìtovým ohniskem (jako napø. bod 1^′ na obr. R1). Obraz vytvoøený první spojkou nikdy nevznikne mezi ní a jejím obrazovým ohniskem. Jsou tyto mo¿nosti: 1) a^′_1 < 0 , pak 0 < a_1 < f_1 , 2) a^′_1 > d = f_1 + f_2 , pak

a_1 > f_1 , a_1f_1 > (f_1 + f_2)(a_1 − f_1) = a_1f_1 + a_1f_2 − f^2_1 − f_1f_2 , f_1 < a_1 < f^1(f^1 + f^2)f_2 .

3) a_1 = f_1. Pak a^′_1 → ∞, a_2 = f_2. Vznikne reálný obraz v obrazové ohniskové rovinì druhé èoèky.

Závìr: Aby vznikl reálný výsledný obraz. musí platit 0 < a_1 < f^1(f^1 + f^2)f_2 . 5 bodù

Jiné øeźení:

a) Obraz vytvoøený první spojkou je pøedmìtem pro druhou spojku (reálným nebo virtuálním). Platí

a^′_1 = a^1f^1 a_1 − f_1 , a^2 = d − a^{′1} .

Vyjádøíme pøíèné zvìtźení pøi zobrazení jednotlivými èoèkami a celou soustavou:

β_1 = − f^1a_1 − f_1 , β_2 = − f^2a_2 − f_2 ,

β = β_1β_2 = f^1f^2 (a_1 − f_1) ( d − a^1f^1

a_1 − f_1 − f^2

) = f^1f^2 a_1(d − f_1 − f_2) − df_1 + f_1f_2 .

Nemá-li celkové pøíèné zvìtźení záviset na a_1, musí být d − f_1 − f_2 = 0. Pak

d = f_1 + f_2 a celkové pøíèné zvìtźení je β = f^1f^2 − (f_1 + f_2)f_1 + f_1f_2 = − f_2 f_1 .

5 bodù b) Poloha výsledného obrazu je

a^′_2 = a^2f^2

a_2 − f_2 =

( d − a^1f^1

a_1 − f_1 ) f_2

d − a^1f^1

a_1 − f_1 − f^2 =

= [(f^1 + f^2)(a^1 − f^1) − a^1f^1]f^2 (f_1 + f_2)(a_1 − f_1) − a_1f_1 − f_2(a_1 − f_1) =

[a_1f_2 − f_1(f_1 + f_2)]f_2 − f^2_1 > 0 . Z toho a_1f_2 − f_1(f_1 + f_2) < 0 , a_1 < f^1(f^1 + f^2)f_2 .

5 bodù