Øeźení úloh regionálního kola 47. roèníku fyzikální olympiády. Kategorie B Autoøi úloh: M. Jareźová (1, 2, 3) M. Cvrèek a P. ľedivý (4)

1.a) Pro pohyb úlomkù platí zákon zachování hybnosti: mv_{01} + mv_{02} + mv_{03} = 0.

Proto¿e vźechny úlomky mají stejnou hmotnost, lze psát: v_{01} + v_{02} + v_{03} = 0.

Proto¿e platí |v_{01}| = |v_{02}| = |v_{03}| = v_0 svírají vektory rychlostí v_{01}, v_{02}, v_{03} mezi sebou úhly 120^∘ (obr. 1), a proto α = 30^∘. Po rozepsání do slo¿ek dostaneme: v_{01x} = 0; v_{02x} = v_0 cos 30^∘ = √ 3 2 v^0; v^{03x} = −v^0 cos 30^∘ = − √ 3 2 v^0;

v_{01y} = −v_0; v_{02y} = v_0 sin 30^∘ = v^02 ; v_{03y} = v_0 sin 30^∘ = v^02 . Pohyb úlomkù je pak mo¿no popsat pomocí rovnic: 1: y_1 = H − v_0t − 12gt^2,

2,3: y_{2,3} = H + v^02 t − 12 gt^2.

V okam¿iku dopadu 1. úlomku je y_1 = 0, v okam¿iku dopadu 2. a 3. úlomku je y_{2,3} = 0. Pak mù¿eme psát

0 = H − v_0T_1 − 1 2 gT^2_1 , (1)

0 = H + v_0 2 T_2 − 1 2 gT^2_2 . (2)

Z rovnice (1) vyjádøíme v_0 a dosadíme do rovnice (2). Dostaneme

v_0 =

H − 12gT^2_1 T_1 , H = gT_1T_2 2 · 2T_2 + T_1 2T_1 + T_2

. (3)

3 body b) Od rovnice (2) odeèteme rovnici (1). Dostaneme v_0 ( T_1 + T^22 ) + 12gT^2_1 − 12 gT^2_2 = 0, z èeho¿ v_0 =

T^2_2 − T^2_1 2T_1 + T_2 g (4)

2 body c) Úlohu vyøeźíme u¿itím zákona zachování mechanické energie. Pro ka¿dý úlomek platí

mgH + 12mv^2_0 = 12 mv^2_i , kde i = 1, 2, 3 je index pro ka¿dý úlomek.

Potom v_i = √ v^2_0 + 2Hg.

Vźechny tøi úlomky dopadnou na zem stejnì velkou rychlostí. 2 body d) Pøedstavme si, ¿e v okam¿iku exploze zaène z místa exploze padat volným pádem kulièka. Pokud bychom zaèali popisovat pohyb úlomkù vzhledem k neinerciální soustavì souøadnic spojené s kulièkou, mù¿eme øíci, ¿e se vźechny úlomky od této kulièky vzdalují stejnì velkou rychlostí v_0 danou vztahem (4) a tudí¿ mù¿eme øíci, ¿e vźechny úlomky le¿í v èasovém intervalu (0; T_1⟩ na kru¿nici se støedem ve støedu uva¿ované kulièky padající volným pádem, pro její¿ pohyb platí y = H − 12gt^2, polomìr kru¿nice je pak r = v_0t. 3 body Poznámka

Úlohu d) lze øeźit i analyticky. Obecnì lze psát pro vźechny tøi úlomky (α je úhel mìøený od osy x) x = v_0 cos αt, (5)

y = H + v_0 sin αt − 1 2 gt^2. (6)

Z rovnice (5) cos α = xv_0t , z rovnice (6) sin α = y + 12 gt^2 − H v_0t . Dále u¿itím vztahu cos^2 α + sin^2 α = 1 dostaneme

x^2 v^2_0t^2 + ( y + 12gt^2 − H

)_2

v^2_0 t^2

= 1,

x^2 + ( y + 12gt^2 − H

)_2 = (v_0t)^2,

co¿ je rovnice kru¿nice se støedem ( 0; H − 12 gt^2 ) a polomìrem r = v_0t.

2.a) Nejvìtźí mo¿né zkrácení pru¿in je ´l_{max} = l_0 − l_{min} = 0,15 m. Prostøední pru¿ina urèitì nemù¿e být zatí¿ena pokud h ≥ ´l_{max}. V opaèném pøípadì musí platit

mg ≤ 2kh, z èeho¿ h ≥ mg2k . (1) 2 body b) Nejprve vyźetøíme, zda jsou zatí¿eny jen dvì krajní pru¿iny, nebo vźechny tøi pru¿iny. Urèíme zkrácení obou krajních pru¿in pro dané hodnoty (pro pøípad bez prostøední pru¿iny). Dostaneme ´l^′ = 10 · 9,81

2 · 1,0 · 10^3 m = 0,049 m, ´l^′ > h.

Z toho vyplývá, ¿e budou zatí¿eny vźechny tøi pru¿iny. 1 bod Pak platí mg = 2k´l_1 + k(´l_1 − h), z èeho¿ ´l_1 = mg + kh3k . Pro dané hodnoty ´l_1 = 0,043 m. 3 body c) Nejprve urèíme u¿itím zákona zachování mechanické energie rychlost bloku v okam¿iku dopadu na horní konce krajních pru¿in. Dostaneme 1 2mv^2 = mgH, z èeho¿ v = √ 2Hg. Dále mù¿eme opìt pou¿ít zákon zachování mechanické energie pro celou soustavu. Ve výźce l_0 nad povrchem je E_{k2} = 12mv^2 = mgH, E_{p2} = 0.

V dolní poloze, pokud nedojde k zastavení bloku úplným stlaèením krajních pru¿in þnadorazß, je

E_{k3} = 0, E_{p3} = 2 · 12k(´l_2)^2 + 12 k(´l_2 − h)^2 − mg´l_2. Napíźeme zákon zachování mechanické energie pro tyto dvì polohy: mgH = k(´l_2)^2 + 12 k(´l_2 − h)^2 − mg´l_2.

Øeźením této kvadratické rovnice dostaneme

´l_2 = 13k [ kh + mg ± √ 2mgkh + 6mgkH − 2k^2h^2 + m^2g^2 ] . Pro dané hodnoty: ´l_2 = 13000(128 ± 268) m, význam má pouze kladné øeźení, tedy ´l_2 = 0,132 m < ´l_{max}. 4 body

3.a) Je-li klíè K zapnut, je mo¿no obvod pøekreslit tak, jak je znázornìno na obr. R1.

Obr. R1

Velikost odporu mezi body Y , Z je dána vztahem:

R_{Y Z} = RR^3

R + R_3 .

Velikost odporu mezi body XZ je dána vztahem:

R_{XZ} = R_2 + R_{Y Z} = R_2 + RR^3R + R_3 ,

R_{XZ} = (R^2 + R^3)R + R^2R^3 R + R_3 .

Pro pomìr napìtí pak platí:

U_S U = U_{Y Z} U_{XZ} = R_{Y Z} R_{XZ} = RR_3 R + R_3 (R_2 + R_3)R + R_2R_3 R + R_3

= RR^3 (R_2 + R_3)R + R_2R_3 .

Napìtí na spotøebièi je pak dáno vztahem U_S = RR^3 (R_2 + R_3)R + R_2R_3 U.

Pro dané hodnoty:

U_S = 90{R} 270{R} + 180 · 90 U = {R} 3({R} + 60) U. (1) 3 body b) Je-li klíè K vypnut, mù¿eme schéma

z obr. 5 pøekreslit tak, jak je znázornìno na obr. R2. Pak mù¿eme psát

R_{XY} = (R^1 + R)R^2

R_1 + R_2 + R ,

R_{XZ} = R_{XY} +R_3 = (R^1 + R)R^2 R_1 + R_2 + R +R^3.

Obr. R2

R_{XZ} = R^1R^2 + R^1R^3 + R^2R^3 + (R^2 + R^3)R R_1 + R_2 + R .

Pro pomìr napìtí pak platí

U_{XY} U = U_{XY} U_{XZ} = R_{XY} R_{XZ} = R_1R_2 + RR_2 R_1R_2 + R_1R_3 + R_2R_3 + (R_2 + R_3)R , z èeho¿ U_{XY} = R^1R^2 + RR^2 R_1R_2 + R_1R_3 + R_2R_3 + (R_2 + R_3)R U.

Dále pak mù¿eme psát U^′_S U_{XY} = R R_1 + R .

U^′_S = RR_1 + R U_{XY} = RR_1 + R (R^1 + R)R^2 R_1R_2 + R_1R_3 + R_2R_3 + (R_2 + R_3)R U, U^′_S = RR^2 R_1R_2 + R_1R_3 + R_2R_3 + (R_2 + R_3)R U.

Pro dané hodnoty: U^′_S = 2{R} 3(150 + {R}) U. (2) 4 body c) Dle zadání má platit U_S = U^′_S.

Po dosazení vztahù (1) a (2) do výźe uvedeného vztahu dostaneme {R} 3({R} + 60) U = 2{R} 3(150 + {R}) U, po úpravì 150 + {R} = 2({R} + 60), z èeho¿ R = 30 ˙.

Po dosazení do vztahu (1) nebo (2) dostaneme U_S = U^′_S = 6 V. 3 body

4.a) Rychlost vody pøi výstupu z trysky urèíme pomocí Torricelliho vzorce: v = √ 2gh_e = √ 2gkh = 74,4 m · s^{−1} .

Objemový prùtok je

Q_V = Sv = pd^2v4 = 0,286 m^3 · s^{−1} . 3 body b) Úèinnost turbíny bude nejvìtźí, jestli¿e voda pøi styku s lopatkami ztratí veźkerou kinetickou energii a bude je opouźtìt s nulovou rychlostí vzhledem k zemi. Dopadá-li voda rychlostí v na lopatku, která se pohybuje rychlostí u, je relativní rychlost vody vzhledem k lopatce v − u. Na lopatce se relativní rychlost vody zmìní na opaènou −(v −u). Rychlost vody opouźtìjící lopatku vzhledem k zemi je u + [−(v − u)] = 2u − v. Má-li být nulová, musí platit u = v2 . Støedy lopatek musejí obíhat po kru¿nici o polomìru

R = u2pf = v4pf = √ 2gkh 4pf = 0,59 m . 4 body c) Výkon turboalternátoru je roven souèinu kinetické energie vody, která dopadne na turbínu za 1 sekundu, násobené úèinností turboalternátoru.

P = η · 12Q_mv^2 = ηϱpd^2v^38 = ηϱpd^2 (√ 2gkh )_3

8 = 630 kW . 3 body