Øeźení úloh 1. kola 46. roèníku fyzikální olympiády. Kategorie B

Autoøi úloh: I. Èáp (6), M. Jareźová (1), L’ Konrád (2), P. ľedivý (3, 4, 5) a B. Vybíral (7). Koneèná úprava P. ľedivý

1. a) Tìlísko opustí kouli v místì, kde bude výslednice normálového a teèného zrychlení rovna g .

Obr. R1

Dle obr. R1 platí an = v^2R = g cos φ, z èeho¿

cos φ = v^2Rg . Ze zákona zachování mechanické energie urèíme v^2 = 2hg. Po dosazení do vztahu pro cos φ dostaneme cos φ = 2hR . Dále dle obr. R1 platí

cos φ = R − h R , 2h R = R − h R ,

z èeho¿ h = R3 , cos φ = 23 . Pro b potom platí

b = R sin φ = R √ 1 − cos^2 φ = √ 5 3 R. Tìlísko opustí kouli ve vodorovné vzdálenosti b = √ 5 3 R = 0,75 m v hloubce h = R3 = 0,33 m od místa, kde zaèal jeho pohyb. 3 body b) Pohyb od bodu A pokraèuje jako vrh źikmý dolù s poèáteèním úhlem φ (obr. R2).

Obr. R2

Bod A zvolíme za poèátek soustavy souøadnic. Pak bude platit x = vt cos φ, y = vt sin φ + 1 2 gt^2. Po dosazení z úlohy a) x = 2 3 √ 2 3 Rg · t, (1)

y = √ 5 3 √ 2 3 Rg · t + 1 2 gt^2. (2)

V bodì dopadu 5 3 R = √ 5 3 √ 2 3 Rg · t + 1 2 gt^2. (3)

Rovnici (3) upravíme na tvar

3gt^2 + 2 √ 10 3 Rg · t − 10R = 0. Dostaneme kvadratickou rovnici, vyhovuje pouze kladné øeźení t = 1 6 (√ 400 3 − 2 √ 10 3 ) √ R g = 1 3 (√ 10 − 1 ) √ 10R 3g . (4)

Vztah (4) dosadíme do (1). Po úpravì dostaneme x = 127 (20 √ 2 − 4 √ 5)R. Vodorovná vzdálenost místa dopadu tìlíska od místa dotyku koule s vodorovnou rovinou pak bude L = √ 5 3 R + 1 27 (20 √ 2 − 4 √ 5)R = 5 27 (4 √ 2 + √ 5)R. Pro dané hodnoty L = 1,462 m. 5 bodù c) Rychlost dopadu je dána vztahem v = √ v^2 cos^2 φ + (v sin φ + gt)^2.

Po dosazení za t ze vztahu (4), v = √ 2 3 Rg, cos φ = 2 3 , sin φ = √ 5 3 a úpravì vzniklého vztahu dostaneme v = 2 √ Rg. Pro dané hodnoty v = 6,26 m·s^{−1}.

Jiné øeźení: je mo¿no pou¿ít zákona zachování mechanické energie pro nejvyźźí a nejni¿źí polohu tìlíska. Dostaneme v = √ 2 · 2Rg = 2 √ Rg jako v pøedchozím postupu. 2 body

2. a) Pøi srá¿ce koule se sloupkem je splnìn zákon zachování momentu hybnosti vzhledem k ose O a zákon zachování mechanické energie (dokonale pru¿ná srá¿ka): Mvx = Jω0 , 1 2 Mv^2 = 1 2 Jω^2_0 ,

kde v je velikost rychlosti koule tìsnì pøed nárazem, ω0 je úhlová rychlost otáèivého pohybu sloupku okolo osy O tìsnì po nárazu a J je moment setrvaènosti sloupku vzhledem k ose O. S pou¿itím Steinerovy vìty dostaneme

J = 13 m(a^2 + h^2) .

Z uvedených rovnic vyjádøíme podmínku pro výźku nárazu x = √ J M = √ m(a^2 + h^2) 3M . 4 body Musí ovźem platit x ≤ h. Z toho plyne podmínka øeźitelnosti úlohy a): M m ≥ a^2 + h^2

3h^2 . 1 bod b) Ze zákona zachování mechanické energie urèíme kinetickou energii koule tìsnì pøed nárazem Ek = Mgl(1 − cos α). Pøi otoèení do labilní polohy získá sloupek potenciální energii

Ep = mg √( a 2 )_2 + ( h 2 )_2 − h 2 = mg 2 (√ a^2 + h^2 − h ) .

Aby doźlo k pøevrácení sloupku, musí platit Ek > Ep. Z toho

1 − cos α > m (√ a^2 + h^2 − h ) 2Ml , cos α < 1 − m (√ a^2 + h^2 − h ) 2Ml . 4 body Musí ovźem platit α < 90^∘, tj. cos α > 0. Z toho plyne podmínka øeźitelnosti úlohy b): m (√ a^2 + h^2 − h ) 2Ml < 1 ⇒ l > m 2M (√ a^2 + h^2 − h ) . 1 bod

3. a) Z Hookova zákona a z Pythagorovy vìty pro ´ABC (obr. R3) plyne

l1 − l0 = σ1 E l0 = 2 √( l0 2 )_2

+ y^2_1 − l0 2 = l_0 √ 1 + ( 2y1 l0 )_2 − l0 ≈

≈ l0 ( 1 + 2y^2_1 l^2_0 − 1 ) = 2y^2_1 l0 . Z toho y1 ≈ l0 √ σ1 2E = 7,4 cm .

Obr. R3

Z podobnosti trojúhelníkù ABC a A^′BC^′ dostaneme FG 2F1 = y1 l1 2 ≈ y1 l0 2 , FG = m1g ≈ 4F1 l0 y1 ≈ 4σ1S l0 · l0 √ σ1 2E ,

m1 = S g √ 8σ^3_1 E = 9,03 kg .

5 bodù b) Obdobnì jako v èásti a) dostaneme FG = mg ≈ 4F l0 y pro ka¿dé 0 < y < y1

a také 2y^2 l0 ≈ F l0 ES , tj. F ≈ 2y^2ES l^2_0 . Proto mg ≈ 4 · 2y^2ES l^3_0 y , y^3 ≈ mgl^3_0 8ES , y ≈ l0^3 √ g 8ES ·^3 √ m . Po dosazení èíselných hodnot {y} ≈ 0,0355^3 √ {m} (viz graf na obr. R4).

Obr. R4 5 bodù

4. a) Vyjdeme ze vztahù

T^2_1 = 4p^2 m1 k , T^2_2 = 4p^2 m1 + m2 k . Odeètením a úpravou dostaneme

T^2_2 − T^2_1 = 4p^2 m2 k , k = 4p^2m2 T^2_2 − T^2_1

= 20,2 N · m^{−1} .

Miska má hmotnost

m1 = kT^2_1 4p^2 = m2T^2_1 T^2_2 − T^2_1

= 1,15 kg .

4 body b) Amplituda kmitù po uvolnìní záva¿í je stejná jako zmìna rovnová¿né polohy vyvolaná tíhou záva¿í: ym = m2g k = g ( T^2_2 − T^2_1 ) 4p^2

= 0,49 m .

2 body c) Na záva¿í pùsobí bìhem pohybu výslednice tíhové síly FG a reakce misky R. Platí

F = m2a = FG + R .

Z toho urèíme tíhu záva¿í

G = −R = FG − m2a .

Její velikost je G = m2g + m2a = m2(g + a) , kde a je souøadnice zrychlení, která nabývá støídavì kladných a záporných hodnot. Proto¿e pohyb zaèíná v horní krajní poloze, platí a = −ω^2y = −ω^2ym cos ωt , G = m2g − m2ω^2ym cos ωt = m2g ( 1 − T^2_2 − T^2_1

T^2_2 cos 2pt T2 ) . Nejvìtźí a nejmenźí velikost tíhy jsou v pomìru Gmax Gmin = 1 + T^{22} − T^{21} T^2_2

1 − T^{22} − T^{21} T^2_2 = 2T^2_2 − T^2_1 T^2_1

= 2,7 .

4 body

5. a) Kondenzátory se nabijí na napìtí U nábojem Q = CU. Oznaème proudy ve vìtvích 1{2 a 1{3 podle obr. R5. Bìhem nabíjení kondenzátorù je na obou rezistorech stejné napìtí. Proto i1 = 2i2. Oznaème Q1 náboj, který projde rezistorem o odporu R, a Q2 náboj, který projde rezistorem o odporu 2R a Q3 náboj, který proźel vìtví 2{3. Platí Q1 = 2Q2 , Q1 + Q2 = 2Q .

Øeźením této soustavy rovnic je Q1 = 43 Q , Q2 = 23 Q .

Do uzlu 2 tedy byl rezistorem o odporu R pøiveden náboj Q1 = 43 Q, ale konden-

zátor pøijal jen náboj Q. Rozdíl, tj. náboj Q3 = 13 Q = 13 UC, pøeźel do uzlu 3. 3 body

Obr. R5 Obr. R6 b) V druhém pøípadì oznaèíme proudy procházející rezistory podle obr. R6. Souèet napìtí na rezistorech o odporu R je roven napìtí na rezistoru o odporu 2R. Z toho Ri1 + Ri3 = 2Ri2 ⇒ i1 + i3 = 2i2 → Q1 + Q3 = 2Q2 Øeźením soustavy rovnic

Q1 + Q3 = 2Q2 , Q1 − Q3 = Q = CU , Q2 + Q3 = Q = CU

dostaneme Q3 = Q4 = CU4 . 4 body c) Bìhem nabíjení kondenzátorù vykoná zdroj v obou pøípadech elektrickou práci Wz = 2UQ = 2CU^2, ale kondenzátory získají energii 2EC = 2 · 12 CU^2 = CU^2. Rozdíl, tj. Qj = CU^2, spotøebují rezistory jako Joulovo teplo. 3 body

7. a) Oznaèíme-li mHe hmotnost helia v balónku a mv0 hmotnost vzduchu vytlaèeného balónkem ve výźce h = 0, bude podle Archimedova zákona a podle druhého pohybového zákona platit

(mHe + mb) a0 = (mv0 − mHe − mb) g ⇒ a0 = m^{v0} − m^{He} − m^bm_{He} + m_b g .

Hmotnosti plynù urèíme ze stavové rovnice:

mv0 = p^{a0}V^0M^m

T0R = 8,76 · 10^{−3} kg ,

mHe = p^0V^0M^{′m}

T0R = 1,23 · 10^{−3} kg .

Pak a0 = 8,76 − 1,23 − 2,5 1,23 + 2,5 · 9,81 m · s^{−2} = 13,2 m · s^{−2}. 2 body b) Mezi objemem a pøetlakem platí pøímá úmìrnost. Proto mù¿eme pro výźky h = 0 a h psát

V0 = k(p0 − pa0) , V = k(p − pa). Z toho VV_0 = p − p^ap_0 − p_{a0} .

Tlak p helia ve výźce h, kde balónek praskne, vyjádøíme podle Boylova zákona a atmosférický tlak pa v té¿e výźce podle barometrické rovnice:

p = p0 V^0V , pa = pa0e^− M_m RT_0 gh . Pak V V0 = p0 V^0V − pa0e^− M_m RT_0 gh p0 − pa0 , V V0 = α , α (p0 − pa0) = p^0α − pa0e^− M_m RT_0 gh , e− M_m RT_0 gh = α − ( α − 1α ) p_0 pa0 , h = − RT^0M_mg ln [ α − ( α − 1α ) p_0 pa0 ] = 10 400 m . 5 bodù c) Aby balónek vùbec vystoupil do výźky h urèené v èásti b), musí podle Archimedova zákona pro hmotnost mv vzduchu vytlaèeného balónkem v této výźce platit mv ≥ mHe + mb.

mv = p^aV M^m T0R = pa0αV0Mm T0R e − M^mRT_0 gh = p^{a0}αV^0M^m T0R [ α − ( α − 1α ) p_0 pa0 ] . V naźem pøípadì mv = 7,68 g > 3,73 g = mHe + mb . Aby vyźlo h > 0, musí pro argument pøirozeného logaritmu platit 0 < α − ( α − 1α ) p_0 pa0 < 1 . V naźem pøípadì α − ( α − 1α ) p_0 pa0 = 0,2922. Podmínka je tedy splnìna. 3 body