Øeźení úloh 1. kola 45. roèníku fyzikální olympiády. Kategorie B Autoøi úloh: M. Randa (1, 2, 3, 4), J. Jírù (5), K. Rauner (6) a M. Jareźová (7) Koneèná úprava P. ľedivý

1. a) Na puk pùsobí ve smìru naklonìné roviny pohybová slo¿ka tíhové síly F1 = = mg sin α a tøecí síla Ft = fmg cos α = kxmg cos α. Výslednice tìchto sil mu udìlí teèné zrychlení a = g(sin α − kx cos α) .

Nejvìtźí rychlosti dosáhne puk v místì, kde bude zrychlení nulové, tedy ve vzdálenosti x1 = tg αk . 2 body Rychlost v tomto místì urèíme ze zákona zachování energie: mgx1 sin α = F tx1 + 12 mv^2 ,

kde F t = 12 kx1mg cos α je støední velikost tøecí síly na dráze x. Po úpravì

v = √ 2gx1 sin α − kgx^2_1 cos α = sin α √ g k cos α . 3 body b) Puk se zastaví ve vzdálenosti x^′, kterou opìt urèíme ze zákona zachování energie:

mgx^′ sin α = 1 2 kx^′mg cos α · x^′ x^′ = 2 tg α k . 2 body c) Nejvyźźí poloha, ve které mù¿e puk zùstat le¿et poté, co sem dojede zdola, je x1 = tg αk . Oznaème x0 hledanou vzdálenost zará¿ky od vrcholu. Podle zákona zachování energie dostaneme:

mgx1 sin α = 1 2 kx0mg cos α · x0 + 1 2 k(x1 + x0)mg cos α · (x0 − x1) .

x0 = √ 3 2 · tg α k = √ 3 2 · x1 . 2 body

2. a) Proto¿e jde o lineární závislost, platí p = aV + b, kde a < 0, b > 0 jsou konstanty.

Øeźením soustavy rovnic pA = aVA + b , p^A8 = 4,5aVA + b dostaneme a = − p^A4V_A , b = 54 pA . Z toho p = p^A4V_A (5VA − V ) .

Teplotu urèíme ze stavové rovnice (R je molární plynová konstanta): T = pV nR = p^A 4VAnR · (5VAV − V^2) . Jedná se o kvadratickou funkci s konkávním grafem (obr. R1). Plyn bude mít maximální teplotu pøi objemu V1 = 2,5VA. Platí

Tmax = 25 pAVA 16nR , TA = pAVA nR , TB = 9 pAVA 16nR .

Obr. R1 4 body b) Práci vykonanou pøi dìji A -X vypoèítáme z p -V diagramu:

W^′ = 1 2 (pA + p)(V − VA) = . . . = − p^A 8VA · V^2 + 5 pA 4 · V − 9 pAVA 8 . Vnitøní energie plynu se zmìní o

´U = 3 2 nR(T − TA) = . . . = 3 pA 8VA (−V^2 + 5VAV − 4V^2_A)), .

Dodané teplo urèíme z prvního termodynamického zákona:

Q = ´U +W^′ = pA 8VA (−4V^2+25VAV −21V^2_A ) = p^A 2VA [ 289V^2_A 64 − ( V − 25 VA 8 )_2] . 3 body c) Hledaný objem V2 odpovídá maximu funkce Q(V ), tedy V2 = 258 VA = 3,125VA. 1 bod d) Pøi dìji VA → V1 je plynu dodáváno teplo, plyn koná práci a jeho teplota a vnitøní energie se zvìtźuje.

Pøi dìji V1 → V2 je plynu dodáváno teplo, plyn koná práci, ale jeho teplota a vnitøní energie se zmenźuje.

Pøi dìji V2 → VB je plynu odebíráno teplo, plyn koná práci a jeho teplota a vnitøní energie se zmenźuje. 2 body

3. a) A¿ do okam¿iku odpoutání destièky se záva¿í pohybuje rovnomìrnì zrychleným pohybem a pùsobí na nìj kromì tíhové síly FG a síly pru¿iny Fp také reakce destièky R. Platí ma = FG − Fp − R = mg − kh − R , R = m(g − a) − kh . V hloubce h1 je R = 0. Z toho h1 = m(g − a)k = 0,0981 m .

Dále platí h1 = 12 at^2_1 , t1 = √ 2h1 a = √ 2m(g − a) ka = 0,200 s . 2 body b) Pro úhlovou frekvenci a periodu kmitù platí ω = √ k m = 7,07 s^{−1} , T = 2π √ m k = 0,889 s .

V rovnová¿né poloze platí mg = kh0. Z toho h0 = mgk = 0,196 m. Celkovou energii kmitavého pohybu mù¿eme urèit z pohybového stavu v èase t1,

kdy se záva¿í pohybuje rychlostí v1 = at1 = √ 2ma(g − a) k . Platí 1 2 kA^2 = 1 2 mv^2_1 + 1 2 k(h1 − h0)^2 = m^2a(g − a) k + k 2 ( m(g − a) k − mg k )_2 . Po úpravì dostaneme A = mk √ 2ag − a^2 = 0,170 m , vm = ωA = √ m k (2ag − a^2) = 1,20 m · s^{−1} . 3 body c) Prùbìh rovnomìrnì zrychleného pohybu v èasovém intervalu ⟨0, t1⟩ popisují funkce

v = at, h = 12 at^2. Kmity popisují funkce

h − h0 = A sin[ω(t − t1) + φ1] , v = vm cos[ω(t − t1) + φ1] .

(Smìr dolù jsme zavedli jako kladný.) Fázi φ1 v èase t1 urèíme z pohybového stavu v èase t1. Platí h1 − h0 = A sin φ1 , v1 = Aω cos φ1 .

Po dosazení z pøedchozích vztahù dostaneme

tg φ1 = (h^1 − h^0)ω v1 = − mak · √ k m √ 2ma(g − a) k = − a √ 2a(g − a) = − √ a 2(g − a) = − 1√ 2 ,

φ1 = −0,615 rad = −35,3^∘ .

Závislost hloubky záva¿í a jeho okam¿ité rychlosti na èase bìhem kmitání popisují pro dané hodnoty velièin funkce

{h} = 0,1962 + 0,170 sin(7,07{(t − t1)} − 0,615) ,

{v} = 1,20 cos(7,07{(t − t1)} − 0,615) .

5 bodù

4. Veźkeré numerické výpoèty byly provedeny v pøilo¿ené tabulce EXCELu.

a) Pára v nádobì splòuje stavovou rovnici pV0 T = mpR Mm , kde mp je hmotnost páry, Mm = 18,0 · 10^{−3} kg · mol^{−1} je molární hmotnost vody a R je molární plynová konstanta. Hmotnost sytých vodních par pøi absolutní teplotì T urèíme pomocí vztahu

mp = psV0Mm RT , kde ps je tlak sytých vodních par uvedený v druhém sloupci tabulky. Výpoèet provedeme ve tøetím sloupci tabulky. A¿ do vypaøení veźkeré vody bude platit mp < m a tlak p v nádobì, který zapisujeme do 4. sloupce, je roven tlaku ps. Pøi teplotì 90^∘C hmotnost mp ve 3. sloupci pøekroèí hmotnost veźkeré vody m. To znamená, ¿e pára v nádobì u¿ nebude sytá a pøi výpoètu jejího tlaku ve 4. sloupci tabulky pou¿ijme vztah p = mRT MmV0 . 3 body b) Proto¿e tlaková síly sytých par na píst pøi teplotì 20^∘C je vìtźí ne¿ tíha pístu, je u¿ ve výchozím stavu pru¿ina ponìkud stlaèena. Zvýźíme-li teplotu, zvìtźí se tlaková síla par a píst se zvedne do výźe h, pøièem¿ platí (p − p20)S = kh , h = (p − p^{20})Sk . Objem nádoby se zvìtźí podle vztahu V = V0 + Sh = V0 + (p − p^{20})S^2k .

A¿ do vypaøení veźkeré vody bude platit mp < m a tlak p v nádobì, který zapisujeme do 6. sloupce, je roven tlaku ps. Hmotnost syté páry v nádobì vypoèítáme v 5. sloupci tabulky podle vztahu

mp = psV Mm RT = psMm [ V0 + (p^s − p^{20})S^2 k ]

RT . Pøi teplotì 70^∘C vychází hmotnost syté páry vìtźí ne¿ je hmotnost veźkeré vody v nádobì. Pára u¿ není sytá a její tlak urèíme øeźením rovnice p = mRT MmV = mRT Mm [ V0 + (p − p^{20})S^2 k ] .

Po úpravì S^2 k p^2 − ( V0 − S^2p20 k ) p − mRT Mm = 0 , p = − V0 + S^2p^{20}k ± √( V0 − S^2p^{20}k

)_2 + 4S^2mRT kMm 2S^2 k , kde znaménko minus nevyhovuje proto¿e vede k záporným tlakùm. Podle tohoto vzorce dopoèítáme 6. sloupec tabulky.

Zbývá urèit závislost objemu nádoby na teplotì. Výpoèet v sedmém sloupci tabulky provedeme v celém teplotním rozsahu podle vzorce

V = V0 + (p − p^{20})S^2k . � � �fffiflffi fflıȷ`´ ˇ˘¯˚¸ 5 bodù

c) Grafy závislosti tlak na teplotì jsou na obr. R2. 2 body

� �ff fiflffifflıȷ Obr. R2

5. a) Kabel a varná konvice jsou dva sériovì spojené spotøebièe o odporech Rv a R = U^2_j Pj . (1)

Obvodem prochází proud I = U^0R + R_v = UR . Pou¿itím vztahu (1) dostaneme U = R R + Rv U0 =

U^3_0 U^2_0 + RvPj

= 220 V . (2)

Skuteèný pøíkon konvice je P = U^2R . S u¿itím vztahù (1) a (2) dostaneme P = U^4_0 Pj (U^2_0 + PjRv)^2

= 1 830 W . (3)

3 body b) Výkon odebíraný ze sítì je Ps = U^{20}R + R_v . U¿itím vztahu (1) dostaneme

Ps =

U^2_0 Pj U^2_0 + PjRv

= 1913 W . (4)

Ztrátový výkon ve vedení je Pv = Ps − P . Dosazením z (3) a (4) a úpravou dostaneme Pv =

U^2_0 P^2_j Rv (U^2_0 + PjRv)^2

= 83 W . (5) 3 body c) Grafy (obr. R3) sestrojíme na základì vztahù (3), (4) a (5), v nich¿ konstantní odpor vedení Rv nahradíme odporem

R^′_v = 1 l0 Rv = 1 ,2˙ 60 m

· l = 0,02˙ m · l . Hodnoty pro sestrojení grafù jsou v tabulce:

l/m 0 60 200 400 800 1200 1600 2000 P /W 2000 1830 1509 1179 776 550 410 317 Ps/W 2000 1913 1737 1536 1246 1049 905 796 Pv/W 0 83 228 357 470 499 495 479 3 body d) Pro ¿árovku vychází hodnoty

U^′ = 229,5 V , P^′ = 99,5 W , P^′_s = 99,8 W , Pv = 0,23 W .

1 bod

Obr. R3

6. V následujících tabulkách a grafech zpracovaných EXCELem jsou zachyceny výsledky mìøení na termistoru NTC o jmenovitém odporu 2,2 k˙ s dovoleným pøíkonem 0,25 W. Regresní vzorec z prvního grafu, který vyjadøuje teplotu termistoru jako funkci jeho odporu, byl pou¿it v posledním øádku druhé tabulky pøi urèení rozdílu teploty termistoru a teploty okolí.� �ff fiflffifflıȷ � �ff fiflffifflıȷ `´ˇ˘¯˚ �^{Z regresního vzorce druhého grafu je zøejmé, ¿e zvýźení teploty ter-}

mistoru je témìø pøesnì pøímo úmìrné jeho pøíkonu. Regresním výpoètem pomocí maticového vzorce dostaneme tøetí tabulku, ze které vyèteme, ¿e zatì¿ovací konstanta daného termistoru má hodnotu D = (5,19 ± 0,06) mW/K.

Poznámka: Pou¿ití EXCELu v podobných úlohách podrobnì vysvìtluje studijní text TEPLOTNÍ ZÁVISLOSTI FYZIKÁLNÍCH VELIÈIN (Knihovnièka FO è. 51).

7. a) Obvod pøekreslíme dle obr. R4, pak provedeme trans˛guraci dle obr. R5.

Obr. R4 Obr. R5 Nové náhradní schéma:

Obr. R6

Po trans˛guraci:

R10 = R2R3 R1 + R2 + R3

= 10 ˙ ,

R20 = R1R3 R1 + R2 + R3

= 5 ˙ ,

R30 = R1R2 R1 + R2 + R3

= 10 3 ˙ .

Celkový odpor sítì rezistorù R1 a¿ R5 je

R = R30 + (

R20 + R4)(R10 + R5) R20 + R4 + R10 + R5

= 610 21 ˙ .= 29 ˙ .

Zdroj dodává do obvodu proud I = U0 R + Ri = 126 143 A .= 0,88 A ,

který se rozdìluje v pomìru I^5I_4 = R^4 + R^{20}R_5 + R_{10} = 4560 . Rezistorem R5 prochází proud I5 = I · R4 + R20 R4 + R20 + R5 + R10

= 54 143 A .= 0,38 A .

Na svorkách zdroje a na rezistoru R5 jsou napìtí

U = RI = 3660 143 V .= 25,6 V , U5 = R5I5 = 2700 143 V .= 18,9 V .

3 body b) Øeźení pomocí Kirchho¸ových zákonù Uzly (po øadì B, C, D):

I2 − I3 − I5 = 0 I1 + I3 − I4 = 0 I4 + I5 − I = 0 Smyèky (po øadì ADEF , AGBC, BHDC): R1I1 + R4I4 + RiI − U0 = 0 R2I2 + R3I3 − R1I1 = 0 R5I5 − R4I4 − R3I3 = 0 Obr. R7

Po vhodném dosazení proudù do rovnic pro smyèky dostaneme: R1(I − I5 − I3) + R4(I − I5) + RiI − U0 = 0 R2(I3 + I5) + R3I3 − R1(I − I3 − I5) = 0 R5I5 − R4(I − I5) − R3I3 = 0 Po dosazení konkrétních hodnot odporù jednotlivých rezistorù a úpravì dostaneme:

11I − 2I3 − 10I5 = 6 −I + 6I3 + 3I5 = 0 −4I − 3I3 + 9I5 = 0 První rovnici vynásobíme tøemi a pøièteme k ní druhou rovnici, tøetí rovnici vynásobíme dvìma a rovnì¿ k ní pøièteme druhou rovnici. Dostaneme soustavu dvou rovnic o dvou neznámých: 32I − 27I5 = 18 −9I + 21I5 = 0

Øeźením této soustavy dostaneme: I = 126143 A .= 0,88 A, I5 = 54143 A .= 0,38 A. Napìtí na rezistoru R5 pak je U5 = R5I5 .= 18,88 V. Napìtí na svorkách zdroje je U = U0 − RiI .= 25,6 V. Celkový odpor sítì je R = U^0I − Ri .= 29 ˙. 4 body

Poznámka: soustavu rovnic lze øeźit rùznými zpùsoby, pro úplnost kontroly uvedeme jeźtì dalźí proudy: I1 = 78143 A, I2 = 48143 A, I3 = − 6143 A, I4 = 72143 A.

c) Øeźení metodou smyèkových proudù provedeme podle obr. R8: R1(Ib − Ia) + R4(Ib − Ic) + RiIb − U0 = 0 R3(Ic − Ia) + R5Ic + R4(Ic − Ib) = 0 R2Ia + R3(Ia − Ic) + R1(Ia − Ib) = 0

Obr. R8

Po dosazení konkrétních hodnot odporù rezistorù dostaneme

−10Ia + 55Ib − 40Ic − 30 = 0 −30Ia − 40Ib + 120Ic = 0 60Ia − 10Ib − 30Ic = 0 Øeźením této soustavy dostaneme: Ia = 48143 A, Ib = 126143 A, Ic = 54143 A. Potom I = Ib = 126143 A .= 0,88 A, I5 = Ic = 54143 A, U5 = R5I5 .= 18,88 V. 3 body