Øeźení úloh 1. kola 45. roèníku fyzikální olympiády. Kategorie D Autoøi úloh: J. Jírù (1, 3, 4, 5, 7), I. Volf (2), V. Vícha (6)

1. Oznaème s dráhu ura¿enou jedním smìrem, pro prvního cyklistu t1 dobu jízdy nahoru, t2 dobu jízdy dolù a t celkovou dobu jízdy, pro druhého cyklistu analogicky t^′_1 dobu jízdy nahoru, t^′_2 dobu jízdy dolù a t^′ celkovou dobu jízdy. a) Platí vp = 2s t1 + t2 = 2s s v1 + s v2 = 2v1v2 v1 + v2

= 23,70 km � h^{−1} .

3 body b) Platí

v^′_2 = s t^′ � t^′_1 = s 2s v^′_p � s v^′_1 = v^′_1v^′_p 2v^′_1 � v^′_p

= 47,02 km � h^{−1} .

Jiná mo¿nost øeźení: Pou¿ít výsledek úlohy a), z nìj vyjádøit v2 a vźechny rychlosti þopatøit èárkouß. 3 body c) Pro prvního cyklistu platí t1 t2 = s v1 s v2 = v2 v1 = 2,72 ,

pro druhého cyklistu analogicky t^{′1}t_{′2} = v^{′2}v_{′1} . Dosazením výsledku úlohy b) dostaneme t^′_1 t^′_2 = v^′_p 2v^′_1 � v^′_p

= 2,95 .

4 body

2. a) Z rovnic vm1 = a1t1, s1 = 12 a1t^2_1 pro první bìh plyne

vm1 = 2s1 t1 = 8,0 m�s^{−1} .

Èas dosa¿ený na celé dráze pøi prvním bìhu je

tk1 = t1 +

s � s1_{vm1 =} s + s1_{2s1 t1 = 17,0 s .}

Analogicky pro druhý bìh

vm2 = 2s2 t2 = 8,6 m�s^{−1} , tk2 = s + s2 2s2 t2 = 15,2 s .

4 body b) Pøi tøetím bìhu platí

s � s3 = vm3(tk3 � t3) = vm3^(tk3 �^{2s3}_{vm3}^) = vm3tk3 � 2s3 ,

vm3 = s + s3 tk3 = 10,8 m�s^{−1} .

2body c) K sestrojení grafù (obr. R1) je nutné dopoèítat èas

t3 = 2s3 s + s3 tk3 = 5,5 s .

Zbývající velièiny t1, t2, tk1, tk2, tk3, vm1, vm2 a vm3 u¿ známe. 3 body

Obr. R1

d) Zrychlení pøi rozbíhání pøi jednotlivých pohybech jsou

a1 = vm1 t1 = 0,89 m�s^{−2} a2 = vm2 t2 = 1,2 m�s^{−2} a3 = vm3 t3 = 2,0 m�s^{−2} .

1 bod

3. a) Vyjdeme z obr. R2. Podle pozorovatele ve vzta¿né soustavì otáèející se s obíhající koulí je síla F , která napíná lanko, výslednicí tíhové síly FG a setrvaèné odstøedivé síly Fo. Platí F = FG cos α = mg cos α

= 2mg = 51 N .

2 body

Obr. R2

b) Odstøedivá síla Fo má velikost

Fo = mv^2 r = mv^2 l sin α

= FG tg α = mg sin α cos α . Z toho

v^2 = lg sin^2 α cos α = 3gl 2 , v = √ lg sin^2 α

cos α = √ 3gl 2 = 6,16 m�s^{−1} .

3 body c) Souèasnì platí Fo = m 4π^2r T^2 = 4mπ^2l sin α

T^2 = mg tg α = mg sin α cos α . Z toho T = 2π √ l cos α g = π √ 2l g = 2,28 s .

2 body d) Pohybující se koule má vùèi pùvodní poloze celkovou mechanickou energii

E = Ep + Ek = mgh + 1 2 mv^2 = mgl(1 � cos α) + 1 2 mlg sin^2 α cos α =

= mgl ( 1 � cos α +^{sin2 α}_{2 cos α}^) =^5_4 mgl = 82 J .

3 body

4. a) Ze zákona zachování hybnosti plyne pro izolovanou soustavu krabièka a diabola

mv = (m + m1)v1 v1 = m m + m1 v , (1)

kde v1 je velikost okam¿ité rychlosti soustavy bezprostøednì po zásahu. Porovnáním kinetické energie bezprostøednì po zásahu a potenciální energie v krajní poloze ve výźce h = l(1 � cos α), kde se soustava zastaví, dostaneme:

Obr. R3

(m + m1)gl(1 � cos α) = 1 2 (m + m1)v^2_1 = m^2 2(m + m1) v^2 , v = m + m1 m √ 2gl(1 � cos α) = 190 m�s^{−1} .

4 body b) Kinetická energie støely je

Ek = 1 2 mv^2 =

(m + m1)^2gl(1 � cos α) m = 9,4 J ,

co¿ je potenciální energie tìlesa o hmotnosti 1 kg ve výźce 94 cm. 2 body

c) Hledaný pomìr je k = 1 2 (m + m^1)v^{21} 1 2 mv^2

. U¿itím vztahu (1) dostaneme

k = m m + m1 = 0,85 % .

Naprostá vìtźina kinetické energie støely se tedy pøi zásahu pøemìní na vnitøní energii soustavy. 2 body

d) Z kinematických rovnic v = at, d = 12 at^2 plyne

t = 2d v = 0,0056 s , a = v^2 2d = 34 000 m�s^{−2} .

2 body

5. a) Práce vykonaná motorem bìhem rozjí¿dìní je rovna kinetické energii automobilu na konci rozjí¿dìní, kdy se automobil pohyboval rychlostí vk = atr. Prùmìrný výkon byl

Pp = W tr = 1 2 mv^{2k} tr = 1 2 ma^2tr = 16 kW .

2 body b) Okam¿itý výkon síly F = ma pøi rychlosti v = at je P = F v = ma^2t.

P1 = ma^2t1 = 20 kW , Pk = ma^2tr = 32 kW .

2 body c) Podle výsledku úlohy b) je okam¿itý výkon P = ma^2t bìhem rozjí¿dìní pøímo úmìrný èasu. Grafem je úseèka s jedním koncovým bodem v poèátku (obr. R4). 1 bod d) Pøi stálém výkonu Pk platí Pkt = 1 2 mv^{′2} , v^′ = √ 2Pkt m , vk = √ 2Pktr m = 22,6 m�s^{−1} .

2 body e) Podle výsledku úlohy d) je okam¿itá rychlost pøímo úmìrná 2. odmocninì èasu.

Grafem je úsek paraboly (obr. R5), k jejímu sestrojení sestavíme tabulku:

t/s 0 1 2 3 4 5 6 7 8

v/m�s^{−1} 0 8,0 11,3 13,9 16,0 17,9 19,6 21,2 22,6

3 body

Obr. R4 Obr. R5

7. a) Pro dobu letu a výźku vrhu platí:

t1 =

2v0 sin α g , h = v0 sin α � t1 2 �^1_2 g^{( t1}_2^{)2} =^1_2 g^{( t1}_2^{)2} .

Z toho

t1 = √ 8h g = 3,38 s . (1)

2 body b) Ze zákona zachování mechanické energie plyne, ¿e tìleso má minimální rychlost v nejvyźźím bodì trajektorie a maximální rychlost v místì vrhu a v místì dopadu. V nejvyźźím bodì trajektorie je y-ová slo¿ka rychlosti nulová, x-ová je proto rovna hledané minimální rychlosti. S pou¿itím vztahu (1) dostaneme

vmin = vx = d t1 = d √ g 8h = 11,0 m�s^{−1} . (2)

Porovnáním mechanické energie v nejvyźźím a nejni¿źím bodì získáme rovnici 1 2 mv^2_{max} = 1 2 mv^2_{min} + mgh ,

z ní¿ s u¿itím vztahu (2) odvodíme

vmax = √ v^2_{min} + 2gh = √ g(d^2 + 16h^2) 8h = 19,9 m�s^{−1} . (3)

3 body

c) V místì vrhu platí vy = v0 sin α = gt^12 , vx = v0 cos α = dt_1 . Z toho s u¿itím vztahu (1) dostaneme

tg α = vy vx = gt^2_1 2d = 4h d , α = 56,5^∘ .

2 body

d) Délka vrhu je d = v^{20} sin 2αg . Maximální délky vrhu bychom dosáhli pøi elevaèním úhlu 45^∘. S u¿itím vztahu (3) dostaneme

dmax = v^2_{max} g = d^2 + 16h^2 8h = 40,2 m .

3 body