Øeźení úloh 1. kola 45. roèníku fyzikální olympiády. Kategorie C

Autoøi úloh: R. Horáková (2, 5), M. Jareźová (1, 3, 4), V. Vícha (6) a I. Volf (7) Koneèná úprava: P. ľedivý

1.a) Pohyb smìrem nahoru je rovnomìrnì zpomalený. Zrychlení má opaèný smìr ne¿ okam¿itá rychlost a jeho velikost je a_1 = g(sin α + f cos α). Pro rychlost a dráhu platí

v = v_0 − g(sin α + f cos α)t , s = v_0t − 1 2 g(sin α + f cos α)t^2

. Kdy¿ se tìleso zastaví, je v = 0, z èeho¿ urèíme dobu výstupu a dráhu:

t_1 = v_0 g(sin α + f cos α)

= 0,57 s , s_1 = v^2_0 2g(sin α + f cos α)

= 0,57 m .

2 body b) Pøi pohybu smìrem dolù a_2 = g(sin α − f cos α). Aby se tìleso dostalo do pùvodní polohy, musí od místa zastavení urazit dráhu

s_2 = s_1 = v^2_0 2g(sin α + f cos α) = 1 2 g(sin α − f cos α)t^2 ,

odkud t_2 = v^0g √ 1 sin^2 α − f^2 cos^2 α

= 0,85 s. 1 bod c) Rychlost pøi prùchodu zpìt pùvodní poèáteèní polohou je

v_2 = g(sin α − f cos α)t_2 = v_0 √ sin α − f cos α sin α + f cos α

= 1,35 m·s^{−1} .

1 bod d) Nejprve urèíme dobu t_3 od okam¿iku zastavení tìlesa, za kterou tìleso dosáhne v prùbìhu klesání rychlosti o velikosti v_0. Platí

v_0 = g(sin α − f cos α)t_3 , t_3 = v_0 g(sin α − f cos α)

= 1,26 s .

Od zaèátku pohybu uplyne doba T = t_1 + t_3 = 1,83 s. Dráha mìøená od místa zastavení je

s_3 = 1 2 g(sin α − f cos α)t^2_3 = v^2_0 2g(sin α − f cos α)

= 1,26 m.

Tìleso se pøitom bude nacházet ve vzdálenosti d = s_3 − s_1 = 0,69 m od poèáteèní polohy. Celková dráha s_c ura¿ená od zaèátku pohybu je dána souètem s_c = s_1 + s_3 = 1,83 m. 2 body e) Dle podmínek úlohy musí být

t_2 = v_0 g √ 1 sin^2 α − f^2 cos^2 α

= 2t_1 = 2 v_0 g(sin α + f cos α) .

Po úpravì 3 sin α = 5f cos α , tg α = 5f3 , α = 9^∘28^′ . 2 body f) Grafy závislostí rychlosti a dráhy na èase

Obr. R1 { Graf závislosti rychlosti na èase

Obr. R2 { Graf závislosti dráhy na èase 2 body

2.a) Platí M = ϱ · 4 3 πR^3 , R =^3 √ 3M 4πϱ = 0,276 m .

Na kulièku pùsobí plná olovìná koule gravitaèní silou o velikosti

F = –^{Mm}_{4R2} = 2,19 · 10^{−9} N .

2 body b) Gravitaèní síla, její¿ velikost jsme vypoèítali v úloze a), je vektorovým souètem gravitaèní síly F_1 od zbytku koule a gravitaèních sil F_2 a F_3 od dvou koulí o polomìrech R/2 a hmotnostech M/8, jejich¿ odstranìním vzniknou dutiny. Pro uspoøádání podle obr. 1b odvodíme z obr. R3:

F = F1 + F2 + F3 , F = F1 + F2 + F3 ,

F_1 = F − F_2 − F_3 = – Mm d^2 − – Mm 8 ( d − R2 )_2 − – Mm 8 ( d + R2 )_2 = = – Mm d^2 [ 1 − d^2(4d^2 + R^2) (4d^2 − R^2)^2 ] . Pro d = 2R dostaneme

F_1 = – Mm d^2 ( 1 − 68 225 ) = F (1 − 0,302) = 0,698F = 1,53 · 10^{−9} N .

Gravitaèní síla je o 30,2 % menźí ne¿ v úloze a). 4 body c) Pro uspoøádání podle obr. 1c odvodíme z obr. R4:

F = F1 + F2 + F3 , F2 = F3 , F = F1 + 2F2 cos α ,

F_1 = F − 2F_2 cos α = – Mm d^2 − 2 – Mm 8 ( d^2 + R^24 ) · d √ d^2 + R^24 =

= – Mm d^2 1 − 2d^3

(4d^2 + R^2) 3 2 .

Pro d = 2R dostaneme

F_1 = – Mm d^2 ( 1 − 16 √ 17^3 ) = F (1 − 0,228) = 0,772F = 1,69 · 10^{−9} N .

Gravitaèní síla je jen o 22,8 % menźí ne¿ v úloze a) a je tedy vìtźí ne¿ v uspoøádání podle obr. 1b. 4 body

Obr. R3 Obr. R4

3.a) Síly F_1, F^′_1, kterými pùsobí øetìzy, jsou v rovnováze s tíhovou silou, pùsobící na kleźtì s odlitkem. Z toho

2F_1 cos α = mg , F_1 = mg2 cos α = 1530 N . 2 body

b,c) Na páku AOB kleźtí pùsobí v bodì A øetìz silou F_1, v bodì B odlitek silou

F2 a v bodì O èep kleźtí silou F3 (obr. R5). Tyto síly jsou v rovnováze,

proto jejich vektorové pøímky procházejí tým¿ bodem. Z dùvodu symetrie soustavy pùsobí síla F_3 vodorovným smìrem. Síla F_2 se rozkládá na svislou slo¿ku F_t, co¿ je tøecí síla mezi odlitkem a èelistí, a na vodorovnou slo¿ku

Fn, kolmou k èelisti. Platí

F_t = FG2 = mg2 = 981 N . 1 bod Velikost síly F_n urèíme u¿itím momentové vìty pro osu v bodì O:

F_nh = F_1l sin(α + β) + F_t d 2 = mg ( l sin(α + β) 2 cos α + d 4 ) ,

F_n = mg 2l sin(α + β) + d cos α 4h cos α = 5 580 N . 3 body Síla F_3 je v rovnováze se silou F_n a vodorovnou slo¿kou síly F_1.

F_3 = F_n + F_1 sin α = mg ( 2l sin(α + β) + d cos α 4h cos α + tg α 2 ) = 6 750 N .

2 body d) Aby odlitek nesklouzl, musí souèinitel smykového tøení mezi èelistí a odlitkem splòovat vztah f > F^tF_n = 2h cos α 2l sin(α + β) + d cos α = 0,18 . 2 body

Obr. R5

4.a) Dùkaz, ¿e mùstek M zùstává pøi pohybu stále rovnobì¿ný (obr. R6): Pøi malém pootoèení vahadla zùstanou závìsy BE a CJ prakticky svislé. Posune-li se mùstek v bodì D o h, pak se posune koncový bod J o h^′. Platí h^′h = |O^2J||O_2H = 5. Posunutí h^′ je z bodu J pøenáźeno tyèí do bodu C. Zároveò se s bodem C také posouvá bod B, a proto i bod E o h^{′′}. Platí: h^{′′}h_′ = |O^1B||O_1C| = |O^1B|5|O_1B| = 15 .

Potom h^{′′} = 15h^′ = 15 ·5h = h. Mùstek M tedy zùstává ve vodorovné poloze. 3 body

Obr. R6 b) Pro síly F_1, F_2 platí: G = F_1 + F_2, 3F_1 = 2F_2, z èeho¿ F_1 = 25G, F_2 = 35G.

Pro dané hodnoty: F_1 = 7,85 N, F_2 = 11,77 N. 2 body c) Pro libovolnou polohu bøemene na mùstku mù¿eme rozlo¿it tíhu bøemene do dvou slo¿ek F_1, F_2 - viz obr. R7. Pak G = F_1 + F_2. Úèinek slo¿ky F_1 se pøes vahadlo pøenáźí do bodu B. Slo¿ka F_2 vyvolává v bodì J tahovou sílu F_3.

Obr. R7

Vzhledem k ose O_2 musí ve stavu rovnováhy platit: F_2 · |O_2H| = F_3 · |O_2J|, z èeho¿ F_2 = 5F_3. Aby bylo vahadlo v rovnováze, musí vzhledem k ose O_1 platit podmínka: F · |O_1A| = F_1 · |O_1B| + F_3 · |O_1C|. Po dosazení za F_3 = F^25 , dostaneme

F · 10|O_1B| = F_1 · |O_1B| +

F_2 5 · 5|O_1B|, po úpravì 10F = F_1 + F_2, tj. 10F = G.

Ze získaného výsledku je zøejmé, ¿e pøi rovnová¿né poloze nezále¿í na poloze bøemene na mùstku. Je vidìt, ¿e mùstkové zaøízení pùsobí tak, jako kdyby bøemeno bylo zavìźeno v bodì B. 4 body

d) Z pøedchozí rovnice plyne F = G10, tj. m_1 = m^210 .

Pro dané hodnoty m_1 = 0,2 kg. 1 bod

5.a) Stav 2: V_2 = 4V_1. Z Poissonova zákona a stavové rovnice dostaneme:

p_2 = p_1 ( V_1 V_2 )– = p_1

4– , T^2 =

p_2V_2T_1 p_1V_1

= T_1 ( V_1 V_2 )–−1 = T_1 4–−1 . Stav 4: p_4 = p_1. Podle zákonù pro izobarický dìj:

V_4 =

V_2 2 = 2V_1 , T_4 = 2T_1 .

stav 3: V_3 = 4V_1. Podle zákonù pro izotermický dìj:

T_3 = T_4 = 2T_1 , p_3 = p_1V_4 V_3 = p_1 2 . 4 body b) Pro dané hodnoty: p_2 = 14,3 kPa , p_3 = 50 kPa , p_4 = 100 kPa ,

T_2 = 172 K , T_3 = T_4 = 600 K , V_2 = V_3 = 4,0 dm^3 , V_4 = 2,0 dm^3 .

2 body c) p -V diagram kruhového dìje je na obr. R8.

Pro vykreslení adiabaty 1 { 2 pou¿i-

jeme vztah p = p_1 ( V_1 V )– a dostaneme tabulku: V dm^3

1,5 2,0 2,5 3 3,5 p kPa 57 38 28 21 17

Pro vykreslení izotermy 3 { 4 pou¿ijeme vztah p = p_1 V^4V a dostaneme tabulku: V dm^3

2,5 3 3,5 p kPa 80 67 57

Obr. R8 3 body d) Látkové mno¿ství plynu urèíme pomocí stavové rovnice: n = p_1V_1 RT_1 = 0,040 mol .

1 bod

6. Øeźení teoretických úloh: Pro periodu kyvadla platí vztah T = 2π √ J mgd , kde J je moment setrvaènosti kyvadla vzhledem k jeho ose, m hmotnost kyvadla a d vzdálenost tì¿iźtì od osy.

Moment setrvaèností tìlesa vzhledem k ose rovnobì¿né s osou jdoucí tì¿iźtìm vypoèítáme podle Steinerovy vìty: J = J_T + mr^2, kde J_T je moment setrvaènosti vzhledem k ose jdoucí tì¿iźtìm, m je hmotnost tìlesa a r je vzdálenost rovnobì¿ných os.

a) U rovné tyèe je d = l2, J = ml^23 .

T_1 = 2π ml^2 3 mgl 2 = 2π √ 2l 3g , l = 3gT^2_1 8π^2

= 0,372 m .

b) Z obr. R9 plyne: d = l cos φ4 , J = ml^212 .

T_2 = 2π ml^2 12 mgl cos φ 4 = 2π √ l 3g cos φ

= T_1 = 2π √ 2l 3g .

Z toho cos φ = 12 , φ = 60^∘. Obì poloviny tyèe svírají úhel 2φ = 120^∘.

Obr. R9 c) Z obr. R10 plyne:

d^2 = ( l 2 sin φ

)_2 + ( l 4 cos φ

)_2 = 13l^2 64 , d = l 8 √ 13 .

Podle kosinové vìty

r^2 = ( l 2 )_2 + ( l 4 )_2 − 2 l 2 · l 4 cos 2φ = 7 16 l^2 .

J = 1 3 · m 2 ( l 2 )_2 + 1 12 · m 2 ( l 2 )_2 + m 2 · 7 16 l^2 = 13 48 ml^2 .

T_3 = 2π ml^2 1348 mgl √ 13 8 = 2π √ l √ 13 6g .

Po dosazení l = 3gT^{21} 8π^2 dostaneme

T_3 =

T_1 2 4√ 13 = 0,9494T_1 .

Obr. R10

7. Oznaème si: V_0 = 0,24 m^3 objem celého sudu, V objem vody v okam¿iku, kdy hladina dosáhne k otvorùm, H = 0,80 m výźku sudu, h = 0,60 m výźku otvorù ode dna, h_1 výźku ustálené hladiny nad otvory, QV objemový prùtok vody v hadici, t = 900 s dobu, za kterou hladina vystoupila k otvorùm, S = 2,0 · 10^{−6} m^2 obsah otvoru a v velikost rychlosti vody vytékající otvory. n = 75 poèet otvorù.

a) V okam¿iku, kdy voda vystoupí k otvorùm, platí

V = V_0 h H = QV t , Z toho QV =^{V0h}_{Ht} = 2,0 · 10^{−4} m^3 · s^{−1} = 0,20 l · s^{−1} .

2 body b) Pøedpokládejme, ¿e se hladina ustálí pod okrajem sudu. Pak bude objemový prùtok vody otvory stejný jako v hadici:

QV = nSv , Z toho v =^QV_{nS} = 1,33 m·s^{−1} .

2 body Souèasnì platí v = √ 2gh_1 . Z toho h_1 = v^2 2g = 0,091 m .

Proto¿e h_1 < H − h, je splnìn pøedpoklad o poloze ustálené hladiny pod okrajem sudu. 3 body c) Pokud se hladina ustálí tìsnì pod okrajem sudu, vytéká voda rychlostí v_{max} = √ 2g(H − h) . Pak platí

QV max = nSvmax = nS^√2g(H − h) = 3,0 · 10^{−4} m^3 · s^{−1} = 0,30 l · s^{−1} .

3 body