Øeźení úloh celostátního kola 45. roèníku fyzikální olympiády.

Autoøi úloh: M. Randa (1), L. Richterek (3), B. Vybíral (2,4) Koneèná úprava: P. ľedivý

1. a) Naźe tìleso vzniklo z plného válce o hmotnosti m0 = ϱhpr^2 odebráním válce

o hmotnosti m^′ = ϱhp ( r 2 )_2 = m0 4 , kde h je výźka válce a ϱ je hustota materiálu

(obr. R1). Hmotnost tìlesa je tedy m = 3 4 m0. Nechż T je tì¿iźtì naźeho tìlesa a T^′

tì¿iźtì odebraného válce a d vzdálenost tì¿iźtì T od støedu S pùvodního plného válce. Platí d r 2 = m^′ m = m0 4 3m0 4 = 1 3 , d = r 6 . 2 body

Obr. R1 Obr. R2

b) Pou¿ijeme vztah pro výpoèet momentu setrvaènosti plného válce a Steinerovu vìtu. Pro moment setrvaènosti vzhledem k ose P platí J = 1 2 m0r^2 + m0r^2 − 1 2 m^′ ( r 2 )_2 − m^′ (_3 r 2 )_2 = 29 32 m0r^2 = 29 24 mr^2 . 2 body

c) Vychýlíme-li tìleso z rovnová¿né polohy tak, ¿e se pootoèí o malý úhel α, posune se okam¿itá osa rotace z polohy P do polohy P_1, pøièem¿ |P P_1| = rα (obr. R2). Vzhledem k této ose pùsobí tíhová síla momentem M = −mgd sin α = − mgr sin α 6 namíøeným proti úhlové výchylce. Pohybová rovnice otáèivého pohybu okolo okam¿ité osy rotace v P_1 je M = J_1ε, kde ε je okam¿ité úhlové zrychlení a J_1 je moment setrvaènosti tìlesa vzhledem k ose v P_1. Pro malou úhlovou výchylku je sin α ≈ α , J1 ≈ J a pohybovou rovnici mù¿eme psát ve tvaru − mgr 6 α = 29 24 mr^2ε , nebo ε = − 4g 29r α . (1)

3 body

d) Pohybová rovnice valivého pohybu (1) je analogická k pohybové rovnicí harmonických kmitù pru¿inového oscilátoru F = ma = −ky , a = − k m y = −ω^2y . Pro malé kmity naźeho tìlesa tedy platí

ω^2 = 4g 29r , T = 2p ω = 2p

√_{29} r 4g = p √_{29} r g . 3 body

2. a) Flemingovým pravidlem levé ruky urèíme, ¿e kotouè se bude pøi pohledu od ji¿ního

pólu magnetu k pólu severnímu otáèet ve smìru hodinových ruèièek (obr. R3).

1 bod

Obr. R3 Obr. R4 Obr. R5

b) Otáèí-li se kotouè v magnetickém poli, vzniká v nìm indukované elektrické pole.

Indukované napìtí bude (viz studijní text, èl. 1.3 { Faradayùv kotouè): Ui = − d˘ dt = −B dS dt = − 1 2 Bωr^2_0 ,

neboż podle obr. R4

dS = 1 2 r^2_0 dα = 1 2 r^2_0 ω dt .

Indukované napìtí je namíøeno proti elektromotorickému napìtí zdroje. V mezním pøípadì rotace úhlovou rychlostí ω_m by se obì napìtí vyrovnala a obvodem by neprocházel proud:

Ue + Ui = 0 ⇒ Ue = 1 2 Bωmr^2_0 ⇒ ωm = 2Ue Br^2_0

= 521 rad · s^{−1} .

Mezní úhlová rychlost zøejmì nezávisí na odporu obvodu, je tedy stejná pro odpor

R1 i R2. 3 body

c) Poèáteèní úhlové zrychlení ε_0 je dáno pohybovou rovnicí pro ω = 0, kdy se jeźtì v kotouèi neindukuje napìtí. Platí M0 = Jε0 , kde M0 je velikost poèáteèního momentu magnetických sil pùsobících na kotouè,

kdy¿ obvodem prochází poèáteèní proud I_0 = U_e/R. Urèíme jej integrací elementárních momentù síly r × dF_0 o velikosti BI_0r dr (obr. R5). Pak M0 = BI0 r_0∫

0 r dr = BI0r^2_0 2 = BUer^2_0 2R .

Poèáteèní úhlové zrychlení je

ε0 = M0 J = BUer^2_0 2RJ . Pro R = R1 dostaneme ε01 = 11,5 rad · s^{−2}, pro R = R2 dostaneme ε02 = 5,76 rad · s^{−2}. 2 body

d) Pøi rotaci se bude v kotouèi indukovat napìtí U_i (viz bod b), které je namíøeno proti napìtí U_e. Obvodem bude procházet proud I < I_0: I = Ue + Ui R = 1 R ( Ue − Br^2_0ω 2 )

a v souladu s odvozením v bodì c) bude na kotouè pùsobit menźí hnací moment síly M = BIr^2_0 2 = Br^2_0 2R ( Ue − Br^2_0ω 2 ) . Pohybová rovnice pak je J dω dt = Br^2_0 2R ( Ue − Br^2_0 ω 2 ) = B^2r^4_0 4R (_2 Ue Br^2_0 − ω ) = B^2r^4_0 4R (ωm − ω) , kde ωm je mezní úhlová rychlost. Provedeme separaci promìnných a integraci: ω∫ 0 dω ωm − ω = − ln ωm − ω ωm = B^2r^4_0 4RJ t , ωm − ω ωm = 1 − ω ωm = e^−

B^2 r^4_0 4RJ t ,

ω = ωm ( 1 − e^−

B^2 r^4_0 4RJ t ) = 2Ue Br^2_0 ( 1 − e^−

B^2 r^4_0 4RJ t ) . V èase t = 10 s pro R = R_1 dostaneme ω_1 = 103 rad · s^{−1},

pro R = R2 dostaneme ω2 = 54,5 rad · s^{−1}. 4 body

3. a) Vyjdeme ze zákonù zachování relativistické hybnosti a relativistické energie

pK = p_p+ + p_p0 , EK = E_p+ + E_p0 . (1)

V soustavì, ve které je rozpadající se mezon K^+ v klidu, platí p_K = 0 a energie mezonu K^+ je rovna klidové energii E_K = m_Kc^2. Oba zákony lze proto pøepsat do tvaru

−p_p+ = p_p0 , (2)

mKc^2 − Ep+ = Ep0 . (3) 2 body

Vynásobíme-li rovnici (2) rychlostí svìtla c a umocníme obì rovnice na druhou, dostáváme

c^2p^2p+ = c^2p^2p0 , (4) m^2_Kc^4 − 2mKc^2Ep+ + E^2p+ = E^2p0 . (5)

Odeètení první rovnice (4) od (5) vede ke vztahu

m^2_Kc^4 − 2mK c^2Ep+ + E^2p+ − c^2p^2p+

m^2p+ c^4

= E^2p0 − c^2p^2p0

m^2p0 c^4 .

Vyjádøíme-li z poslední rovnice Ep+ , vychází

Ep+ = c^2 m^2_K + m^2p_+ − m^2p0 2mK .= 250,1 MeV . (6)

Velikost vp+ rychlosti mezonu najdeme z jeho celkové energie Ep+ , neboż platí

Ep+ = mp+ c^2 √ 1 − v^2p+ c^2 .

Vyjádøíme-li vp+ a dosadíme-li za Ep+ z (6), dostáváme

vp+ = c √ 1 − ( mp+ c^2 Ep+ )_2 = c √ 1 − (_2 mK mp+ m^2_K + m^2p+ − m^2p0

)_2 .= 0,83 c . Èíselnì vp+ .= 2,49 · 10^8 m · s^{−1}.

Vzhledem k symetrii rovnic (1) odvodíme dalźí vztahy zámìnou indexù.

Ep0 = c^2 m^2_K + m^2p0 − m^2p+ 2mK .= 247,6 MeV ,

vp0 = c √ 1 − (_2 mKmp0 m^2_K + m^2p0 − m^2p+

)_2 .= 0,84 c .

Èíselnì vp0 .= 2,51 · 10^8 m · s^{−1}.

4 body

b) Celková energie obou mezonù v inerciální vzta¿né soustavì S^′ spojené s mezo-

nem p^0 je E^′_p+ +m_p0 c^2 a celková hybnost obou mezonù v soustavì S^′ je p^′_p+ . Pøed

rozpadem mìl mezon K^+ ve vzta¿né soustavì S, ve které byl v klidu, pouze klidovou energii m_Kc^2 a nulovou hybnost. Vzhledem k invariantnosti velièiny E^2 − p^2c^2 pro libovolný hmotný objekt platí

(E^′p+ + mp0 c^2)^2 − p^{′2}p+ c^2 = m^2_Kc^4 . (7)

Souèasnì platí

E^{′2}p+ − p^{′2}p+ c^2 = m^2p+ c^4 . (8)

Odeètením obou rovnic (7), (8) a úpravou dostaneme:

m^2p0 c^4 + 2mp0 c^2E^′p+ = m^2_Kc^4 − m^2p+ c^4 ,

E^′p_+ =

(m^2_K − m^2p+ − m^2p0 )c^2 2mp0 = 778 MeV .

Velikost v^′p_+ rychlosti mezonu p^+ vzhledem k mezonu p^0 urèíme podobnì jako v úloze a):

v^′p_+ = c √ 1 − ( mp+ c^2 E^{′2}p_+

)_2 = c √ 1 − (_2

mp0 mp+ m^2_K − m^2p_+ − m^2p0

)_2 .= 0,984 c . Èíselnì v^′p_+ .= 2,95 · 10^8 m · s^{−1} . 4 body Jiné øeźení úkolu b):

Podle principu relativity se inerciální vzta¿ná soustava S = Oxyz, ve které byl mezon K^+ pøed rozpadem v klidu, pohybuje vzhledem k inerciální vzta¿né soustavì S^′ = O^′x^′y^′z^′ spojené po rozpadu s mezonem p^0 rychlostí −vp0 (obr. R6 { kresleno z hlediska pozorovatele v soustavì S^′).

Obr. R6

Podle relativistického zákona skládání rychlostí musí platit

v^′p_+ = vp^0 + vp^+ 1 + vp0 vp+ c^2

.= 0,984 c .= 2,95 · 10_8 m · s_{−1} .

Pro celkovou energii E^′p_+ mezonu p^+ ve vzta¿né soustavì S^′ pak vychází

E^′p_+ = mp^+ c^2 √ 1 − v^{′2}p_+ c^2

.= 778 MeV .

4. a) V úloze musíme poèítat s absolutními teplotami T1 = 293,15 K, T2 = 393,15 K.

Podle Stefanova-Boltzmannova zákona povrchy vyzaøují s intenzitami

Me1 = σT^4_1 , Me2 = σT^4_2 .

Celkový záøivý tok mezi povrchy je

˘e0 = (Me2 − Me1)S = Sσ(T^4_2 − T^4_1 )

a z teplejźího povrchu na studenìjźí pøejde teplo

Q0 = ˘e0 τ = σSτ (T^4_2 − T^4_1 ) = 1,12 · 10^5 J .

3 body

b) Záøivý tok ˘_e ve vźech mezerách musí být stejný (viz obr. R7):

˘e = σS(T^4_2 − T^4_5 ) ˘e = σS(T^4_5 − T^4_4 ) ˘e = σS(T^4_4 − T^4_3 ) ˘e = σS(T^4_3 − T^4_1 ) 4 ˘e = σS(T^4_2 − T^4_1 ) = ˘e0 .

Záøivý tok se zmenźí na ˘_e = ˘_{e0}/4, tedy ètyøikrát. Za dobu τ pøejde z teplejźího povrchu na studenìjźí teplo Q = Q_0/4 = 2,80 · 10^4 J.

4 body

c) Øeźením soustavy rovnic

T^4_2 − T^4_1 = 4(T^4_2 − T^4_5 ) , T^4_2 − T^4_1 = 4(T^4_3 − T^4_1 ) , T^4_2 − T^4_1 = 4(T^4_4 − T^4_3 )

dostaneme

T5 =^4

√_3

T^4_2 + T^4_1 4 = 375 K , T_3 =^4 √ T^4_2 + 3T^4_1 4 = 328 K ,

T4 =^4 √ T^4_2 + T^4_1 2 = 354 K , t_5 = 102^∘C , t_3 = 54^∘C , t_4 = 80^∘C .

3 body

Obr. R7