Øeźení úloh regionálního kola 45. roèníku fyzikální olympiády. Kategorie A

1.a) Látkové mno¿ství vodíku vylouèené za jednu hodinu v jednom rozkladném èlánku je n = V_0 kV_{m0} = 250 m^3 100 · 2,2414 · 10�^2m^3 · mol�^1

= 111,5 mol .

Proto¿e na vylouèení jedné molekuly vodíku jsou zapotøebí dva elementární náboje, projde ka¿dým èlánkem za hodinu náboj

Q = N · 2e = nN_A · 2e = 2nF = 2,15 · 10^7 C ,

kde N je poèet molekul vodíku vylouèených za jednu hodinu v jednom èlánku, N_A je Avogadrova konstanta a F je Faradayova konstanta. Obvodem tedy prochází proud I = Qt = 6,0 · 10^3 A. 6 bodù b) Celková hmotnost vodíku vylouèeného elektrolýzou za jednu hodinu je

m = nM_m =

V_0 V_{m0}

M_m = 22,5 kg .

Jeho spálením se získá teplo Q_s = 22,5 kg · 143 MJ · kg�^1 = 3,19 · 10^9 J. Elektrická práce za stejnou dobu je W_{el} = kUQ = 4,74 · 10^9 J. Energetická úèinnost výroby je η = Q_s W_{el}

= 67 % .

4 body

2.a) Vyjdeme z vlastností trojúhelníkù na obr. R1 a ze zákona lomu. Platí

|AC| = 2h tg β = 2h sin β cos β

= 2h sin α n √ 1 − sin^2 α n^2

= 2h sin α √ n^2 − sin^2 α ,

d = |CD| = |AC| cos α = 2h sin α cos α √ n^2 − sin^2 α = h sin 2α √ n^2 − sin^2 α . 4 body b) Dostali jsme funkci úhlu α, která je v intervalu ⟨0, p/2⟩ spojitá, v bodech 0 a p/2 má hodnotu 0 a uvnitø intervalu je vźude kladná. Musí tedy v nìkterém vnitøním bodì intervalu dosáhnout maxima. Urèíme první derivaci d podle α a polo¿íme ji rovnu 0:

dd dα = h 2 cos 2α √ n^2 − sin^2 α − sin 2α 1 2(−2 sin α cos α) √ n^2 − sin^2 α n^2 − sin^2 α = = h 4 cos 2α(n^2 − sin^2 α) + sin^2 2α

2(n^2 − sin^2 α) 3 2 = 0 .

Po úpravì dostaneme pro èitatele podmínku

4(1 − 2 sin^2 α)(n^2 − sin^2 α) + 4 sin^2 α(1 − sin^2 α) = 0

a po dalźí úpravì dojdeme k bikvadratické rovnici

sin^4 α − 2n^2 sin^2 α + n^2 = 0 .

Proto¿e n > 1, vyhovuje pouze koøen

sin α = sin α_m = √ n^2 − n √ n^2 − 1 .

Obr. R1 4 body Pro dané hodnoty vychází

sin α_m = 0,75526, α_m = 49,0ffi, d_m = 37,5 mm. 2 body

3.a) Z fázorového diagramu sériového obvodu LRC (obr. R2)

odvodíme pro impedanci obvodu vztah Z = U I = √ U^2_R + (U_L − U_C )^2 I = √ R^2 + (X_L − X_C )^2 .

Platí tedy

Z^2_1 = R^2 + ( ωL − 1ωC_1 )_2

, Z^2_2 = R^2 + ( ωL − 1ωC_2 )_2 . Obr. R2 Z rovnosti Z^2_1 = Z^2_2 dostaneme 2L C_2 − 2L C_1 + 1 ω^2C^2_1 − 1 ω^2C^2_2

= 0 , L =

C_1 + C_2 2ω^2C_1C_2 ,

R^2 = Z^2_1 − ( ωL − 1 ωC_1 )_2

= Z^2_1 − ( C_1 + C_2 2ωC_1C_2 − 1 ωC_1 )_2

= Z^2_1 − ( C_1 − C_2 2ωC_1C_2

)_2 ,

R = √( U I )_2 − ( C_1 − C_2 2ωC_1C_2

)_2 . Pro dané hodnoty L = 2,15 · 10�^4 H, R = 352 ˙. 5 bodù b) Obvodem bude procházet maximální proud, bude-li impedance minimální, tedy kdy¿ X_C = X_L { sériová rezonance. Pak

C = C_r = 1 ω^2L = 2C_1C_2 C_1 + C_2

= 2,40 · 10^2 pF .

Pøi sériové rezonanci platí Z = R a obvodem prochází proud

I_r = U R = 5,68 mA .

3 body c) Pøi sériové rezonanci bude na kondenzátoru napìtí

U_{Cr} = X_{Cr}I_r =

I_r ωC_r = 5,38 V .

2 body

4.a) [k] = [ F Bv ] = N T · m · s�^1

= NN

A · m · m s = A · s . 1 bod

b) Vyźetøujeme pohyb soustavy dvou tìles spojených vláknem. Roztoèení kotouèe je zpùsobeno momentem síly vlákna F , proti kterému pùsobí moment brzdící síly F_v. Na záva¿í pùsobí tíhová síla mg a proti ní síla vlákna −F . Výslednice obou sil udìluje záva¿í zrychlení a . Platí

J_0 dω dt = F r_1 − F_v r_0 ,

ma = mr_1 dω dt = mg − F . Vynásobením druhé rovnice r_1 a seètením obou rovnic dostaneme pohybovou rovnici soustavy Obr. R3

(J_0 + mr^2_1) dω dt = mgr_1 − F_v r_0 = mgr_1 − kBωr^2_0 .

(Setrvaènost záva¿í se projevuje stejnì jako setrvaènost hmotného bodu o hmotnosti m pøipevnìného ke kotouèi ve vzdálenosti r_1 od osy.) 3 body

Jestli¿e B = B_0 = 0, pùsobí na soustavu jen konstantní moment tíhové síly mg , otáèivý pohyb kotouèe je rovnomìrnì zrychlený a jeho úhlová rychlost neomezenì roste.

Jestli¿e B ≠ 0, zvìtźuje se s rostoucí úhlovou rychlostí kotouèe brzdící moment síly F_v, a¿ po dosa¿ení mezní úhlové rychlosti ω_m se vyrovná s momentem tíhové síly a otáèivý pohyb kotouèe je rovnomìrný. Z rovnosti momentù dostaneme mgr_1 = kBω_mr^2_0 , ω_m = mgr_1 kBr^2_0 . Po dosazení èíselných hodnot pro B = B_1 je ω_{m1} = 81,8 rad · s�^1. 2 body c) Jestli¿e B = B_0 = 0, platí

(J_0 + mr^2_1 ) dω dt = mgr_1 , dω = mgr_1 J_0 + mr^2_1 dt , ω = mgr_1 J_0 + mr^2_1 t . V èase t = 5 s je ω = ω_0 = 120 rad · s�^1. 1 bod Pro B ≠ 0 upravíme pohybovou rovnici na tvar

J_0 + mr^2_1 mgr_1 · dω dt = 1 − kBωr^2_0 mgr_1 = 1 − ω ω_m , separujeme promìnné

ω_mdω ω_m − ω = mgr_1 J_0 + mr^2_1 dt a integrujeme

ω_m ω∫ 0 dω ω_m − ω

= −ω_m ln ω_m − ω ω_m = mgr_1 J_0 + mr^2_1 t .

Z toho vyjádøíme hledanou funkci:

ω = ω_m ( 1 − e �^{mgr1} ω_m(J_0+mr^2_1 ) t ) = mgr_1 kBr^2_0 ( 1 − e �^{kBr20} (J_0+mr^2_1 ) t ) . V èase t = 5 s:

pro B = B_1 je ω = ω_1 = 62,8 rad · s�^1. 3 body