Øeźení úloh regionálního kola 44. roèníku fyzikální olympiády. Kategorie A Autoøi úloh: J. Jírù (1), M. Jareźová (2, 3) a B. Vybíral (4)

1. a) Pro úseky s rovnomìrným pohybem platí rovnice s1 − s0 = vm(t1 − t0) , s2 − s0 = vm(t2 − t0) . (1)

Maximální rychlost je vm = s2 − s1 t2 − t1 = 11,5 m·s^{−1} . (2)

2 body

b) Pøi rozbíhání z klidu se stálým výkonem pùsobící síly platí: P t = 1 2 mv^2 , ⇒ v = √ 2P t m , vm = √ 2P t0 m . (3)

Integrací dostaneme: s0 = t0∫ 0 v dt = t0∫ 0 √ 2P t m dt = √ 8P 9m t^3_0 . (4)

Z rovnic (2), (3) a (4) plyne

s0 = 2 3 vmt0 = 2 3 · s2 − s1 t2 − t1 t0 . (5)

Dosazením do (1) a úpravou dostaneme: s1 − 23 vmt0 = vmt1 − vmt0 , 13 vmt0 = vmt1 − s1 ,

t0 = 3 ( t1 − s1 vm ) = 3 (s2 − s1)t1 − s1(t2 − t1) s2 − s1 = 3 s2t1 − s1t2 s2 − s1 = 3,75 s . (6)

Dosazením z (6) do (5) dostaneme: s0 = 2 s^2t^1 − s^1t^2 t2 − t1 = 28,7 m .

Z (3) plyne: P = mv^2_m 2t0 = m(s2 − s1)^3 6(t2 − t1)^2(s2t1 − s1t2)

= 1320 W .

6 bodù

c) Okam¿ité zrychlení je a = Fm = Pmv . Na konci zrychleného úseku dostaneme:

a0 = P mvm = (s2 − s1)^2 6(t2 − t1)(s2t1 − s1t2) = 1,53 m·s^{−2} .

2 body

2. a) 1. Platí 1R = 1ϱrφ S + 1 ϱ(2π − φ)r S , po úpravì 1 R = S ϱr ( 1 φ + 1 2π − φ ) , R = ϱr S φ(2π − φ) 2π . 2 body

2. Urèíme lokální extrémy funkce R = R(φ). dR dφ = ϱr πS (π − φ) = 0 , z èeho¿ φ = π.

d^2R dφ^2

= − ϱrπS < 0. Pro úhel φ = π nastává lokální maximum.

Potom Rmax = ϱπr2S .

2 body

b) 1. Pro obecný úhel α je

R1 = ϱ1 (π − α)r S + ϱ2 αr S , R2 = ϱ1 αr S + ϱ2 (π − α)r S . Potom 1 R = S r [ 1 α1(π − α) + ϱ2α + 1 ϱ1α + ϱ2(π − α) ] . Po úpravì R = r S [(ϱ2 − ϱ1)α + πϱ1][(ϱ1 − ϱ2)α + πϱ2] π(ϱ1 + ϱ2) . 3 body

2. Nyní urèíme lokální extrémy této funkce: dR dα = r Sπ(ϱ1 + ϱ2) (ϱ2 −ϱ1)[(ϱ1 −ϱ2)α+πϱ2]+(ϱ1 −ϱ2)[(ϱ2 −ϱ1)α+πϱ1] =

= r(ϱ1 − ϱ2)^2 Sπ(ϱ1 + ϱ2) [π − 2α] . Z podmínky dRdα = 0 dostaneme α = π2 .

Druhá derivace: d^2R dα^2

= − 4r(ϱ^1 − ϱ^2)^2 Sπ(ϱ1 + ϱ2) < 0, nastává lokální maximum.

Potom Rmax = πr4S (ϱ1 + ϱ2) .

3 body

3. a) Pro osvìtlení platí E = I cos αr_2 .

U¿itím sinové vìty dostaneme R sin β = h sin α , ⇒ sin α = h R sin β , cos α = √ 1 − h^2 R^2 sin^2 β .

Dále platí r sin(180^∘ − α − β) = R sin β ⇒ r = R sin β sin(α + β) .

Pou¿itím souètového vzorce pro sin(α + β) a dosazením výźe uvedených vztahù pro sin α a sin β dostaneme

r = Rsin β ( h R sin β cos β + sin β √ 1 − h^2

R^2 sin^2 β ) = h cos β + √ R^2 − h^2 sin^2 β .

Po dosazení do vztahu pro E dostaneme E = I √ R^2 − h^2 sin^2 β R ( h cos β + √ R^2 − h^2 sin^2 β

)_2 .

5 bodù

b) Je-li h = R, pak E = IR √ 1 − sin^2 β R ( R cos β + R √ 1 − sin^2 β

)_2 = I4R_2 cos β .

Nejmenźí osvìtlení je pro β = 0, tj. Emin = I 4R^2

= 50 lx .

Nejvìtźí osvìtlení je pro βmax = 45^∘, tj. Emax = I √ 2 4R^2

= 70,7 lx .

2 body

c) Støední hodnota osvìtlení Es = 12 ( I 4R^2 + I √ 2 4R^2 ) = I 4R^2 cos β

, z èeho¿

cos β = 2( √ 2 − 1), β .= 34^∘ .

2 body

d) Má-li být osvìtlení rovnomìrné, musí být zdroj umístìn ve støedu kulové plochy.

Osvìtlení plochy je pak ER = I R^2

= 200 lx. 1 bod

Obr. R1

4. a) Na bublinku pùsobí vztlaková síla a odporová síla podle Stokesova vztahu. Pohy-

bová rovnice bublinky (smìr vzhùru volíme jako kladný) je 4 3 πr^3ϱp dv dt = 4 3 πr^3(ϱ − ϱp)g − 6πηrv . (1) Pøepíźeme ji do tvaru dv dt = a − bv , kde a = ( ϱ ϱp − 1 ) g , b = 9η 2r^2ϱp jsou konstanty. (2)

Separujeme promìnné a integrujeme v mezích daných poèáteèním podmínkami: t∫ 0 dt = t = v∫ 0 dv a − bv = − 1 b v∫ 0 − b dv a − bv = − 1 b ln ( 1 − b a v ) . Z toho rychlost v = a b ( 1 − e^{−bt} ) = ( ϱ ϱp − 1 ) 2r^2gϱp 9η [ 1 − exp ( − 9η 2r^2ϱp t )] ,

v ≈ 2r^2gϱ 9η [ 1 − exp ( − 9η 2r^2ϱp t )] . (3)

4 body

b) Mezní rychlost dostaneme z (3) pro t → ∞, nebo pøímo z pohybové rovnice (1) resp. (2) pro mezní pøípad nulové zmìny rychlosti ( tj. dvdt = 0 ) : vm = a b = ( ϱ ϱp − 1 ) 2r^2gϱp 9η ≈ 2r^2gϱ 9η = 0,127 m·s^{−1} .

2 body

c) Po spojení vznikne bublinka, pro její¿ polomìr platí r^{′3} = 2r^3, neboli r^′ = r^3 √ 2. Pak mezní rychlost vzroste na

v^′_m = ( ϱ ϱp − 1 ) 2r^{′2}gϱp 9η = vm^3 √ 4 = 0,202 m·s^{−1} .

2 body

d) Musí platit 1 − 1 100 = 1 − exp ( − 9η 2r^2ϱp t1 ) , neboli t1 =

2r^2ϱp 9η ln 100 = 1.2 · 10^{−4} s .

Bublinka dosáhne 99 % mezní rychlosti za prakticky nemìøitelnou dobu. To je zpùsobeno jejím malým polomìrem, který se navíc ve vzorci vyskytuje v druhé mocninì, a malou hustotou plynu v bublince. 2 body