Øeźení úloh 1. kola 44. roèníku fyzikální olympiády. Kategorie A

Autoøi úloh: M. Randa (1), J. Jírù (2), V. Havel (3), P. ľedivý (4, 5), M. Jareźová (6), B. Vybíral a P. ľedivý (7)

1. Oznaème L a H vodorovnou a svislou vzdálenost støedu obrouèky od poèáteèního

bodu vrhu, o obvod míèe, D prùmìr obrouèky, α elevaèní úhel, t dobu letu, v0 poèáteèní rychlost míèe, v rychlost míèe pøi prùletu obrouèkou a γ její odchylku od vodorovné roviny. (obr. R1).

Obr. R1

a) Platí: L = v0t cos α , H = v0t sin α − 12 gt^2 = L tg α − gL^2 2v^2_0 cos^2 α .

v^2_0 = gL^2 2(L tg α − H) cos^2 α = gL^2 2(L sin α cos α − H cos^2 α)

. (1)

Po dosazení H = L tg β a úpravì dostaneme

v^2_0 = gL^2 2(L sin α cos α − L tg β cos^2 α) = gL sin 2α − tg β(1 + cos 2α) ,

v^2_0 = gL cos β sin 2α cos β − sin β − sin β cos 2α = gL cos β sin(2α − β) − sin β , Hodnota výrazu je minimální, kdy¿

sin(2α − β) = 1 2α − β = 90^∘ , ⇒ α = 45^∘ + β/2 .

V takovém pøípadì

v^2_0 = gL cos β 1 − sin β = gL^2 √ H^2 + L^2 1 − H √ H^2 + L^2 = gL^2 √ H^2 + L^2 − H

= g( √ H^2 + L^2 + H) .

Èíselnì: αopt .= 48^∘, v0 .= 7,7 m·s^{−1}. 6 bodù b) Velikost rychlosti míèe pøi prùletu obrouèkou urèíme pomocí zákona zachování energie: 1 2 mv^{20} = mgH + 1 2 mv^2 , v = √ v^2_0 − 2gH .

Pro úhel γ platí: cos γ = v^xv = v^0 cos α^{opt} √ v^2_0 − 2gH . Aby se míè dotkl právì obrouèky (obr. R2), musela by odchylka φ jeho rychlosti od vodorovné roviny splòovat vztah: sin φ = 2RD = oπD . Èíselnì vychází γ .= 42^∘ > φ .= 33,5^∘. Míè proletí, ani¿ by se dotkl obrouèky.

4 body

Øeźení úlohy a) u¿itím diferenciálního poètu:

Aby poèáteèní rychlost mìla minimální velikost, musí výraz Q = L sin α cos α − H cos^2 α nabývat maximální hodnoty. Toho dosáhneme, kdy¿ dQ dα = L(cos^2 α − sin^2 α) + 2H cos α sin α = L cos 2α + H sin 2α = 0 , tg 2α = − LH = − 1tg β ⇒ 2α = 90^∘ + β , α = 45^∘ + β2 (obr. R3) .

Pro L = −H tg 2α je

d^2Q dα^2

= −2L sin 2α + 2H cos 2α =

2H(sin^2 2α + cos^2 2α) cos 2α = 2H cos 2α < 0 , neboż cos 2α < 0. Výraz Q tedy dosahuje pro α = 45^∘ + β/2 maxima a v0 je minimální. Dalźí úpravou vztahu (1) dostaneme

v^2_0 = gL sin 2α − tg β(1 + cos 2α) = gL cos β − tg β(1 − sin β) = gL cos β 1 − sin β .

Obr. R2 Obr. R3

2. a) Oznaème m hmotnost soupravy. Ze zákona zachování mechanické energie 1 2 mv^2_0 = mg l 2 sin α

plyne l = v^2_0 g sin α

= 210 m . (1)

1 bod

b) Síla pùsobící na soupravu ve smìru naklonìné roviny je rovna pohybové slo¿ce tíhové síly èásti soupravy délky x, která se právì nachází na naklonìné rovinì: F = x l mg sin α = kx , kde k = F x = mg sin α l . (2)

Jeliko¿ je síla F pøímo úmìrná délce x, probíhá pohyb soupravy po naklonìné rovinì jako polovina harmonického kmitu s periodou T = 2π √ m k , (3)

Z rovnic (1), (2) a (3) pak dostaneme

t0 = T 2 = π v0 g sin α

= 110 s .

2 body

c) Pro v1 < v0 se hmotnost soupravy m a tuhost k zachovávají. Je proto

t1 = t0 = π v0 g sin α

= 110 s .

1 bod

d) Pro v2 > v0 oznaème d vzdálenost dolního konce soupravy od zaèátku naklonìné roviny v okam¿iku zastavení soupravy. Ze zákona zachování mechanické energie a z rovnice (1) plyne 1 2 mv^2 = mg ( l 2 + d ) sin α , d = v^2 − v^2_0 2g sin α

= 187 m . (4)

Pøi nají¿dìní nahoru urazí souprava nejprve dráhu l za dobu t^′_2 harmonicky, potom dráhu d za dobu t^{′′}_2 rovnomìrnì zpomalenì do zastavení se zrychlením o velikosti a = g sin α. V pøedìlu oznaème okam¿itou rychlost v^′_2. Ze zákona zachování mechanické energie 1 2 mv^2 = 1 2 mv^{′2}_2 + mg l 2 sin α a z rovnice (1) plyne v^′_2 = √ v^2 − v^2_0 = 8 m · s^{−1} .

Tato rychlost té¿ musí vyhovovat rovnici harmonického pohybu s periodou T

v^′_2 = v2 cos ( 2π T t^′_2 ) . Z posledních dvou rovnic a z rovnice (1) plyne

t^′_2 = T 2π arccos √ v^2 − v^2_0 v2 = v0 g sin α arccos √ v^2 − v^2_0 v2 = 22,57 s .

Pro dráhu d ura¿enou rovnomìrnì zpomaleným pohybem do zastavení platí d = 1 2 g sin α · t^{′′2}_2 . (5)

Z rovnic (4) a (5) plyne

t^{′′}_2 = √ v^2 − v^2_0 g sin α

= 46,77 s .

Hledaný èas pak je t2 = 2(t^′_2 + t^{′′}_2 ) = 138,7 s

3 body

e) V èasovém intervalu ⟨0, t^′_2⟩ je harmonický pohyb soupravy popsán rovnicemi

v = v2 cos(ωt) , s = v2 ω sin ωt , kde ω = 2π T = g sin α v0 = 0,0285 s^{−1} .

V èasovém intervalu ⟨t^′_2, t2/2⟩ je rovnomìrnì zpomalený pohyb soupravy popsán rovnicemi

v = v^′_2 − g sin α(t − t^′_2) , s = l + v^′_2(t − t^′_2) − 1 2 g sin α(t − t^′_2)^2 .

Grafy okam¿ité rychlosti a dráhy jsou na obr. R4 a R5.

3 body

Obr. R4

Obr. R5

3. a) Poèáteèní tlak plynu p0 souvisí s poèáteèním poètem molekul N0 podle stavové

rovnice: p0V T = N0 NA R , kde NA je Avogadrova konstanta a R molární plynová konstanta.

2 body

Molekuly arsanu se rozkládají podle rovnice 2 AsH3 → 2As + 3H2 .

Z ka¿dých dvou molekul arsanu vzniknou tedy tøi molekuly vodíku.

2 body

Poèet dosud nerozlo¿ených molekul arsanu v èase t oznaèíme N. Za malý èasový interval dt se rozlo¿í poèet molekul, který je úmìrný poètu dosud nerozlo¿ených molekul a délce intervalu. Oznaèíme-li konstantu úmìrnosti λ, bude dN = −λNdt , dN N = −λdt . Znaménko minus vyjadøuje, ¿e se poèet molekul zmenźuje. Integrací dostaneme ln N = −λt + C . V èase t = 0 vźak byl poèet molekul arsanu N0, tak¿e C = ln N0 . Proto

ln N = −λt + ln N0 , ln N N0 = −λt , N = N0e^{−λt} . V èase t bude celkový poèet molekul v nádobì

Nc = N + 3 2 (N0 − N) = N0 2 ( 3 − e^{−λt} ) . Zbývá jeźtì urèit konstantu λ. Podle zadání platí N0 2 = N0e^{−λτ} , e^{−λτ} = 1 2 , λ = ln 2 τ . Pro tlak plynu ze stavové rovnice odvodíme:

p = NcRT NAV = N0 ( 3 − e^{−λt} ) RT 2NAV = p0 3 − e^{−λt} 2 = p0 2 3 − ( 1 2 )^t_τ . 4 body

b) Po dlouhé dobì bude èlen e^{−λt} zanedbatelný a tlak bude mít hodnotu p = 3 2 p0 . 2 body

4. a) Impedance samotné reálné cívky je Z = R + jωL a impedance sériového spojení

reálné cívky s rezistorem o odporu R1 je Z1 = R + R1 + jωL . Platí:

Z^2 = R^2 + ω^2L^2 = ( U I )_2 , Z^2_1 = (R + R1)^2 + ω^2L^2 = ( U I1 )_2 . Po odeètení obou rovnic a dalźích úpravách dostaneme:

Z^2_1 − Z^2 = 2RR1 + R^2_1 , R = Z^2_1 − Z^2 − R^2_1 2R1 = 1 2R1 [( U I1 )_2 − ( U I )_2 − R^2_1 ] ,

L = √ Z^2 − R^2 ω = 1 ω √( U I )_2 − R^2 .

Pro dané hodnoty: R = 113,5 ˙ .= 110 ˙ , L = 1,96 H .= 2,0 H .

4 body

b) Pomìr fázoru napìtí na kondenzátoru a fázoru celkového napìtí je stejný jako pomìr impedance kondenzátoru a celkové impedance: UC U = 1 jωC R + j ( ωL − 1ωC ) = 1 jωCR − ω^2LC + 1 ,

UC U = 1 √ (1 − ω^2LC)^2 + ω^2C^2R^2 . Amplituda napìtí na kondenzátoru je UCm = U √ 2 √ (1 − ω^2LC)^2 + ω^2C^2R^2 . 2 body

Extrém nastane, jestli¿e d dC [ (1 − ω^2LC)^2 + ω^2C^2R^2 ] = 2ω^2(ω^2L^2C − L + R^2C) = 0 .

Z toho: Ck = L ω^2L^2 + R^2 . 2 body

Pro C < Ck je derivace záporná a pro C > Ck je derivace kladná. Výraz pod odmocnítkem tedy pro C = Ck dosahuje minima a amplituda napìtí na kondenzátoru maxima UCmk = U √ 2 √( 1 − ω^2L^2 ω^2L^2 + R^2

)_2 + ω^2R^2L^2 (ω^2L^2 + R^2)^2 =

= U √ 2 · R^2 + ω^2L^2 √ R^4 + ω^2R^2L^2 = U √ 2 · √ 1 + ( ωL R )_2 . Pro dané hodnoty: Ck = 5,0 μF , UCmk = 78 V .

2 body

Poznámka: Pøípad vyźetøovaný v úloze b) se liźí od sériové rezonance, pøi které platí Thomsonùv vztah a obvodem prochází maximální proud. V tomto pøípadì

Cr = 1 ω^2L , Zr = R , UCmr = U √ 2 RωC = UωL √ 2 R , pro dané hodnoty: Cr = 5,18 μF , UCmr = 77 V . Pokud øeźitel uvede sériovou rezonanci jako øeźení úlohy b), hodnotí se øeźení úlohy b) nejvýźe ètyømi body.

5. Budeme vycházet z gra˛ckého øeźení úlohy na obr. R6 a pou¿ívat znaménkovou kon-

venci obvyklou ve støedoźkolských uèebnicích fyziky.

a) Paprsek, který pøichází rovnobì¿nì s optickou osou, se nejprve láme na spojce do jejího obrazového ohniska F^′_1, pak se láme na rozptylce do obrazového ohniska celé soustavy F^′. Rozptylka zobrazuje bod F^′_1 do bodu F^′. Platí 1 a2 + 1 a^′_2 = 1 d − f1 + 1 a^′_2 = 1 f2 , a^′_2 = (d − f1)f2 (d − f1) − f2 = (f1 − d)|f2| |f2| − (f1 − d) = 3,33 cm .

Obrazové ohnisko teleobjektivu le¿í ve vzdálenosti 3,33 cm za rozptylkou. Paprsek, který vystupuje z rozptylky rovnobì¿nì s optickou osou, smìøuje pøed rozptylkou do jejího pøedmìtového ohniska F2. Spojka tedy zobrazuje pøedmìtové ohnisko teleobjektivu F do pøedmìtového ohniska rozptylky F2. Platí 1 a1 + 1 a^′_1 = 1 a1 + 1 |f2| + d = 1 f1 , a1 = a^′_1f1 a^′_1 − f1 = (|f2| + d)f1 |f2| + d − f1 = 18 cm .

Pøedmìtové ohnisko teleobjektivu le¿í ve vzdálenosti 18 cm pøed spojkou.

5 bodù

b) Ohniskovou vzdálenost teleobjektivu urèíme u¿itím podobnosti vybarvených trojúhelníkù. Platí g h = f a1 = |f2| a^′_1 , f = a1|f2| a^′_1 = f1|f2| a^′_1 − f1 = f1|f2| |f2| + d − f1 = 10 cm .

Teleobjektiv má ohniskovou vzdálenost 10 cm a jeho hlavní roviny χ a χ^′ le¿í ve vzdálenostech 8 cm a 2,67 cm pøed spojkou.

5 bodù

Obr. R6

7. a) Pøi volném pádu bez pùsobení elektrické síly je síla odporu vzduchu Fo v rovnováze

s tíhovou silou FG a aerodynamickou vztlakovou silou Fv. Platí: Fo = 6πrv0η = FG − Fv = 4 3 πr^3(ϱ − ϱv)g ,

r = 3 √ v0η 2(ϱ − ϱv)g = 1,034 · 10^{−6} m , m = 4 3 πr^3ϱ = 4,3 · 10^{−15} kg .

4 body

b) Nejprve porovnáme velikost elektrické síly a velikost výslednice tíhové a vztlakové síly: Fe = |Q|E = 3eU d = 3,00 · 10^{−14} N , FG − Fv = mg ϱ − ϱv ϱ = 4,16 · 10^{−14} N .

2 body

1) Je-li náboj kapièky kladný (Q1 = +3e), pùsobí elektrická síla dolù a rychlost kapièky se po pøipojení napìtí zvìtźí. Platí Fo = 6πrv1η = FG − Fv + Fe = 6πrv0η + UQ1 d ,

v1−v0 = UQ1 6πdrη = UQ1 9πd √ (ϱ − ϱv)g 2v0η^3

= 0,090 mm·s^{−1} , v1 = 0,215 mm·s^{−1} .

2) Je-li náboj kapièky záporný, pùsobí elektrická síla proti síle tíhové. V naźem pøípadì (Q2 = −3e) je Fe < FG − Fv, kapièka bude i po pøipojení napìtí klesat dolù, ale její rychlost se zmenźí: Fo = 6πrv2η = FG − Fv − Fe = 6πrv0η − U|Q2| d ,

v0−v2 = U|Q2| 6πdrη = U|Q2| 9πd √ (ϱ − ϱv)g 2v0η^3

= 0,090 mm·s^{−1} , v2 = 0,035 mm·s^{−1} .

4 body