Øeźení úloh 1. kola 43. roèníku fyzikální olympiády. Kategorie B

Autoøi úloh: M. Randa (1, 2, 3), M. Jareźová (4), K. Rauner (5), I. Èáp (6), L. Zdeborová (7). Koneèná úprava: P. ľedivý a M. Jareźová 1. a) Jedná se o vrh źikmo vzhùru s poèáteèní rychlostí v0 a elevaèním úhlem β. Vzta¿- nou soustavu Oxy zvolíme podle obr. R1. Platí: vx = v0 cos β, vy = v0 sin β − gt, x = v0t cos β, y = v0t sin β − 12 gt^2. Z toho známým zpùsobem urèíme dobu letu kulièek T , souøadnice bodù dopadu D1, D2 a výźku vrhù H:

T = 2v^0 sin βg , D1,2 = ± 2v^{20} sin β cos βg = ± v^{20} sin 2βg , H = v^{20} sin^2 β2g . Dle zadání má platit D = D1 − D2 = 4v^{02} sin β cos βg = 2H = 2v^{02}sin^2β2g .

Z toho tg β = 4, β = 76^∘.

Pro dané hodnoty T = 0,99 s, D1,2 = 1,20 m, D = 2,40 m.

Obr. R1 3 body

b) Má-li být D nejvìtźí, pak sin 2β = 1, tj. β = 45^∘. Pak D = 2v^{02}g .

Pro dané hodnoty D = 5,10 m. 1 bod c) Vzta¿nou soustavu Oxy zvolíme podle obr. R2, kde osa x je orientovaná podél naklonìné roviny dolù, osa y míøí vzhùru kolmo k naklonìné rovinì. Pro kulièku vr¿enou ve smìru dolù platí:

ax = g sin α, vx = v0 cos β + gt sin α, x = v0t cos β + 12 gt^2 sin α,

ay = −g cos α, vy = v0 sin β − gt cos α, y = v0t sin β − 12 gt^2 cos α. Druhá kulièka se liźí znaménkem u v0 ve vztazích pro vx, x:

vx = −v0 cos β + gt sin α, x = −v0t cos β + 12 gt^2 sin α.

V maximální vzdálenosti od roviny je vy = 0, tj. 0 = v0 sin β − gT1 cos α, kde T1 je doba stoupání. Potom T1 = v^0 sin β g cos α (stejná pro obì kulièky).

Doba letu kulièek je T = 2T1 = 2v^0 sin βg cos α (shodná pro obì kulièky). Maximální vzdálenost kulièek od roviny (mìøená ve smìru osy y) je stejná pro obì tìlesa. Platí

H = y(T1) = v0 sin β v^0 sin βg cos α − 12 g v^{02}sin^2β g^2cos^2α cos α = v^{02}sin^2β 2g cos α .

Souøadnice místa dopadu

D1,2 = 2v^{02} sin β g cos α (± cos β + tg α sin β).

Vzdálenost obou míst D = D1 − D2 = 4v^{02} sin β cos β g cos α =

2v0^2 sin 2β g cos α .

Ze zadání plyne

4v0^2 sin β cos β g cos α =

2v0^2sin^2β 2g cos α , odkud jako v a) tg β = 4, tj. β = 76^∘.

Pro dané hodnoty T = 1,29 s, D1 = 6,82 m, D2 = 3,69 m, D = 3,13 m. 4 body

Obr. R2

d) Maximální vzdálenost míst dopadu bude pøi sin 2β = 1, tj. β = 45^∘ (obr. R3).

Pro dané hodnoty D1 = 6,12 m, D2 = −0,54 m, D = 6,66 m. 1 bod

e) Pro α = 0^∘ je

T = 2v^0 sin βg , H = v^{02}sin^2β2g , D1,2 = ± v^{02} sin 2βg , D = 2v^{02} sin 2βg ,

co¿ jsou vztahy z úloh a), b). 1 bod

Obr. R3

2. Po pøestøi¿ení nitì budou na soustavu válcù pùsobit jen vnìjźí tíhové síly a vnitøní síly zprostøedkované pru¿inou. Tì¿iźtì soustavy bude padat volným pádem. Dìj nejsnáze popíźeme ve vzta¿né soustavì spojené s tì¿iźtìm, tedy þv beztí¿ném stavuß.

a) V poèáteèním okam¿iku je pru¿ina napnuta silou o velikosti mg a prodlou¿ena o ´l = mg/k = 0,0784 m. Aby se válce dostaly do rovnová¿ných poloh, kdy bude pru¿ina nezatí¿ená, musí se posunout vìtźí válec o ´l1 a menźí o ´l2, co¿ jsou také amplitudy výchylky kmitù, které po odstøi¿ení zaènou probíhat. Platí ´l1 + ´l2 = ´l = mgk , ´l^1´l_2 = mM .

Z toho ´l1 = y1m = ´l mM + m = m^2gk(M + m) = 0,0224 m ,

´l2 = y2m = ´l MM + m = mMgk(M + m) = 0,056 m .

Jestli¿e válec o hmotnosti M kmitá s amplitudou y1m a v krajní poloze na nìj pùsobí síla

Fm = mg = Mω^2y1m = ω^2 Mm^2gk(M + m) , pak ω = √ k(M + m) Mm ≈ 13,2 s^{−1} , T = 2π √ mM k(M + m) ≈ 0,475 s 4 body b) Ve vzta¿né soustavì spojené se Zemí bude pohyb válcù slo¿en z kmitání vyźetøeného v úkolu a) a volného pádu. Pru¿ina se bude poprvé nacházet v nezatí¿eném stavu v èase

t1 = T4 = π2 √ mM k(M + m) ≈ 0,119 s .

Horní válec bude mít rychlost o velikosti

v1 = gt1 + ωy1m ≈ (1,164 + 0,296) m·s^{−1} ≈ 1,46 m·s^{−1} . Dolní válec bude mít rychlost o velikosti

v2 = gt1 − ωy2m ≈ (1,164 − 0,741) m·s^{−1} ≈ 0,42 m·s^{−1} . 3 body c) Vzdálenost válcù bude poprvé minimální v èase

t2 = T2 = π √ mM k(M + m) ≈ 0,237 s .

Dolní podstava horního válce bude ve výźce

h1 = H − 12 gt^2 − 2´l1 ≈ (2 − 0,276 − 2 · 0,0224) m ≈ 1,68 m . Horní podstava dolního válce bude ve výźce

h2 = h1 − (l0 − ´l) ≈ 1,68 − (0,20 − 0,0784) m ≈ 1,56 m . 3 body

3. a) V celé nádobì je stejný tlak a teplota. Ze stavové rovnice pV T = nR plyne, ¿e látková mno¿ství vodní páry a vzduchu jsou ve stejném pomìru jako objemy obou èástí nádoby. Pøi zahøívání nádoby dochází nejprve k vypaøování vody a látkové mno¿ství páry se zvìtźuje, zatímco látkové mno¿ství vzduchu se nemìní. Proto se objem èásti s vodou a vodní párou zvìtźuje. Jedná se tedy o tu èást nádoby, která pùvodnì zabírala jednu tøetinu celého objemu. Po odpaøení vody se pomìr látkových mno¿ství obou plynù nemìní a píst se pøestane pohybovat. 4 body b) Oznaème V objem nádoby, mp a mv pùvodní hmotnosti páry a vody, np a nv jejich látková mno¿ství, n látkové mno¿ství vzduchu. Platí np n = 1 2 , np + nv n = 2 1 . Vydìlením obou vztahù dostaneme

np + nv np = 4 , nv np = mv mp = 3 .

3 body c) Oznaème m^′_v hmotnost odpaøené vody a n^′_v její látkové mno¿ství. Obdobnì jako v b): np n = 1 2 , np + n^′_v n = 1 .

Vydìlením obou vztahù dostaneme

np + n^′_v np = 2 , n^′_v = np ⇒ m^′_v = mp .

Hmotnosti vody a vodní páry jsou pøi prùchodu pístu støedem nádoby stejné, neboż mv − m^′_v mp + m^′_v = 2mp 2mp = 1 .

3 body

4. a) Na ¿ebøík, který je v rovnováze, pùsobí tíhová síla

FG, reakce podlahy s normálovou slo¿ku Fn1 a teè-

nou slo¿ku Ft1 a reakce stìny s normálovou slo¿ku

Fn2 a teènou slo¿ku Ft2 (obr. R5). Teèné slo¿ky re-

akcí jsou tøecí síly, které brání sklouznutí ¿ebøíku. Pøedpokládáme tedy, ¿e mají smìry vyznaèené na obrázku a splòují podmínky Ft1 ≤ f1 · Fn1 , Ft2 ≤ f2 · Fn2 . Aby nastala rovnováha, musí se vodorovné i svislé slo¿ky sil co do úèinku ruźit:

Ft2 + Fn1 = FG , Ft1 = Fn2 . (1)

Obr. R5 Kromì toho se musí v úèinku také ruźit otáèivé momenty vzhledem k libovolnému bodu. Zvolíme-li za tento bod dolní konec ¿ebøíku O, musí platit Fn2 · l sin α + Ft2 · l cos α − FG · l 2 cos α = 0 . (2)

V mezním pøípadì, kdy α = αmin, platí Ft1 = f1 · Fn1 , Ft2 = f2 · Fn2 . (3) Øeźením soustavy rovnic (1) a¿ (3) dostaneme

Fn2 = f1 · Fn1 , Ft2 = f1f2 · Fn1 , FG = Fn1 + f1f2 · Fn1 ,

f1Fn1l sin αmin + f1f2Fn1l cos αmin − (Fn1 + f1f2Fn1) l 2 cos αmin = 0 ,

tg αmin = 1 − f1f2 2f1 , αmin = 58^∘16^′. (4) 3 body b) Do vztahu (4) dosadíme f2 = 0; pak tg α = 12f_1 . Pro dané hodnoty αmin = 59^∘2^′ .

Z výsledku je vidìt, ¿e tøení na zdi má pro úhel α zanedbatelný význam. 2 body c) Dosadíme-li do vztahu (4) za f1 = 0, dostaneme tg α = ∞ , tj. αmin = π2 .

Z toho vyplývá, ¿e samotné tøení na zdi ¿ebøík neudr¿í. 2 body d) Vyjdeme z obr. R6. Obdobnì jako v úloze a) napíźeme podmínky rovnováhy pro oba smìry a otáèivý moment. V mezním pøípadì platí

f2 · Fn2 + Fn1 = FG1 + FG, f1 · Fn1 = Fn2, Fn2l sin α + f2Fn2l cos α − FG l 2 cos α − FG1 · d cos α = 0 , (5)

Po úpravì dostáváme

2Fn2(sin α + f2 cos α) − mg cos α − 2m1g d l cos α = 0,

odkud d = ( Fn2(tg α + f2) m1g − m 2m1 ) l. Z rovnic pro podmínky rovnováhy v obou smìrech vyjádøíme Fn2 = f1(m1 + m)g 1 + f1f2 . Obr. R6 Potom d = ( f1(m + m1) m1(1 + f1f2) tg α + f1f2(m + m1) (1 + f1f2)m1 − m 2m1 ) l. Pro dané hodnoty d = 0,54l = 2,2 m. 3 body e) Má-li èlovìk bezpeènì vylézt a¿ nahoru, je tøeba urèit úhel α pro pøípad d = l, tj. urèit úhel α nejlépe ze vztahu (5), kam za d dosadíme l. Po úpravì

2Fn2 · sin α = −2f2 · Fn2 cos α + FG cos α + 2FG1 cos α ,

odkud po dosazení za Fn2 dostaneme

tg α =

(m + 2m1)(1 + f1f2) 2f1(m + m1) − f2. Pro dané hodnoty je α^′_{min} = 72^∘3^′. 2 body

5. a) Voltampérová charakteristika z obr. 6 se dá pro Ud > Uz0 popsat vztahem Id = U^d − U^{z0}R_d . (1) Musí proto platit

Pm = Ud max U^{d max} − U^{z0} Rd , ⇒ U^{2d max} − U^{z0}U^{d max} − P^mR^d = 0 .

Úloze vyhovuje kladný koøen

Ud max =

Uz0 + √ U^2_{z0} + 4PmRd

2 = 10,92 V .

Proto¿e i pro maximální hodnoty napìtí a proudu diody musí platit vztah (1), je

Id max = √ U^2_{z0} + 4PmRd − Uz0 2Rd = 0,458 A . 2 body b)

Obr. R7

Nejnepøíznivìjźímu pøípadu z hlediska výkonového zatí¿ení Zenerovy diody odpovídá zapojení podle obr. R7. Platí

R0 min = U^{g2} − U^{d max} Id max = 19,8 ˙ . 1 bod

c) Vyjdeme z obr. R8. V nejnepøíznivìjźím pøípadì Ug = Ug1 pøi zapojení minimální hodnoty zatì¿ovacího odporu Rmin klesne proud Id na nulu. Musí platit U = Uz0 , I = I0 = U^{g1} − U^{z0}R_0 = U^{z0}R_{min} ,

Rmin = R^0U^{z0}

Ug1 − Uz0 = 100 ˙ . Obr. R8 2 body d) Øeźením soustavy rovnic Ug − U = R0I0 , I0 = Id + I , U = RI = Uz0 + RdId dojdeme ke vztahu U = Uz0 + Ug R^dR_0

1 + R^dR_0 + R^dR

. (2)

Po dosazení mezních hodnot za Ug dostaneme U1 = 10,10 V, U2 = 10,29 V. 2 body e) Ze vztahu (2) plyne

S = ´U^gU_g · ÚU = ´U^gU_g ·

Uz0 + Ug R^dR_0

1 + R^dR_0 + R^dR

´Ug R^dR_0

1 + R^dR_0 + R^dR

= 1 + R^0U^{z0} RdUg .

Pro Ug = 18 V dostaneme S = 14,9. 3 body

7. a) Pohybová slo¿ka tíhové síly musí pøekonat statické tøení: FG sin α > fsFG cos α ⇒ tg α > fs , co¿ je pro dané hodnoty splnìno. 1 bod b) Tlaková slo¿ka tíhové síly je v rovnováze s kolmou slo¿kou reakce naklonìné roviny. Ve smìru naklonìné roviny pùsobí na kvádr pohybová slo¿ka tíhové síly, síla pru¿iny a dynamické tøení. Rovnováha nastane, kdy¿ FG sin α − kx0 − fdFG cos α = 0 , x0 = Mgk (sin α − fd cos α) . Pro dané hodnoty x0 = 0,14 m. 1 bod c) Kvádr se zastaví, kdy¿ úbytek potenciální energie tíhové je roven souètu potenciální elastické energie pru¿iny a práce spotøebované dynamickým tøením: FG sin α · xmax = 12 kx^2_{max} + fdFG cos α · xmax .

Z toho xmax = 2 Mgk (sin α − fd cos α) = 2x0 = 0,28 m . 3 body

d) Ve vzdálenosti xmax musí síla pru¿iny pøekonat statické tøení: kxmax > fsFG cos α , 2k Mgk (sin α − fd cos α) > fsMg cos α , tg α > fs + 2fd .

Kromì toho musí mít pru¿ina dostateènou energii k vyta¿ení kvádru do vzdálenosti x0: 1 2 kx^{2max} > 1 2 kx^{20} + f^dF^G cos α · (x^{max} − x^0) + F^G sin α · (x^{max} − x^0) , 3 2 kx^0 = 3 2 F^G(sin α − f^d cos α) > f^dF^G cos α + F^G sin α , tg α > 5fd . Obì podmínky jsou pro dané hodnoty splnìny. 3 body e) Pokud se bude kvádr pohybovat nahoru, dosáhne nejvìtźí rychlosti ve vzdálenosti xv, kde výslednice vźech sil pøestane pùsobit nahoru, proto¿e právì dosáhne nulové velikosti:

kxv = FG sin α + fdFG cos α , ⇒ xv = Mgk (sin α + fd cos α) . Pro dané hodnoty xv = 0,199 m. 2 body