Øeźení úloh 1. kola 42. roèníku fyzikální olympiády. Kategorie C Autoøi úloh: R. Horáková (1,2,5), J. Houźtìk (3), J. Thomas (4), P. ľedivý (6), I. Volf (7)

1. Po pøestøi¿ení motouzu pùsobí na cihlu jen tíhová síla F_G a reakce pásu R (obr. R1). Jejich slo¿ky F_2 a R_2 kolmé k pásu mají stejnou velikost F_2 = R_2 = F_G cos α a navzájem se ruźí. Ve smìru rychlosti v_0 pùsobí pás na cihlu tøecí silou F_t, která se skládá s pohybovou slo¿kou tíhové síly F_1 ve výslednici o velikosti

F = F_1 + F_t = mg(sin α + f cos α) . Obr. R1 Ta udìluje cihle zrychlení o velikosti a = g(sin α + f cos α), dokud nedosáhne rychlosti pásu v_0. K tomu potøebuje dobu a dráhu

t_0 = v^0a = v^0 g(sin α + f cos α) , s^0 = v^2_0 2a = v^2_0 2g(sin α + f cos α) . 2 body

A. Pokud s_0 ≥ l , ( f ≤ v^{20} − 2gl sin α 2gl cos α ) dorazí cihla na konec pásu za dobu t = √ 2l a = √ 2l g(sin α + f cos α) rychlostí v = √ 2la = √ 2lg(sin α + f cos α).

2 body

B. Jestli¿e s_0 < l, ( f > v^{20} − 2gl sin α 2gl cos α ) závisí dalźí pohyb cihly na velikosti souèinitele smykového tøení. B1. Pokud fmg cos α ≥ mg sin α , (f ≥ tg α) pohybuje se cihla rovnomìrnì rychlostí v_0 a síly, které na ni pùsobí, se ve svém úèinku ruźí (obr. R2). Cihla dorazí na konec pásu za dobu

t = t_0 + l − s^0v_0 . 2 body

Obr. R2

B1. Pokud fmg cos α < mg sin α , (f < tg α) nastane situace podle obr. R3. Tøecí síla nevykompenzuje úplnì pohybovou slo¿ku tíhové síly a na cihlu pùsobí výsledná síla o velikosti F = F_1 −F_t . Cihla koná rovnomìrnì zrychlený pohyb se zrychlením o velikosti

a^′ = g(sin α − f cos α) .

Dobu t^′ po dosa¿ení rychlosti v_0 urèíme øeźením kvadratické rovnice

l − s_0 = v_0t^′ + 1 2 a^′t^{′2} . Obr. R3

Úloze vyhovuje koøen t^′ = − v^0 + √ v^2_0 + 2a^′(l − s_0) a^′ . Celková doba pohybu cihly a její koneèná rychlost budou t = t_0 + t^′ , v = v_0 + a^′t^′ . 2 body

Èíselné øeźení:

Pro f_1 = 0,70 nastane pøípad B1. a = 10,8 m·s^{−2}, t_0 = 0,277 s, s_0 = 0,415 m.

Cihla dorazí na konec pásu za dobu t = 1,14 s rychlostí v = v_0 = 3,0 m·s^{−1}. Pro f_2 = 0,40 nastane pøípad B2.

a = 8,3 m·s^{−2}, t_0 = 0,362 s, s_0 = 0,543 m, a^′ = 1,51 m·s^{−2}, t^′ = 0,697 s. Cihla dorazí na konec pásu za dobu t = 1,06 s rychlostí v = 4,0 m·s^{−1}. 2 body

2. Oznaèení velièin: perioda kmitù . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . T prùmìr vyènívající trubice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . d hmotnost hustomìru . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . m objem ponoøené èásti v kapalinì o hustotì ϱ_1 = 997 kg·m^{−3} . . . . V_1 objem ponoøené èásti v kapalinì o hustotì ϱ_2 = 900 kg·m^{−3} . . . . V_2 objem ponoøené èásti v kapalinì o hustotì ϱ_3 = 1 100 kg·m^{−3} . . V_3 délka stupnice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . l a) V rovnová¿né poloze mají vztlaková síla a tíhová síla stejnou velikost. Jestli¿e okam¿itá výchylka hustomìru ve svislém smìru je y, rovnováha se poruźí. Mù¿eme-li zanedbat odpor kapaliny proti pohybu, má výsledná síla stejnou velikost jako zmìna vztlakové síly a opaèný smìr ne¿ výchylka. Její svislá souøadnice je F = ´F_v = − πd^2ϱ_1gy 4 = −ky . Konstanta k = Sϱ_1g má podobný význam jako tuhost pru¿iny u pru¿inového oscilátoru. Jsou tedy splnìny podmínky pro vznik harmonických kmitù s periodou T = 2π √ m k = 2π √ 4m πd^2ϱ_1g = 4 d √ πm ϱ_1g . 4 body b) Úpravou pøedcházejícího vztahu dostaneme: m = T^2d^2ϱ_1g 16π , V_1 = m ϱ_1 = T^2d^2g 16π .= 2,47 · 10_{−5} m_3 .= 25 cm_3 .

3 body c) Platí: m = V_1ϱ_1 = V_2ϱ_2 = V_3ϱ_3 . Z toho

V_2 = V_1 ϱ_1 ϱ_2

, V_3 = V_1 ϱ_1 ϱ_3 ,

V_2 − V_3 = πd^2l 4 = V_1 ( ϱ_1 ϱ_2 − ϱ_1 ϱ_3 ) = T^2d^2g 16π ( ϱ_1 ϱ_2 − ϱ_1 ϱ_3 ) , l = T^2g 4π^2 ( ϱ_1 ϱ_2 − ϱ_1 ϱ_3 ) = 0,253 m .= 25 cm .

3 body

3. Pro celou øadu krychlièek i pro ka¿dou její èást platí podmínky rovnováhy:

1. Vektorový souèet sil pùsobících na tìleso musí být nulový. 2. Souèet momentù sil pùsobících na tìleso musí být nulový vzhledem k libovolné ose.

a) Na celou øadu krychlièek pùsobí ve svislém smìru celková tíhová síla n · F_G a dvì síly F^′ v bodech A a B. Aby nastala rovnováha, musí být

F^′ = n2 F_G = nb^3ϱg2 = 4,7 N . 1 bod

V dalźím øeźení vyjdeme z obr. R4. Na prvních i krychlièek se mù¿eme dívat jako na jediné tuhé tìleso, na které pùsobí tíhová síla i · F_G, vnìjźí síla F_A v bodì A a síla F_M od (i + 1)-té krychlièky, její¿ pùsobiźtì le¿í v bodì M ve výźce h_i.

Obr. R4

b) Vodorovné slo¿ky sil pùsobících v bodech A a M se ve svém úèinku ruźí, jsou proto stejnì velké a opaèného smìru. Ka¿dé dvì sousední krychlièky na sebe tedy pùsobí ve vodorovném smìru silami F a −F , stejnì velkými jako vodorovná slo¿ka síly F_A. 1 bod c) Z rovnováhy svislých sil na obr. R4 plyne:

F^′ = iF_G + F_i , F_i = F^′ − iF_G = ( n 2 − i ) F_G . Kladné znaménko pøitom znaèí smìr dolù, záporné smìr nahoru. Podle tohoto vztahu pùsobí nejvìtźí síla o velikosti (_n 2 − 1 ) F_G mezi první a druhou krychlièkou a mezi poslední a pøedposlední krychlièkou. Zde tedy nejsnáze dojde k proklouznutí. Pro velikost síly F musí platit f_0F ≥ ( n 2 − 1 ) F_G , F ≥ n − 22f_0 b^3ϱg = 6,5 N . 3 body d) Zvolme osu v bodì A. Podle momentové vìty F h_i = iF_G ib 2 + F_i · ib = F_G ( n 2 − i 2 ) ib , h_i = F_Gb 2F (n − i)i . Pro sudé n, co¿ je náź pøípad, je výźka zøejmì nejvìtźí pro i = n/2. Pak je h_{max} = bn^2F^G8F . 3 body e) Øada se nejsnáze zlomí uprostøed. Aby k tomu nedoźlo, musí platit h_{max} ≤ b , z toho F ≥ n^28 F_G = n^28 b^3ϱg = 23,5 N 2 body Toto je v naźem pøípadì silnìjźí podmínka ne¿ v c). Pøi postupném zmenźování slo¿ky F tedy dojde ke zlomení øady. Pro krychlièky z nìjakého kluzkého materiálu by tomu ale mohlo být naopak.

4.a) Pro urèení polohy tì¿iźtì zvolíme vzta¿nou soustavu podle obr. R5. Tìleso mù¿eme pova¿ovat za spojení dvou kvádrù o hmotnostech m_1 = 5m_0 , m_2 = 2m_0 , kde m_0 je hmotnost jedné krychlièky, a tì¿iźtích

T_1 = [ b 2, b 2, 5b 2 ] , T_2 = [ b 2, 2b, b 2 ] . Tì¿iźtì celého tìlesa má souøadnice

x_T = b2 = 20 mm ,

y_T = m^1y^1 + m^2y^2 7m_0 = 13 14b = 37,1 mm ,

z_T = m^1z^1 + m^2z^2 7m_0 = 27 14b = 7,1 mm . 2 body

Obr. R5

b) Nejsnáze povalíme tìleso na bok silou pùsobící na horní hranu nejvyźźí krychlièky podle obr. R6. Z momentové vìty plyne

F_{min} √ (5b)^2 + b^2 = F_G b 2 ,

F_{min} = F_G 2 √ 26 = 7b^3ϱg 2 √ 26 = 0,323 N .

Síla musí pùsobit źikmo vzhùru.

tg α = b 5b = 0,2 , α = 11,3^∘ .

2 body

Obr. R6

Úlohy c) a¿ e) vyøeźíme z hlediska pozorovatele v neinerciální vzta¿né soustavì spojené s automobilem. Ve vźech tøech pøípadech na tìleso pùsobí setrvaèná síla, její¿ pùsobiźtì je v tì¿iźti. Moment M_s setrvaèné síly vzhledem k podstavné hranì, okolo které by mìlo dojít k pøeklopení, musí pøekroèit moment M tíhové síly vzhledem k té¿e ose, ale velikost setrvaèné síly F_s musí zùstat menźí ne¿ velikost maximální tøecí sily, která mù¿e vzniknout mezi tìlesem a podlahou automobilu F_{tmax} = f_0mg = 0,70mg.

c) Pøi rozjí¿dìní je M_s = M, jestli¿e ma · z_T = mg · y_T , a = g y^Tz_T = g 1327 = 4,7 m·s^{−2} .

Pøitom F_s = 0,48mg < f_0mg . Pøekroèíme-li zrychlení 4,7 m·s^{−2}, skácí se tìleso dozadu. 2 body d) Na kruhovém objezdu o polomìru r pùsobí na tìleso setrvaèná odstøedivá síla. Rovnost M_s = M nastane, jestli¿e mv^2 r z_T = mgx_T , v^2 = grx_T z_T = 7 27 gr ,

v = √ 7 27 gr = 7,1 m·s^{−1} .= 26 km/h .

2 body e) Pøi brzdìní dosáhneme rovnosti M_s = M, jestli¿e

ma^′z_T = mg(3b − y_T ) , a^′ = 3b − y_T z_T g = 29 27 g = 10,5 m·s^{−2} .

V takovém pøípadì F_s = 2927mg > f_0mg .

Tìleso se neskácí, ale zaène klouzat dopøedu, jakmile velikost zrychlení pøekroèí hodnotu f_0g = 6,9 m·s^{−2}. 2 body

5.a) p_2 = p_3 = p^1V^1V_2 = 4,00 · 10^5 Pa , T_3 = T_4 = T_1 V^3V_2 = 2,8T_1 = 840 K ,

p_4 = p^3V^3V_4 = 2,80 · 10^5 Pa ,

U_1 = U_2 = 2,5nR_mT_1 = 2,5p_1V_1 = 2,5 kJ , U_3 = U_4 = U_1 T^3T_1 = 7,0 kJ . 3 body b) Plyn koná práci, jestli¿e se rozpíná, tedy v úsecích 2-3 a 3-4.

Plyn odevzdává teplo do okolí pøi dìji 1-2, kdy spotøebovává práci a jeho vnitøní energie se pøitom nemìní.

Q^′_{12} = W_{12} = nR_mT_1 ln

V_1 V_2

= p_1V_1 ln

V_1 V_2

.= 1,4 kJ ,

W^′_{23} = p_2(V_3 − V_2) = p_2 · 0,45V_1 = 1,8 kJ ,

W^′_{34} = Q_{34} = nR_mT_3 ln

V_4 V_3

= p_3V_3 ln

V_4 V_3

.= 1,0 kJ ,

3 body c)

4 body

7.a) Vzdálenost r_v Venuźe od Slunce urèíme z trojúhelníku SZV na obr. R7: r_v = r_z sin α = 0,7234 AU = 108,2 · 10^6 km . 1 bod b) Úhlová rychlost Venuźe podle pozorovatele na Zemi je ω_{syn} = ω_v − ω_z , z èeho¿ po substituci ω = 2π/T a úpravì dostaneme T_v =

T_{syn}T_z T_{syn} + T_z = 0,6152 roku = 224,7 d . 3 body c) Pro dostøedivou sílu pùsobící na planetu platí

F_d = 4π^2rm T^2

= –^{Mm}_{r2} .

Z toho úpravou dostaneme pro obì planety: M = 4π^2r^3

– T^{2 .= 2, 0 · 1030 kg .}

2 body

Obr. R7

d) Platnost 3. Keplerova zákona ovìøíme porovnáním: r^3_v T^2_v

= r^{3z}

T^2_z

.= 3,4 · 10_{18} m_3 · s_2 1 bod

e) Velká poloosa eliptické dráhy sondy má délku a = r^v + r^z2 = 128,9 · 10^6 km .

Z 3. Keplerova zákona odvodíme: T_{sondy} = T_z √ a^3 r^3_z

= 292 d a doba pøiblí¿ení sondy k Venuźi je t = T^{sondy}2 = 146 d . 2 body f) Zorné úhly Slunce vzhledem k Zemi a vzhledem k Venuźi jsou

α_z = 2R r_z

, α_v = 2R r_v .

Po úpravì α_v = α_z r^zr_v = 44,2^′ . 1 bod