Øeźení teoretických úloh celostátního kola 42. roèníku fyzikální olympiády.

Autoøi úloh: P. ľedivý (1, 2, 3), B. Vybíral (4)

1.a) Nejprve urèíme magnetickou indukci B_1

pole jediného závitu o polomìru R, kterým prochází proud I, na jeho ose ve vzdálenosti h od støedu (obr R1). Proudový element délky dl budí pole o indukci dB, ze které se uplatní jen slo¿ka

dB^′ ve smìru osy, její¿ velikost je

|dB^′| =^{μ0I dl sin β}_{4πr2} ._{Obr. R1}

Integrací dostaneme

B_1 = μ_0I sin β 4πr^2 2πR∫ 0 d l = μ_0I sin β 4πr^2 · 2πR = μ_0IR^2 2(R^2 + h^2)^{3/2} .

Kruhová cívka o N závitech vyvolá ve stejném bodì magnetické pole o indukci N krát vìtźí. Na ose Helmholtzových cívek je velikost výsledné indukce rovna souètu indukcí obou cívek. Zvolíme-li vzta¿nou soustavu podle obr. R2, je velikost magnetická indukce na ose v bodì o souøadnici x

Obr. R2 B = Nμ_0IR^2 2 { [ R^2 + (d − x)^2

]_−^3_2 + [ R^2 + (d + x)^2

]_−^3_2 } . 4 body b) Má-li být magnetické pole v okolí bodu S co nejhomogennìjźí, musí být graf funkce, kterou jsme obdr¿eli øeźením úkolu a), v bodì x = 0 co jejrovnìjźí. Její druhá derivace musí být nulová (in‚exní bod). Staèí ovźem derivovat výraz ve slo¿ené závorce, který oznaèíme symbolem V :

dV dx = 3 { [ R^2 + (d − x)^2

]−^5_2 (d − x) − [ R^2 + (d + x)^2

]−^5_2 (d + x) } ,

d^2V dx^2

= 15 { [ R^2 + (d − x)^2

]_−^7_2 (d − x)^2 + [ R^2 + (d + x)^2

]_−^7_2 (d + x)^2 } −

− 3 { [ R^2 + (d − x)^2

]_−^5_2 + [ R^2 + (d + x)^2

]_−^5_2 } . Pro x = 0:

30(R^2 + d^2)^− 7 2 d^2 − 6(R^2 + d^2)^− 5 2 = 6(R^2 + d^2)^− 7 2 (5d^2 − R^2 − d^2) = 0 ,

Øeźením je R^2 = 4d^2 , R = 2d , co¿ jsme mìli dokázat. 4 body c) V bodì S platí

B_0 = Nμ_0IR^2 (R^2 + d^2) 3 2 . Z toho I =

B_0(R^2 + d^2) 3 2 Nμ_0R^2 .

Pro dané hodnoty I = 16,7 A. 2 body

2.a) Po pøeklopení pøepínaèe zaène obvodem procházet proud ve smìru vyznaèeném na obr. R3. Dioda, pro kterou je to propustný smìr, se neuplatní. Dostali jsme netlumený kmitavý obvod LC tvoøený cívkou o indukènosti L a sériovou kombinací kondenzátorù o celkové kapacitì C = C^1C^2 C_1 + C_2 , ve kterém probìhne jedna polovina kmitu o periodì, kterou urèíme pomocí Thomsonova vztahu T = 2π √ LC. Obr. R3

Druhá polovina kmitu se u¿ neuskuteèní, proto¿e tomu zabrání dioda, která pøejde do nevodivého stavu. Pøechodný dìj tedy probìhne za dobu T 2 = π √ LC = π √ LC_1C_2 C_1 + C_2 . 1,5 bodu

Podrobnìjźí odvození: Oznaème q1, q2 okam¿ité náboje na kondenzátorech. V obvodu platí

u1 = uL + u2 , i = � dq^1dt = dq^2dt , q^1C_1 = L didt + q^2C_2 , � iC_1 = L d^2i dt^2 + i C2 , d^2i

dt^2

+ C1 + C2 LC1C2 i = 0 . Øeźením této rovnice za poèáteèní podmínky i = 0 je

i = Im sin ωt , ω = 2πT = √ C1 + C2 LC1C2 . b) Ze zákona zachování energie plyne 1 2 C_1U^2 =

(C_1U − Q)^2 2C_1 + Q^2 2C_2 , Q^2 ( 1 C_1 + 1 C_2 ) = 2UQ , Q = U 2C^1C^2

C_1 + C_2 , U^1 = U − Q C_1 = U

C_1 − C_2 C_1 + C_2 , U^2 = Q C_2 = U

2C_1 C_1 + C_2 .

1,5 bodu Diskuse:

a) C_1 ≫ C_2 : U_1 → U, U_2 → 2U, b) C_1 > C_2 : U > U_1 > 0, 2U > U_2 > U, c) C_1 = C_2 : U_1 = 0, U_2 = U, d) C_1 < C_2 : −U < U_1 < 0, 0 < U_2 < U, e) C_1 ≪ C_2 : U_1 → −U, U_2 → 0. 1 bod

Bìhem pøechodného dìje se náboj na druhém kondenzátoru postupnì zvìtźuje: q_2 = t∫ 0 I_m sin ωt dt = I^mω (1 − cos ωt),

a¿ v èase t = T/2 dosáhne hodnoty Q = 2UC_1C_2 C_1 + C_2 = 2I_m ω = 2I_m √ LC_1C_2 C_1 + C_2

. Z toho I_m = U √ C_1C_2 L(C_1 + C_2) . 2 body c) Èasové prùbìhy napìtí popisují vztahy

u_2 = q_2 C_2 = I_m ωC_2 (1 − cos ωt) = UC_1 C_1 + C_2

(1 − cos ωt) =

U_2 2 (1 − cos ωt) ,

u_1 = U − q_2 C_1 = U − I_m ωC_1 (1 − cos ωt) = U − U

C_2 C_1 + C_2

(1 − cos ωt) .

1 bod Pro dané hodnoty vychází: T 2 = 3,97 ms, I^m = 12.6 mA, Q = 32 μC, U^1 = 6 V, U^2 = 16 V . 1 bod Èasové prùbìhy proudu a obou napìtí jsou gra˛cky znázornìny na obr. R4 a R5.

Obr. R4 Obr. R5 2 body

3. V horní polovinì dvojhranolu se svìtelný paprsek odchýlí dolù podle obr. R6. Pro malé úhly platí β .= nα , γ = β − α .= (n − 1)α . V dolní polovinì dvojhranolu se paprsek odchýlí o stejný úhel γ vzhùru. 2 body Obr. R6

Do støedu O stínítka pøicházejí obì vlnìní s nulovým fázovým rozdílem (obr. R7). V bodì P o souøadnici y pøichází vlnìní z horní poloviny dvojhranolu s dráhovým pøedstihem y sin γ .= yγ a dolní vlnìní je o stejnou dráhu opo¿dìno. Aby vzniklo interferenèní maximum, musí pro celkový dráhový rozdíl platit δ = 2yγ = kλ , y = k λ 2γ = k λ 2(n − 1)α = ks , kde s je źíøka jednoho interferenèního prou¿ku, která zøejmì nezávisí na vzdálenosti stínítka od dvojhranolu, ale jen na lámavém úhlu α. 3 body

Obr. R7

Pøedepsané źíøky prou¿ku dosáhneme volbou γ = λ 2s , α = λ 2s(n − 1) = 5,75 · 10^{−3} rad = 0,329^∘ .= 20^′ .

2 body Svazek vln, které proźly horní polovinou dvojhranolu, dopadá na stínítko mezi body M_1 a N_1 o souøadnicích y_1 = h − (d + h tg α)tgγ .= h − (d + hα)γ , y_2 = −d tg γ .= −dγ . Druhý svazek vln, které proźly dolní polovinou dvojhranolu, dopadá mezi body M_2 a N_2 o souøadnicích −y_1 a −y_2 (obr. R8). Aby spoleèná oblast, kde se objeví interferenèní prou¿ky, byla co nejvìtźí, musí platit: y_1 = |y_2| , h − (d + hα)γ = dγ , d = h 2γ − hα 2 .= h 2γ = hs λ = 3,2 m .

Obr. R8 3 body

4.a) Odstøedivá síla se bude rovnat vnitøní síle napjatosti. Z toho 4 M 2 π^2f^2_0 R 2 = σ_pS , σ_p =

MRπ^2f^2_0 S = 296 MPa .

1 bod b) Pøed pøetr¿ením drátu má soustava moment setrvaènosti

J_0 = MR^2 + 2 M 2 ( R 2 )_2 = 5 4 MR^2 = 0,0045 kg · m^2 ,

po dopadu záva¿í na konce pøíèky se moment setrvaènosti zvìtźí na

J_1 = MR^2 + 2 M 2 R^2 = 2MR^2 = 0,0072 kg · m^2 .

Ze zákona zachování momentu hybnosti plyne

J_0ω_0 = J_1ω_1 , f_1 = f_0

J_0 J_1 = 5 8 f_0 = 31,3 s^{−1} .

2 body c) Kinetická energie soustavy tìsnì pøed pøetr¿ením drátu

E_{k0} = 1 2 J_0ω^2_0 = 2,5MR^2π^2f^2_0 = 222 J .

Kinetická energie po dopadu záva¿í

E_{k1} = 1 2 J_1ω^2_1 = 1 2 2MR^2 · 4π^2 25 64 f^2_0 = 25 16 MR^2π^2f^2_0 = 139 J .

E_{k1} E_{k0} = 5 8 = 0,625 , E_{k0} − E_{k1} = 0,375E_{k0} = 83 J .

Pøíèina úbytku mechanické energie soustavy je v deformaèní práci, kterou vykonají záva¿í pøi dopadu na prstenec. Úbytek mechanické energie se projeví jako pøírùstek vnitøní energie soustavy. 2 body d) α) A¿ do okam¿iku dopadu záva¿í na konce pøíèky platí vedle zákona zachování momentu hybnosti také zákon zachování energie. Z nìj urèíme velikost rychlosti v záva¿í tìsnì pøed dopadem na konec pøíèky ve vzta¿ní soustavì spojené s laboratoøí.

E_{k0} = 2,5MR^2π^2f^2_0 = 1 2 MR^24π^2f^2_1 + 2 · 1 2 M 2 v^2 = 25 32 MR^2π^2f^2_0 + Mv^2 2 , v = √ 55 16 πRf_0 = 87,4 m·s^{−1} .

Rychlost v mù¿eme rozlo¿it na slo¿ku v_1 v okam¿itém smìru pøíèky a slo¿ku v_2 ve smìru kolmém k pøíèce (Obr. R9). Slo¿ka v_1 pøi nepru¿ném nárazu na konec pøíèky zaniká, slo¿ka v_2 se pøi nárazu zachová a má velikost

v_2 = 2πRf_1 = 5 4 πRf_0 = 58,9 m·s^{−1} .

Velikost slo¿ky v_1 urèíme pomocí Pythagorovy vìty:

v_1 = √ v^2 − v^2 = √ 30 16 πRf_0 = 64,5 m·s^{−1} .

Rychlost v svírá s okam¿itým smìrem pøíèky úhel φ = arctg v_2 v_1

= 42,4^∘ .

Obr. R9

4 body β) Ve vzta¿né soustavì spojené s rotující pøíèkou má záva¿í tìsnì pøed dopadem na konec pøíèky rychlost v_1. 1 bod Kontrolní výpoèet: Úbytek kinetické energie soustavy pøi dopadu záva¿í na konce pøíèky odpovídá zániku slo¿ky v_1:

E_{k0} − E_{k1} = 15 16 MR^2π^2f^2_0 = 2 · 1 2 M 2 v^2_1 , v_1 = √ 30 16 πRf_0 .