Øeźení úloh 1. kola 41. roèníku fyzikální olympiády. Kategorie D Autoøi úloh: J. Jírù (1,2,3,4,6,7), I. Volf (5) 1.a) Zrychlení vlaku pøi brzdìní oznaème a_1. Z rovnic

v_0 = a_1t_1 , s_1 = 1 2 a_1t^2_1 (1)

plyne v_0 = 2s^1t_1 = 20 m·s�^2 . 1 bod b) Z rovnic (1) a z rovnice v_0 = a_2t_2 plyne a_2 = a_1 t^1t_2 = 2s t^2_1

· t^1t_2 = 2s^1t_1t_2 = 1,25 m·s�^2 1 bod c) Oznaème ´t dobu do zastavení na dráze ´s. Z rovnic

´s = 1 2 a_1(´t)^2 , v0 = a_1´t

plyne v0 = √ 2a_1´s . Po dosazení za a_1 z rovnice (1) dostaneme

v0_=^2_{t1}^√_{s1´s}^._{= 9,1 m·s}�1_{. 2 body}

d,e) Graf rychlosti je na obr. R.1: Dráhový náskok, který by získal vlak projí¿- dìjící zastávkou bez zastavení stálou rychlostí v_0, je èíselnì roven obsahu vyźrafovaného lichobì¿níka. Vychází 1000 m.

t s 20 40 60 v m·s�1

0

10

20 Obr. R1�

3 body

Graf dráhy je na obr. R2: První parabolický úsek grafu mù¿eme popsat vztahem s = s_1 − 1 2 a_1(t_1 − t)^2 .

Druhý parabolický úsek grafu je popsán vztahem s = s_1 + 12a_2(t − t_1 − t0)^2 .

t s 20 40 60 s m

0

100 200 300 400

Obr. R2�

3 body

2.a) Pøi jízdì polovièní rychlostí dorazí øidiè do poloviny dráhy v okam¿iku, kdy u¿ mìl být v cíli. Úloha proto nemá øeźení. (Ke stejnému výsledku dojdeme i z obecného øeźení úlohy b).) 2 body b) Oznaème délku celé dráhy 2s a dobu jízdy na první polovinì dráhy t_1 a na druhé polovinì dráhy t_2. Pak platí

v_p = 2s t_1 + t_2 = 2s s v_1 + s v_2 = 2v_1v_2 v_1 + v_2

. (1)

Úpravou rovnice dostaneme v_2 = v^1v^p 2v_1 − v_p = 120 km · h

�1_{. 2 body}

c) Pou¿ijeme-li v rovnici (1) rychlosti v0_1 a v0_2, dostaneme

v0_{1 =}^v02^vp_{2v}0_{2 − vp = 45 km · h}�1_{. 2 body}

d) Oznaème t dobu jízdy podle pùvodního zámìru, t0 dobu jízdy podle nových podmínek. Pak platí

t0_=^s_{v1 +}^s_v0 2 = v_1 + v0_2 v_1v0_2 s = v_1 + v0_2 v_1v0_2 · v_pt 2 = (v_1 + v0_2)v_p 2v_1v0_2 t = 4 3 t . 2 body e) Pou¿ijeme-li v rovnici (1) rychlosti v0_2 a v0_p, dostaneme

v0_{p =}^{2v}1^v02_{v1 + v}0_{2 = 45 km · h}�1_{. 2 body}

3.a) Pokud se vagon pøiblí¿í tìsnì k lokomotivì, ani¿ dojde ke srá¿ce, budou mít v tomto okam¿iku obì tìlesa stejnou rychlost v_0. Stane se to v èase t = v_0/a_{min} od poèátku pohybu lokomotivy. Porovnáním drah dostaneme rovnici v_0t = s_0 + 1 2 a_{min}t^2 .

Øeźením soustavy dostaneme

v^2_0 a_{min} = s^0 + v^2_0 2a_{min} , a^{min} = v^2_0 2s_0 = 0,40 m·s

�2_{. 1 bod}

b) Porovnáním drah dostaneme kvadratickou rovnici pro hledaný èas t_1:

v_0t_1 = s_0 + 1 2 at^2_1 ,

která má dva kladné koøeny. Úloze vyhovuje menźí koøen t_1 = v_0 − pv^2_0 − 2as_0 a .= 3,3 s 2 body

c) Tìsnì pøed srá¿kou bude mít lokomotiva rychlost v_1 = at_1 = v_0 − pv^2_0 − 2as_0 = 1,0 m·s�^1 1 bod d) Ze zákona zachování hybnosti plyne

m_0v_0 + m_1at_1 = (m_0 + m_1)u , u = m^0v^0 + m^1at^1m_0 + m_1 = 1,4 m·s�^1 . 2 body

e) Po pøipojení vagonu k lokomotivì se její zrychlení zmenźí na

a_1 = F m_0 + m_1 = m_1a m_0 + m_1 . V èase 3t_1 bude mít souprava rychlost

u_1 = u + a_1 · 2t_1 = m^0v^0 + 3am^1t^1 m_0 + m_1 = 2,6 m·s

�1_{2 body}

f)

t s v m·s�1

0 2 4 6 8 10

1 2 3 vagon

lokomotiva souprava

Obr, R3�

2 body

4.a)

o r

l α

α m F FG

Fo

Obr. R4�

Z hlediska chlapce na sedaèce, v neinerciální vzta¿né soustavì spojené s kolotoèem, je hledaná síla rovna výslednici tíhové síly a setrvaèné odstøedivé síly. Platí F = mg cos α

.= 600 N .

2 body

b) Podle obrázku je

tg α = F^oFG = ma^dmg = a^dg , a_d = g tg α .= 6,9 m·s�^2 . 2 body

c) Polomìr kru¿nice, po které obíhá chlapec, je r + l sin α. Pro dostøedivé zrychlení platí a_d = v^2 r + l sin α

= g tg α .

Z toho

v = p_{g(r + l sin α) tg α .= 6,1 m·s�2 3 body}

d) Pro periodu platí

T = 2π(r + l sin α) v = 2π

r_{r + l sin α}

g tg α .= 5,6 s . 3 body

5.a) Pøi źikmém vrhu s nulovou poèáteèní výźkou je závislost souøadnic hmotného bodu na èase popsána vztahy

x = v_0t cos α , y = v_0t sin α − 1 2 gt^2 . Z podmínky y = 0 urèíme dobu letu t_0 a délku vrhu d:

t_0 =

2v_0 sin α g , d = 2v^2_0 sin α cos α g . Jeliko¿ sin α_1 = cos α_2 a cos α_1 = sin α_2, jsou pro dané hodnoty elevaèních úhlù délky obou vrhù stejné: d_1 = d_2 .= 35,3 m. 2 body b) Výźku vrhu h urèíme jako souøadnici y v èase t_1 = t_0/2:

t_1 = v_0 sin α g h = v^2_0 sin^2 α 2g . Pro dané elevaèní úhly dostaneme h_1 .= 5,1 m, h_2 .= 15,3 m 2 body c) Pøi vodorovném vrhu z výźky h_0 je závislost souøadnic hmotného bodu na èase popsána vztahy:

x = v_0t , y = h_0 − 1 2 gt^2 . Z podmínky y = 0 urèíme dobu letu t_1 a délku vrhu d:

t_1 =

s_{2h0}

g , d = v_0t_1 = v_0

s_{2h0}

g . Úpravou dostaneme: h_0 = gd^2 2v^2_0 . Proto¿e d_1 = d_2, platí h_{01} = h_{02} .= 15,3 m. 2 body d) Doby letu míèku jsou t_{01} = 2,04 s, t_{02} = 3,53 s, t_1 = 1,77 s. 1 bod e)

x m y m

10

20

0 10 20 30 40

Obr. R5�

3 body

7.a) Podle zákona zachování hybnosti m_0v_1 = m_0w , v_1 = w = 3000 m·s�^1 1 bod b) V inerciálních soustavách spojených s raketou pøed prvním a pøed druhým vypuzením plynu platí podle zákona zachování hybnosti: 3 2 m_0´v_1 = 1 2 m_0w , m_0´v_2 = 1 2 m_0w . Z rovnic plyne

v_2 = ´v_1 + ´v_2 = 13w + 12w = 56 w = 2500 m·s�^1. 1 bod

c) Analogicky pro odvrhnutí plynu ve 3 fázích platí: 5 3 m_0´v_1 = 1 3 m_0w , 4 3 m_0´v_2 = 1 3 m_0w , m_0´v_3 = 1 3 m_0w .

Z rovnic plyne

v_3 = ´v_1 + ´v_2 + ´v_3 = 15w + 14w + 13 w = 4760w = 2350 m·s�^1. 1 bod

d) Obecnì pro n platí: 2n − 1 n m_0´v_1 = 1 n m_0w , 2n − 2 n m_0´v_2 = 1 n m_0w , . . m_0´vn = 1 n m_0w . Z rovnic plyne

vn = ´v1 + ´v2 + · · · + ´vn =^1_{2n − 1} w +^1_{2n − 2} w + · · · +^1_{2n − n} w .

2 body Pro vybraná n vychází:

v_6 = 0,7365w = 2210 m·s�^1 , v_{10} = 0,7188w = 2160 m·s�^1 , v_{100} = 0,6957w = 2090 m·s�^1 , v_{1000} = 0,6934w = 2080 m·s�^1 . 1 bod

S rostoucím poètem krokù se výsledek èím dál více pøibli¿uje skuteèné hodnotì výsledné rychlosti rakety pøi spojitém vypuzování plynu, kterou bychom vypoèítali integrálním poètem. Takto získaný výsledek s pøesností na 6 platných èíslic je

v = w · ln

2m_0 m_0

= w · ln 2 = 0,693147w = 2079,44 m·s�^1 .

e) Obecnì pro n platí:

7m_0 − 1 n 6m_0´v_1 =

6m_0 n w , 7m_0 − 2 n 6m_0´v_2 =

6m_0 n w ,

. . m_0´vn =

6m_0 n w . Z rovnic plyne

vn = ´v1 + ´v2 + · · · + ´vn =^6_{7n − 6} w +^6_{7n − 12}w + · · · +^6_{7n − 6n}w .

2 body Pro vybraná n vychází:

v_6 = 2,450w = 7350 m·s�^1 , v_{10} = 2,232w = 6700 m·s�^1 , v_{100} = 1,972w = 5920 m·s�^1 , v_{1000} = 1,948w = 5840 m·s�^1 . 1 bod

Pro n → ∞ (spojité vypuzování plynu) dostaneme u¿itím integrálního poètu s pøesností na 6 platných èíslic

v = w · ln

7m_0 m_0

= w · ln 7 = 1,94591w = 5837,73 m·s�^1 .

f) Výsledná rychlost nedosahuje ani první kosmické rychlosti. Pøi vyslání rakety na obì¿nou dráhu kolem Zemì je kromì urychlení rakety na kruhovou rychlost potøeba jeźtì vykonat práci nutnou ke zvýźení potenciální energie rakety a k pøekonání odporové síly atmosféry. Jednostupòová raketa nemù¿e dosáhnout kosmických rychlostí. Pou¿ívají se vícestupòové rakety, u kterých se vyu¿ité èásti postupnì odhazují. Po¿adovanou rychlost získá jen poslední stupeò rakety. Pomìr hmotnosti kosmické lodi na obì¿né dráze a startovní hmotnosti bývá zhruba 1:20. 1 bod