Øeźení úloh 1. kola 41. roèníku fyzikální olympiády. Kategorie B

Autoøi úloh: M. Randa (1, 3), I. Volf (2), K. Rauner (6), R. Baník (4), V. Vícha (5) a P. ľedivý (7)

1. a) Oznaème u^′ rychlost míèe po odrazu od kvádru. Ze zákona zachování hybnosti a zákona zachování energie plyne pro souøadnice rychlostí u0, u^′ a v1: mu0 = mu^′ + m1v1 , 1 2 mu^2_0 = 1 2 mu^{′2} + 1 2 m1v^2_1 .

Øeźením této soustavy rovnic dostaneme:

v1 = u0 2mm + m_1 = 2,0 m·s^{−1} . 1 bod

b) Po odrazu míèe se v dùsledku pohybu kvádru zaène pru¿ina nejprve stlaèovat a bude pùsobit na vozík a kvádr silami pru¿nosti Fp a −Fp (obr. R1). Síla Fp udìlí vozíku vzhledem k zemi zrychlení a . Vzta¿ná soustava spojená s vozíkem není inerciální. Chceme-li popsat pohyb záva¿í vzhledem k této soustavì, musíme poèítat se setrvaènou silou Fs = −m1a (obr. R2). Je-li okam¿itá výchylka kvádru z pùvodní rovnová¿né polohy vzhledem k vozíku x, platí a = Fp m2 = kx m2 a na kvádr pùsobí ve vzta¿né soustavì spojené s vozíkem výsledná síla

F = −Fp + Fs = −Fp − m1a = −Fp ( 1 + m1 m2 )

o souøadnici F = −k ( 1 + m^1m_2 ) x = −k^′x . Odvozené vztahy platí i po návratu kvádru do rovnová¿né polohy a jeho vychýlení na opaènou stranu, kdy se pru¿ina natáhne a síla Fp vozík brzdí. 2 body x Fp −Fp a w

Obr. R1� x −Fp Fs Obr. R2�

Kvádr se vzhledem k vozíku rozkmitá s úhlovou frekvencí ω a periodou T : ω = √ k^′ m1 = √ k(m1 + m2) m1m2 .= 10,2 s−1 , T = 2π √ m1m2 k(m1 + m2)

= 0,613 s .

2 body Na poèátku se kvádr nachází v rovnová¿né poloze a velikost v1 jeho poèáteèní rychlosti vzhledem k vozíku je tedy amplitudou rychlosti. Amplituda výchylky je xm = v^1ω .= 0,195 m . 1 bod

c) Tì¿iźtì soustavy kvádr{vozík se pohybuje rovnomìrnì rychlostí vT , kterou urèíme pomocí zákona zachování hybnosti: (m1 + m2)vT = m1v1 , vT = v1 m1 m1 + m2 .= 0,57 m·s−1 . Za jednu periodu kmitù urazí vozík stejnou dráhu jako tì¿iźtì soustavy: s = vT T .= 0,35 m . 1 bod d) Okam¿itá rychlost vv kvádru vzhledem k vozíku je vv = v1 cos ωt.

Okam¿ité rychlosti v, w kvádru a vozíku vzhledem k zemi musí podle zákona zachování hybnosti splòovat vztahy: m1v1 = m1v +m2w = m1(w +v1 cos ωt)+m2w , w = m1 m1 + m2 v1(1−cos ωt) ,

v = v1 ( m1 m1 + m2 + m2 m1 + m2 cos ωt ) . Aby se kvádr pohyboval stále stejným smìrem, muselo by platit m2 < m1. v m·s^{−1}

t s −0,5

0,5 1,0 1,5 2,0

0,1 0,3 0,5 0,7 0,8 T vT v w

Obr. R3�

3 body

2. a) Podle 3. Keplerova zákona ( rM rZ )_3 = ( TM TZ )_2 , rM = rZ ( TM TZ )^2_3 = 227,9 · 10^6 km . vM = 2πrM TM = 24,1 km · s^{−1} .

b) Z obr. R4 odvodíme: 2a = rZ + rM , a = rZ + rM 2 = 188,8 · 10^6 km .

c) Dobu letu po Hohmannovì trajektorii urèíme z 3. Keplerova zákona jako polovinu periody pohybu po celé elipse: ( T TZ )_2 = ( a rZ )_3 t = T 2 = TZ 2 ( a rZ )^3_2 .= 259 d .

d) Na obr. R4 jsou trajektorie Zemì, Marsu a kosmické lodi zobrazeny ve vyznaèeném mìøítku. Bìhem letu kosmické lodi se prùvodièe Zemì a Marsu otoèí o úhlové dráhy φZ = t TZ · 360^∘ = 255^∘ , φM = t TM · 360^∘ = 136^∘ .

Sestrojením tìchto úhlù nalezneme hledané polohy Z2 a M1.

M1 Z1

S

M2

Z2 φZ φM

0

1

2

3

4 · 10^{11} mfl

Obr. R4

3. Odpor vìtve AB je R = ϱ aS , kde a je délka strany ètverce, S prùøez vodièe a ϱ mìrný elektrický odpor materiálu, ze kterého je drát vyroben. Stejný odpor mají také vìtve BC, CD a AD. Odpor vìtve AE (rovnì¿ BE, CE, DE ) je

R^′ = ϱ a √ 2 2 S = R √ 2 2 . a) RAC : V bodech B, D a E je stejný potenciál. Lze proto vìtve BE, DE nahradit zkratem (obr. R5a) nebo vypustit (obr. R5b). V obou pøípadech dojdeme ke stejnému odporu RAC : 1 RAC = 2 1 2R + 1 2 · R √ 2 2 , RAC = R ( 2 − √ 2 ) . = 0,586 R .

3 body

R

R

R R R^′ R^′

A C� R^{R RR′ R′}A^C�^{R RR/2 R/2}R/2 R/2R^{′R′} R^{′R′}A^CB^{D E}F^G�Obr. R5a Obr. R5b Obr. R6b) RAB (= RAD):Støed F vìtve AB a støed G vìtve CD mají stejný potenciál jako bod E. Z ná-_{hradního schématu na obr. R6 plyne:RAB = 22R + 1R′ + 1R + 12R + 1R′ = · · · = R · 9 − 4√27 .= 0,478 R .3 body4}

c) RAE : Pro pøehlednost pøekreslíme schéma podle obr. R7a. V bodech B a D je stejný potenciál. Z náhradního schématu na obr. R7b plyne: RAE = 1 1 R^′ + 1 R 2 + 1 2 R^′ + 1 R 2 + R^′

= · · · = R · 4 − √ 2 7 .= 0,369 R .

3 body

A

D

B

C E

R

R

R

R R^′

R^′ R^′ R^′ A E

B, D CffObr. R7a Obr. R7bOdpory jsou v pomìru_{RAC : RAB : RAE = 0,586 : 0,478 : 0,369 .Nejvìtźí odpor zmìøíme mezi uzly A a C, nejmenźí mezi uzly A a E. 1 bod4. a) V roztoku kyseliny sírové dochází k disociaci H2SO4 ⇀↽ 2H+ + SO2−4 . KationtyH+ vytváøejí s molekulami vody oxoniové ionty H3O+ a putují k záporné katodì,kde probíhá redukèní reakce, pøi které vzniká vodík:2 H3O+ + 2e− → H2 + 2H2O (Volmerova reakce)Anionty SO2−4 putují ke kladné anodì, kde odevzdávají elektrony a reagují s vodouza vzniku kyslíku:2 SO2−4 + 2 H2O → 2e− + 2 H2SO4 + O2 2 bodyb) Pøi vzniku molekuly kyslíku O2 se na anodì uvolní 4 elektrony. Stejnì velký nábojstaèí na katodì ke vzniku dvou molekul vodíku H2. Proto objem plynu v trubici5}

u katody roste rychleji ne¿ v trubici u anody. Poèet N molekul plynu ve zcela zaplnìné trubici urèíme pomocí stavové rovnice: pV T = NRm NA , N = NApV RmT = NALS ( pa + L2 ϱg ) RmT . Po dosazení: N = 1,096 · 10^{23} .

(T = 293,15 K, p = 1,109 · 10^5 Pa, V = 4,0 · 10^{−3} m^3.) K vylouèení takového poètu molekul vodíku potøebujeme náboj

Q1 = 2Ne = Iτ1 . Z toho: τ1 = Q1 I = 2Ne I . Po dosazení: Q1 = 3,51 · 10^4 C, τ1 = 7,02 · 10^4 s = 19,5 h.

K vylouèení stejného poètu molekul kyslíku potøebujeme dvojnásobný náboj. Proto τ2 = 2τ1 = 7,02 · 10^4 s = 39 h. Toto je také doba, za kterou budou zaplnìny plynem obì trubice. 5 bodù c) Abychom získali N molekul kyslíku, musíme spotøebovat 2N molekul vody o relativní molekulové hmotnosti Mr = 18,016. Celková hmotnost spotøebované vody je m = 2NMrmu = 6,55 · 10^{−3} kg . 3 body

5. a) Vztlaková síla musí mít alespoò takovou velikost, jako je tíha obalu a vzduchu uvnitø balonu: V ϱ1g = mg + V ϱ2g , 4 3 πr^3ϱ1 = 4πr^2γ + 4 3 πr^3ϱ2 , ϱ1 . . . hustota okolního vzduchu, ϱ2 . . . hustota vzduchu uvnitø balonu, m . . . hmotnost obalu. Hustotu vzduchu urèíme ze stavové rovnice: ϱ = pMm RmT , r = 3γT1T2Rm paMm(T2 − T1) . Pro dané hodnoty: r = 2,6 m . 3 body b) Hmotnost balonu se zátì¿í je (k + 1)-krát vìtźí ne¿ hmotnost obalu: V ϱ1g = (k + 1)mg + V ϱ2g , r = 3(k + 1)γT1T2Rm paMm(T2 − T1) . Pro dané hodnoty: r = 10,4 m . 2 body c) Z podmínky rovnováhy pro balon se zátì¿í m0 V ϱ1g = (m0 + m)g + V ϱ2g , dojdeme k rovnici

4πpaMm 3Rm ( 1 T1 − 1 T2 ) r^3 − 4πr^2γ − m0 = 0 . 2 body Je to rovnice tøetího stupnì s neznámou r, kterou vyøeźíme numericky. Po dosazení dostáváme rovnici s neznámou x = {r} (èíselná hodnota polomìru): f(x) = 0,726 x^3 − 1,88 x^2 − 100 = 0 .

Z grafu funkce y = f(x) na obr. R8 odhadneme r .= 6,2 m. Pøesnìjźí výpoèet vede k hodnotì r = 6,19 m. 3 body

−100 −50

50 100 y

0 1 2 3 4 5 7 x

Obr. R8ffi

7. a) Kdyby neexistoval odpor vzduchu, dolétl by míè za dobu T = 2v^0 sin αg = 3,604 s do vzdálenosti L = v^{20}g sin 2α = 63,71 m . 2 body Modelování pohybu míèe s odporem vzduchu i bez nìj mù¿eme provést napøíklad následujícím programem v systému FAMULUS. Pro modelování pohybu bez odporu vzduchu v úloze b) staèí zmìnit hodnotu promìnné ro (hustota vzduchu) na ro=0; V úloze c) volíme hodnoty promìnné vv (rychlost vìtru) postupnì 0, −5 a 5. b) Numerický model pohybu bez odporu vzduchu vede k hodnotám T = 3,605 s , L = 63,73 m , které jsou prakticky stejné jako výsledky výpoètu v a). 3 body c) Model pohybu s odporem vzduchu za bezvìtøí dává hodnoty T = 2,854 s , L = 30,32 m .

Pøi výkopu proti vìtru (viz obr. R9) dostáváme hodnoty T = 2,769 s , L = 21,73 m a pøi výkopu po vìtru hodnoty T = 2,940 s , L = 38,61 m . 5 bodù

Kopací míè - - - - - - - - promìnné, konstanty, procedury a funkce - - - - - - - - dt=0.001 ! èasový krok g=9.81 ! tíhové zrychlení m=0.40; r=0.105; C=0.48 ! parametry míèe ro=1.25 ! hustota vzduchu K=0.5*C*pi*ro*r^2/m ! pomocná konstanta vv=-5 ! rychlost vìtru - - - - - - - - - - - - - poèáteèní hodnoty - - - - - - - - - - - - - t=0 x=0; y=0 ! poèáteèní poloha v=25; alfa=45*pi/180 ! poèáteèní rychlost vx=v*cos(alfa); vy=v*sin(alfa) DISP - - - - - - - - - - - - - - - - model - - - - - - - - - - - - - - - - x=x+vx*dt; y=y+vy*dt vxr=vx-vv; vr=sqrt(vxr^2+vy^2) ! relativní rychlost vzhledem ke vzduchu ax=-K*vr*vxr; ay=-g-K*vr*vy vx=vx+ax*dt; vy=vy+ay*dt t=t+dt IF y<0 THEN t=t-y/vy; x=x-y/vy*vx ! lineární interpolace

SetWritePos(1,5,11) WRITE Graph, ’T = ’,t:5:3,’s L = ’,x:5:2,’m’ STOP END � �ff fiflffifflıȷ_{Obr.R98}