Øeźení teoretických úloh celostátního kola 41. roèníku fyzikální olympiády.

Autoøi úloh: I. Koźinár (1), P. ľedivý (2), B. Vybíral (3), J. Slabeycius (4)

1. Pohyb kapek budeme popisovat z hlediska pozorovatele spojeného s vozidlem. Vzta¿nou soustavu zvolíme podle obr. R1. Opustí-li kapka pneumatiku v bodì urèeném úhlem α, odletí ve smìru teèny a koná źikmý vrh vzhùru s elevaèním úhlem α a poèáteèní rychlostí, její¿ velikost je rovna obvodové rychlosti kola v. Pohyb kapky je popsán rovnicemi x = vt cos α − R sin α , y = R(1 + cos α) + vt sin α − 1 2 gt^2 . x y

h R α α v

O

Obr. R1fi

V èase t = v sin αg dosáhne kapka vrcholu parabolické trajektorie o souøadnici

h = R(1 + cos α) + v^2 sin^2 α 2g = v^2 2g ( 2Rg v^2 + 2Rg cos α v^2

+ 1 − cos^2 α ) . (1)

3 body Úpravou dostaneme h = v^2 2g [( Rg v^2 + 1 )_2 − ( Rg v^2

− cos α

)_2] . (2)

Je-li splnìna podmínka Rg v^2

< 1 neboli v^2 > Rg , (3)

bude mít funkce (2) pro cos α = Rg v^2 maximální hodnotu

h_{max} = v^2 2g ( Rg v^2 + 1 )_2

. (4)

(Ke stejnému výsledku dojdeme nalezením extrému funkce (1) pomocí první derivace). 3 body

Platí h_{max} = R ( Rg 2v^2

+ 1 + v^2 2Rg ) > 2R , neboż ∀x ∈ R^+ − {1} : x2 + 1 + 12x > 2.

Pokud by platilo v^2 ≤ Rg, funkce (2) by dosáhla maxima velikosti 2R pro α = 0. Kapky by tedy nemohly pøekonat výźku 2R, jak je po¿adováno v zadání úlohy.

Hledanou rychlost kola nalezneme øeźením rovnice (4). Po úpravì:

v^4 + (2Rg − 2hg)v^2 + R^2g^2 = 0 , v^2 = g [ (h − R) ± √ (h − R)^2 − R^2 ] ,

v = √ g [ (h − R) + √ (h − R)^2 − R^2 ] . (Znaménko (-) nevyhovuje podmínce (3).) 3 body Pro dané hodnoty: v = 5,7 m·s�^1 .= 20 km/h. 1 bod

2.a) Pùsobí-li pouze magnetické pole, pohybuje se iont podle obr. R2. Mezi pólovými nástavci na nìj pùsobí dostøedivá magnetická síla F_m = Bev = mv^2/r, která zakøivuje jeho trajektorii do kruhového oblouku AB o polomìru r = mv Be a odchýlí vektor rychlosti o úhel α, pro který platí sin α = l/r. Po opuźtìní magnetického pole se iont pohybuje po pøímce procházející bodem P na ose o, pro který platí |AP | = r tg(α/2), a dopadá na stínítko do bodu N o souøadnici x = |OP | tg α ( d + l − r tg α 2 ) tg α . (1)

l r d α

α α 2

B

x

N

A B P O

v

Obr. R2 �

Pøipojíme-li na vychylovací destièky napìtí, bude na iont kromì magnetické síly pùsobit i síla elektrická, která mu udìlí ve smìru osy y zrychlení

a_y =

F_e m = Ee m . Pohyb iontu bude probíhat jako pohyb slo¿ený z výźe popsaného rovnomìrného pohybu po kruhovém oblouku AB délky s = rα a z rovnomìrnì zrychleného pohybu ve smìru osy y. Za dobu t, po kterou bude iont mezi pólovými nástavci, posune se ve smìru osy y a opustí elektrické a magnetické pole v bodì C o souøadnici y_1. Pøitom bude mít ve smìru osy y rychlost v_1. Za bodem C se bude pohybovat po pøímce se sklonem β a dopadne na stínítko v bodì M, který je od bodu N posunut ve smìru osy y do vzdálenosti y = y_1 + y_2.

Rozvineme-li svislou plochu, ve které le¿í trajektorie iontu, do roviny, dostaneme obr. R3. Platí: t = s v = rα v , v_1 = a_yt , tg β = v_1 v , (2)

y_1 = 1 2 a_yt^2 y_2 = d cos α tg β . (3)

s d cos α β E y_2 M

A B C y_1 N v v_1

Obr. R3 �

Pro malé úhly mù¿eme pou¿ít aproximaci:

sin α = lBe mv .= α .= tg α .= 2 tg α 2 , cos α .= 1 .

Dosazením do (1) a¿ (3) dostaneme pøibli¿né vztahy x .= ( d + l − mv Be · lBe 2mv ) lBe mv = ( d + l 2 ) lBe mv , (4)

t .= mv Be · lBe mv · 1 v = l v ,

y = y_1 + y_2 = 1 2 · Ee m · ( l v )_2 + d Ee m · l v v = ( d + l 2 ) lEe mv^2 . (5)

5 bodù Podle pøibli¿ných vztahù jsou souøadnice bodu M_1 dopadu iontù^{20}_{10}Ne^+:

x_1 = 0,0239 m = 23,9 mm, y_1 = 0,0095 m = 9,5 mm, a souøadnice bodu M_2 dopadu iontù^{22}_{10}Ne^+:

x_2 = 0,0217 m = 21,7 mm, y_2 = 0,0087 m = 8,7 mm. 2 body

Pøesným numerickým výpoètem podle vztahù (1) a¿ (3) dostaneme pro iont^{20}_{10}Ne^+:

r = 0,20750 m, α = 0,145087 rad, t = 6,021 · 10�^8 s, β = 0,058034 rad, x = 0,0241 m, y = 0,00968 m, pro iont^{22}_{10}Ne^+:

r = 0,22825 m, α = 0,131816 rad, t = 6,017 · 10�^8 s, β = 0,052726 rad, x = 0,0219 m, y = 0,00878 m.

b) Rovnice (4) a (5) jsou vlastnì pøibli¿né parametrické rovnice hledané køivky.

Parametrem je rychlost v. Vylouèením parametru dostaneme

y = mE ( d + l2 ) lB^2e x^2 =

16,8 m�^1 · x^2 pro^{20}_{10}Ne^+

18,4 m�^1 · x^2 pro^{22}_{10}Ne^+

co¿ jsou rovnice parabol. Ionty tedy na fotogra˛cké desce vytvoøí pøibli¿nì oblouky parabol (obr. R4). 3 body

x mm 10 20 30

20

10

y mm

O

M_1

M_2

1 2 Obr. R4 �

3.a) První zpùsob: Z Gaussovy vìty: 2πrlE = Q_0 ε ⇒ E = Q_0 2πεrl . Napìtí mezi elektrodami je:

U_0 = r2∫ r1 E dr = Q_0 2πεl r2∫ r1 dr r = Q_0 2πεl ln r_2 r_1 .

C = Q_0 U_0 = 2πεl ln r^2r_1

= 6,3 · 10�^{11} F = 63 pF .

ε r_1 r^2 r +Q_0 −Q_0 Obr. R5�

Druhý zpùsob: Pokud neznáme Gaussovu vìtu, lze øeźit jako soustavu sériovì spojených kondenzátorù elementární tlouźżky dr. Pro kapacitu C_r takového kondenzátoru na polomìru r platí (vychází se ze vzorce pro deskový kondenzátor): 1 C_r = dr εS_r = dr 2πεlr . r dr C_r Obr. R6�

Celková kapacita je dána souètem | integrálem: 1 C = 1 2πεl r2∫ r1 dr r = ln r^2r_1 2πεl ⇒ C = 2πεl ln r^2r_1 .

3 body b) Prostor mezi elektrodami si lze pøedstavit jako vodiè s promìnným pøíèným prùøezem. Na polomìru r bude S_r = 2πrl. Element dielektrika má odpor

dR_i = ϱ dr S_r = ϱ dr 2πrl . Výsledný odpor je

R_i = ϱ 2πl r2∫ r1 dr r = ϱ ln r^2r_1 2πl = 4,7 · 10^{10} ˙ = 47 000 M˙ .

Ztrátový proud je

I_z =

U_0 R_i = 2πlU_0 ϱ ln r^2r_1

= 2,6 · 10�^8 A = 0,026 μA .

3 body c) Poèáteèní náboj

Q_0 = CU_0 = 2πεlU_0 ln r^2r_1

= 7,6 · 10�^8 C .

Podle Ohmova zákona je U = R_iI, kde U = Q/C je okam¿ité napìtí (po odpojení od zdroje) a Q je okam¿itý náboj. Proud I souvisí s úbytkem náboje a platí pro nìj I = −dQ/dt. Q C = −R_i dQ dt , Pak: dQ Q = − 1 R_iC dt = − dt ϱε , neboż

R_iC = ϱ ln r^2r_1 2πl 2πεl ln r^2r_1 = ϱε .

Integrací od Q_0 do Q a od 0 do t dostaneme: ln Q Q_0 = − t ϱε , Q = Q_0e� t ϱε . V èase t_1 bude na kondenzátoru náboj

Q_1 = Q_0e� t1 ϱε = 1,9 · 10�^8 C . 4 body

4.a) Rovnováha plovoucí zkumavky v okam¿iku pøechodu do klesavého pohybu je dána rovnicí F_G = F_v,

[m_{dna} + L(S_2 − S_1)ϱ_s]g = [L(S_2 − S_1) + xS_1]ϱ_vg .

Po zanedbání hmotnosti dna, dosazení a úpravì dostaneme: x = L ( D^2 d^2 − 1 ) ( ϱ_s ϱ_v − 1 ) = 4,22 cm .

3 body

b) V horní poloze je tlak vzduchu ve zkumavce

p_1 = p_a + xϱ_vg pøi teplotì t_1 = 15 ffiC (T_1 = 288,15 K). Po klesnutí ke dnu se tlak vzduchu ve zkumavce zvìtźí a výźka vzduchového sloupce se zmenźí. Tím bude rovnováha mezi vztlakovou silou a tíhovou silou poruźena. Obnoví se, kdy¿ teplota soustavy stoupne na hodnotu t_2, pøi které se výźka vzduchového sloupce opìt vrátí na hodnotu x. Tlak vzduchu ve zkumavce bude p_2 = p_a + (H − L + x)ϱ_vg.

x L

H-L

Obr. R7�

Proto T_2 T_1 = p_a + (H − L + x)ϱ_vg p_a + xϱ_vg , T_2 = T_1 ( 1 + (H − L)ϱ_vg p_a + xϱ_vg ) = 292,4 K , t_2 = 19,2 ffiC .

Pøi dalźím zvyźování teploty a¿ do 25 ffiC zkumavka vyplave nahoru a dno se nepatrnì vynoøí nad hladinu. 3 body

Bude-li teplota zvolna kolísat mezi 10 ffiC a 25 ffiC, klesne zkumavka ke dnu pøi ka¿dém poklesu teploty pod 15 ffiC a opìt se vrátí k hladinì pøi ka¿dém vzrùstu nad 19,2 ffiC. Výźka h dolního konce zkumavky nad dnem se bude mìnit podle grafu na obr. R8 mezi hodnotami 0 a H −L = 150 mm. Vidíme, ¿e v chování zkumavky se projevuje urèité opo¿ïování | hystereze. 2 body c) Zmenźí-li se kolísání teploty na interval od 16 ffiC do 18 ffiC, zále¿í na tom, jaký byl pøedcházející stav soustavy. Pokud byla pøedcházející teplota vyźźí a zkumavka plavala u hladiny, bude setrvávat u hladiny. Jestli¿e vźak pøedcházející teplota byla ni¿źí a zkumavka se nacházela u dna, bude setrvávat u dna. Bude tedy platit jeden z grafù na obr. R9. 2 body h mm

t ffi_C 0 50 100 150

10 20 30� h mm

t ffi_C 0 50 100 150

16 17 18ff

Obr. R8 Obr. R9