Øeźení úloh 1. kola 40. roèníku fyzikální olympiády. Kategorie A

Autoøi úloh: M. Krebs(1), D. Kluvanec (4), Z. Polák(2), P.ľedivý(3,6), B. Vybíral (5,7)

1. a) Pohyb válce s kolem je slo¿en z rovnomìrného posuvného pohybu a z rovnomìrného otáèivého pohybu s úhlovou rychlostí ω = v^0r . Za dobu t se osa válce posune do vzdálenosti rωt = v0t a válec se pootoèí o úhel ωt. Souøadnice bodu X budou podle obr. R1 urèeny vztahy: x = rωt−R sin ωt , y = r−R cos ωt . (1)

X S

O v0 x y

ωt

rωt Obr. R1�

2 body b) Derivací vztahù (1) dostaneme: vx = rω − Rω cos ωt , vy = Rω sin ωt . (2) Velikost rychlosti bodu X závisí na èase podle vztahu v = √ v^2x + v^2y = √ (rω − Rω cos ωt)^2 + (Rω sin ωt)^2 = = ω √ (R^2 + r^2) − 2Rr cos ωt . (3) V nejni¿źích bodech trajektorie, kde cos ωt = 1, je rychlost bodu X nejmenźí:

vmin = ω(R − r) = v0 R − r r = 3,33 m·s^{−1}. (4)

V nejvyźźích bodech trajektorie, kde cos ωt = −1, je rychlost bodu X nejvìtźí:

vmax = ω(R + r) = v0 R + r r = 13,33 m·s^{−1}. (5)

2 body c) Bod X se pohybuje dopøedu, jestli¿e vx > 0 ⇒ cos ωt < r R = 0,6 .

V základním intervalu to platí pro 53,13^∘ < ωt < 306,87^∘ . Doby pohybu vpøed a vzad jsou ve stejném pomìru jako pøísluźné úhly otoèení: tvpøed : tvzad = 253,74 : 106,26 .= 5 : 2 . 1 bod d) Souøadnice vektoru zrychlení dostaneme derivováním vztahù (2):

ax = Rω^2 sin ωt , ay = Rω^2 cos ωt . (6)

Zrychlení má konstantní velikost a = √ a^2x + a^2y = Rω^2 a v ka¿dém okam¿iku má opaèný smìr ne¿ vektor^{−→}SX , to znamená, ¿e v¿dy míøí do støedu kola. 1 bod e) V nejni¿źích a nejvyźsích bodech trajektorie je zrychlení kolmé k rychlosti. Mìní proto jen smìr vektoru rychlosti a platí vztah pro výpoèet dostøedivého zrychlení: a = v^2 ϱ ⇒ ϱ = v^2 a , (7)

kde ϱ je polomìr oskulaèní kru¿nice. Pro nejni¿źí body trajektorie dosazením z (4) dostaneme: ϱ1 = v^2_{min} a = ω^2(R − r)^2 ω^2R = (R − r)^2 R = 0,08 m .

Pro nejvyźźí body trajektorie dosazením z (5) dostaneme:

ϱ2 = v^2_{max} a = ω^2(R + r)^2 ω^2R = (R + r)^2 R = 1,28 m .

2 body f) Pøi sestrojování jednotlivých bodù trajektorie vycházíme ze stejného principu jako v úloze a). Oblouky oskulaèních kru¿nic mohou trajektorii nahradit s dostateènou pøesností v okolí nejvyźźích a nejni¿źích bodù (obr. R2).

ϱ1 ϱ1 ϱ2 x y

Obr. R2ˇ� 2 body

2. a) Poèátek vzta¿né soustavy zvolíme v místì, odkud házíme. Pohyb kamene je popsán parametrickými rovnicemi:

x = v0t cos α , y = v0t sin α − 12 gt^2 .

Vylouèením èasu dostaneme neparametrickou rovnici trajektorie: y = sin α cos α x − g 2v^2_0 cos^2 α x^2 . (8)

Je to rovnice paraboly procházející poèátkem vzta¿né soustavy. Bod dopadu má souøadnice y = 0 , x = v^{20}g 2 sin α cos α .

Souøadnice vrcholu jsou:

x = v^{20}g sin α cos α = h · 2 sin α cos α ,

y = v^{20}2g sin^2 α = h · sin^2 α , kde h je výźka vrhu pro α = 90^∘ (svislý vrh vzhùru s poèáteèní rychlostí v0). Tyto vztahy budeme chápat jako parametrické rovnice køivky, kde parametrem je úhel α. Umocnìním první rovnice a dosazením z druhé rovnice parametr odstraníme:

x^2 = 4h^2 sin^2 α(1 − sin^2 α) = 4y(h − y) a po úpravì dostaneme:

x^2 + 4y^2 − 4hy + h^2 = h^2 , x^2 h^2 + 4 ( y − h2 )_2

h^2

= 1 .

To je rovnice elipsy se støedem S ≡ [ 0, h2 ] , s hlavní poloosou o velikosti h ve

smìru osy x a s vedlejźí poloosou o velikosti h2 ve smìru osy y. 3 body b) Ka¿dým bodem uvnitø oblasti zasa¿itelné kamenem, jeho¿ poèáteèní rychlost má velikost v0, procházejí dvì parabolické trajektorie. Vztah (8) mù¿eme upravit na tvar y = tg α · x − g 2v^2_0

(1 + tg^2 α) · x^2 , gx^2 2v^2_0 tg^2 α − x tg α + y + gx^2 2v^2_0

= 0 .

Dostali jsme kvadratickou rovnici s neznámou tg α a parametry x, y, v0, g. Jejím øeźením nalezneme pøísluźné elevaèní úhly.

Bodem, který le¿í na hranici zasa¿itelné oblasti, prochází jen jediná trajektorie. Pro nì je diskriminant rovnice nulový:

D = x^2 − 2gx^2 v^2_0 ( y + gx^2 2v^2_0 ) = 0 , po úpravì y = v^{20}2g − g 2v^2_0 x^2 .

Hranici zasa¿itelné oblasti tvoøí parabola s vrcholem V ≡ [ 0, v^{20}2g ] = [0, h], která

protíná osu x v bodì D = [ v^2_0 g , 0 ] = [2h, 0].

4 body c)

x m y m

0 10

10

20

20

-20

30 40

Obr. R3�

3 body

3. a) Paprsky pøicházející do oka pozorovatele jsou prakticky rovnobì¿né s rovinou urèenou støedem oka a osou trubice. Vzdálenost y paprsku, který zobrazuje obrys vnitøní èásti trubice, od této roviny urèíme podle obr. R4:

y = R sin α = Rn sin β = Rn r R = nr . Zdánlivý prùmìr vnitøní èásti trubice je d^′ = 2y = nd. Pro daný index lomu d^′ = 1,52d. Øeźení má ovźem smysl, pokud nr < R. Není-li tato podmínka splnìna, rozhraní mezi kapalinou a sklem nevidíme a trubice je zbarvena a¿ po vnìjźí obrys. 4 body b) Okraj èáry je ve vzdálenosti h (polovina tlouźżky èáry) od roviny urèené støedem oka a osou tyèe. Paprsek zobrazující okraj èáry vystupuje z tyèe ve vzdálenosti h^′ od této roviny (obr. R5). Platí:

h^′ = R sin α , h = R sin φ , φ = 180^∘ − α − (180^∘ − 2β) = 2β − α .

Je-li tlouźżka èáry malá, jsou malé i úhly α, β a mù¿eme psát: β .= α n , sin φ .= φ .= α ( 2 n − 1 ) , h .= Rα 2 − n n , h^′ .= Rα .= h n 2 − n . Zdánlivá tlouźżka èáry je 2h^′. Pro daný index lomu 2h^′ .= 3,2 · 2h. 6 bodù α β y R r S

Obr. R4� α β β φ h^′ h R S

Obr. R5�

4. a) Møí¿ka sodíku je prostorovì centrovaná. Na jednu elementární buòku pøipadají N = 2 atomy. Z úhlopøíèného øezu elementární buòky (obr. R6) odvodíme a √ 3 = 4r , a = r 4√ 3 , V0 = 64√ 27 · r^3 .

Koe˛cient zaplnìní je

f = VV_0 =

2 43 πr^3 64√ 27 · r^3 = π √ 3 8 .= 0,680 .

Møí¿ka støíbra je ploźnì centrovaná. Na jednu elementární buòku pøipadají N = 4 atomy. Z obr. R7 odvodíme a √ 2 = 4r , a = r 4√ 2 , V0 = 64√ 8 · r^3 .

Koe˛cient zaplnìní je

f = VV_0 =

4 43 πr^3 64√ 8 · r^3 = π √ 2 6 .= 0,740 .

Na jednu hexagonální elementární buòku hoøèíku pøipadá N = 6 atomù. Støedy sousedních atomù le¿í ve vrcholech pravidelného ètyøstìnu (obr. R8). Z toho odvodíme: a = 2r , c = 4r √ 2 3 , V^0 = 24 √ 2 · r^3 .

Koe˛cient zaplnìní je

f = VV_0 =

6 43 πr^3 24 √ 2 · r^3 = π √ 2 6 .= 0,740 ,

co¿ je stejná hodnota jako u støíbra a vìtźí ne¿ u sodíku. 5 bodù

Obr. R6 a √ 2 afi Obr. R7 aff^{ca}Obr. R8�_{b) Prùmìrná hustota látky v krystalu je ϱ = NArmuV0 . Z toho urèíme objem elemen-tární buòky: V0 = NArmuϱ .Pro sodík dostaneme:R3Na = 3√364 · 2 · 22,99 · 1,66 · 10−27971 m3 , RNa = 1,85 · 10−10 mPro støíbro dostaneme:R3Ag = √232 · 4 · 107,87 · 1,66 · 10−2710 500 m3 , RAg = 1,44 · 10−10 mPro hoøèík dostaneme:R3Mg = 124√2 · 6 · 24,305 · 1,66 · 10−271 740 m3 , RMg = 1,60 · 10−10 m5 bodù5. a) Urychlením získal deuteron kinetickou energii Ek = 15 MeV = 2,4 · 10−12 J.Klidová energie deuteronu je E0 = m0c2 = 3,0 · 10−10 J = 1880 MeV .= 125Ek .Hmotnost urychleného deuteronu je m = m0 + Ekc2 .= 1,008m0 . Bìhem urychleníse zvìtźí o 0,8 %, co¿ mù¿eme pøi pøibli¿ném výpoètu zanedbat. 1 bodb) Zakøivení trajektorie je zpùsobeno dostøedivou magnetickou silou. Pro èástici o ná-boji e a hmotnosti m0 platí:} Bev = m0v^2 r , v r = 2πf0 = Be m0 , f0 = Be 2πm0 = 1,07 · 10^7 Hz .

2 body c) Bìhem jednoho obìhu je deuteron urychlen dvakrát. V optimálním pøípadì je poèet obìhù N = Ek 2Ume = 15 MeV 0,32 MeV

.= 47 .

1 bod d) Podle pøedstav klasické fyziky: v = √ 2Ek m0 = 3,79 · 10^7 m·s^{−1} , r0 = m0v Be = √ 2Ekm0 Be = 0,565 m .

2 body e) Relativistickým výpoètem dostaneme pro koneènou rychlost deuteronu, polomìr poslední kru¿nice a koneènou frekvenci obíhání:

v = c √ 1 − ( m0 m )_2 = c 1 − m0 m0 + E^k c^2

2 = 3,77 · 10^7 m·s^{−1} ,

r = mv Be = 0,566 m f = Be 2πm = Be 2πm0 m0 m = f0 m0 m = 0, 992f0 = 1,06 · 10^7 Hz.

Hodnoty získané relativistickým výpoètem se témìø neliźí od výsledkù získaných v b) a d). Nejzáva¿nìjźí je postupný pokles frekvence obíhání a¿ o 0,8 %. Optimální prùbìh urychlení pøedpokládaný v úloze c) se proto nedá realizovat a skuteèný poèet obìhù bude v¿dy vìtźí ne¿ 47. 4 body

6. Energie kondenzátoru po pøekmitnutí obvodu je témìø rovna souètu energie kondenzátoru a cívky pøed rozepnutím spínaèe: 1 2 CU^2_2 .= 1 2 CU^2_1 + 1 2 LI^2 , L = C ( U^2_2 − U^2_1 ) I^2 . Indukènost cívky 1200 závitù z rozkladného transformátoru s uzavøeným jádrem je pøibli¿nì 1,6 H, s rovným jádrem 0,2 H.

7. a) Pro výpoèet polohy tì¿iźtì umístíme ku-

¿el podle obr. R9 a øezy rovnobì¿nými s podstavou jej rozdìlíme na tenké kruhové vrstvy o polomìru y a tlouźżce dx. Meridián ku¿ele je popsán funkcí y = rh x , x ∈ [0, h] . Souøadnici tì¿iźtì urèíme integrací:

dm = ϱπy^2 dx , m = ϱ 13 πr^2h ,

xT = 1m m∫ 0 x dm .

y

y x x d x d m

h r O�Obr. R9_7

Po dosazení:

xT = h∫ 0 ϱπ ( rx h )_2 dx · x ϱ 13 πr^2h = 3 h^3 h∫ 0 x^3 dx = 34 h = 0,150 m .

3 body b) Ze stejného obrázku vyjdeme i pøi urèení momentu setrvaènosti. Platí: dJ = 12 dm · y^2 = 12 ϱπy^4 dx = 12 ϱπ ( r h )_4 x^4 dx , J = ϱπr^4 2h^4 h∫ 0 x^4 dx = 110 ϱπr^4h = 310 mr^2 = 9,00 · 10^{−3} kg · m^2 . 3 body c) Koncový bod vektoru momentu hybnosti L obíhá po kru¿nici o polomìru L sin ϑ.

Platí:

dL = M dt , L sin ϑ ˙ dt = mg ·^3_4 h sin ϑ dt , L =^3_{10} mr^2ω ,

˙ = 5hg 2ωr^2 = 1,23 rad·s^{−1} . 4 body