Øeźení teoretických úloh celostátního kola 39. roèníku fyzikální olympiády. Autoøi úloh: B. Vybíral (1, 3, 4), P. ľedivý (2) 1.a) Vyjdeme z obr. R1. Pohyb válce popíźeme ve vzta¿né soustavì O, x, y, kde osa x je rovnobì¿ná s naklonìnou rovinou a osa y je k ní kolmá. Mù¿eme-li zanedbat hmotnost lanka a kladky, jsou síly, kterými pùsobí lanko na záva¿í a na válec, stejnì velké: F_1 = F .

m

m

mg mg r

x y T

N F F_1 a_S

a O α A

Obr. R1�

Pohybové rovnice:

Záva¿í:

Válec: { ma = mg − F (1) m-xS = F − T − mg sin α (2) m-yS = N − mg cos α (3) mr^2 2 ε = T r (4) Avźak yS = r = konst. ⇒ -yS = 0 . Pak aS = -xS a z (3) plyne N = mg cos α . (5) Proto¿e délka lanka je konstantní, pohybuje se záva¿í stejnì rychle jako hmotný støed válce a platí aS = a . (6) 3 body b) Pøi dokonalém odvalování je bod A pól pohybu a platí ε = a r . (7)

Pohybové rovnice upravíme na: ma = mg − F (8) ma = F − T − mg sin α (9) mr 2 a = T r (10)

Øeźením soustavy dostaneme:

a = aS = 2 5 g(1 − sin α) , ε = 2g 5r (1 − sin α) , (11)

T = mg 5 (1 − sin α) , F = mg 5 (3 + 2 sin α) . (12)

Pro dané hodnoty N = 8,5 N, a = 1,96 m·s^{−2}, ε = 19,6 rad·s^{−2}, T = 0,98 N, F = 7,8 N. 3 body c) Aby nedoźlo k prokluzu, musí být T < fN, neboli mg 5 (1 − sin α) < fmg cos α , f > 1 − sin α 5 cos α

. (13)

Pro dané hodnoty f > 0,12. 1 bod d) Není-li splnìna podmínka (13), válec v bodì A prokluzuje a platí

T^′ = fN^′ = fmg cos α . (14)

roto¿e bod A ji¿ není pólem pohybu, neplatí vztah (7). Øeźením pohybových rovnic (1) a¿ (4) dostaneme: ma^′ = m(g −a^′)−fmg cos α−mg sin α , a^′ = a^′S = g(1 − f cos α − sin α) 2 , (15) F^′ = m(g − a^′) = mg 2 (1 + f cos α + sin α) , ε^′ = 2T^′ mr = 2fg cos α r . (16)

Pro dané hodnoty N^′ = 8,5 N, a^′ = 2,1 m·s^{−2}, ε^′ = 13,6 rad·s^{−2}, T^′ = 0,68 N, F^′ = 7,7 N. 3 body

2. Úlohu budeme øeźit, jako kdyby optická osa objektivu fotoaparátu procházela støedem baòky. (Na snímku to sice není pøesnì splnìno, ale kdybychom aparát posunuli svisle dolù pøesnì proti støedu baòky, rozmìry jednotlivých detailù snímku by se nezmìnily.)

a) Stìna baòky má nepatrnou tlouźżku v porovnání s jejím polomìrem. Paprsek prochází stìnou ze vzduchu do vody jako tenkou planparalelní deskou (obr. R2). Platí:

sin α_1 sin α_2 = n_2 n_1

sin α_2 sin α_3 = n_3 n_2 sin α_1 sin α_3 = n_3 n_1 .

α_1

α_2

α_3

Obr. R2�

Mù¿eme proto chod paprsku popsat, jako by se lámal pøímo ze vzduchu do vody nebo naopak. Index lomu skla se neuplatní. 1 bod Paprsky procházející baòku ve smìru optické osy objektivu se lámou podle obr. R3. Zvolme paprsek, který je pøed dopadem na baòku ve vzdálenosti y od optické osy. Platí:

sin α = n sin β , d_1 = |SP| + |PA_1| = y tg(α − β) + y tg [2(α − β)]

. (1)

Pro y ≪ R jsou úhly α, β velmi malé a mù¿eme psát:

α .= sin α = y R , β .= sin β = y nR , tg(α − β) .= α − β .= y ( 1 R − 1 nR ) , tg [2(α − β)] .= 2y ( 1 R − 1 nR ) ,

α

α α β β α − β α − β 2(α − β)

2(α − β) d_1 R y A_1 S P

Obr. R3�

Po dosazení do (1) dostaneme

d_1 .= y^2 n − 1 nR + nR 2(n − 1) . Pro y ≪ R vźak mù¿eme první èlen výrazu zanedbat. Paprsky, které pøicházejí z bodu A protìjźí budovy le¿ícího na optické ose a jdou blízko støedu baòky, se soustøedí v bodì A_1 na optické ose, jeho¿ vzdálenost od støedu baòky je d_1 = nR 2(n − 1)

= 135 mm . 3 body Zde vznikne pøevrácený zmenźený skuteèný obraz budovy, který se na fotogra˛i jeví jako pomìrnì kvalitní. Z paprskù pøicházejících na baòku ve smìru optické osy proniknou toti¿ do objektivu fotoaparátu jen ty nejbli¿źí k optické ose. Vzdálenìjźí paprsky, které by zpùsobily sférickou vadu, se neuplatní (obr. R4). 1 bod

A_1

Obr. R4�

b) Zorné úhly τ, τ_1, pod kterými vidíme ze støedu objektivu úseèku AB na budovì a její obraz A_1B_1 vytvoøený baòkou, jsou (obr. R5): τ = y_1 d_1 = H a^′ , τ_1 = y_1 d_2 = h a^′ .

Z toho plyne: ττ_1 = d^2d_1 = Hh , d_2 = d^1Hh = 964 mm . 2 body

τ τ τ_1

d_1 d_2 a^′ h H A_1

B_1 S Obr. R5� c) Vzdálenost a^′ roviny ˛lmu od støedu objektivu urèíme podle obr. R6. Platí:

sin φ = R d_1 + d_2

, tg φ = ϱ a^′ = sin φ √ 1 − sin^2 φ ,

a^′ = ϱ √ 1 − R^2 (d_1 + d_2)^2 R d_1 + d_2 = ϱ √ (d_1 + d_2)^2 − R^2 R .= 115 mm .

Ohniskovou vzdálenost objektivu urèíme pomocí zobrazovací rovnice èoèky: 1 f = 1 a + 1 a^′ , kde a = d_2, neboż je zaostøeno na bod A_1. Tedy f = a^′d_2 a^′ + d_2

.= 100 mm .

(Mezivýsledky poèítány pøesnìji, zaokrouhlen a¿ koneèný výsledek.) 3 body

φ ϱ R d_1 d_2 = a a^′

A_1

Obr. R6�

Úlohu a) mù¿eme také øeźit dvojím pou¿itím zobrazovací rovnice kulového rozhraní. První rozhraní zobrazí bod A do bodu A^′, druhé rozhraní zobrazí bod A^′ do bodu A_1 (obr. R7). Pro první rozhraní platí: − 1 x_1 + n x^′_1 = n − 1 R x_1 = ∞ , x^′_1 = nR n − 1 , pro druhé rozhraní dostaneme: − n x_2 + 1 x^′_2 = n − 1 R , x_2 = nR n − 1 − 2R = R(2 − n) n − 1 , 1 x^′_2 = n(n − 1) R(2 − n) + n − 1 R = 2(n − 1) R(2 − n) , x^′_2 = R(2 − n) 2(n − 1) .

Vzdálenost bodu A_1 od støedu baòky je d_1 = x^′_2 + R = nR2(n − 1) .

x^′_1 x_2 x^′_2 A_1

A^′

Obr. R7�

3.a) Výslednou intenzitu v bodì A na kladné poloose x urèíme jako vektorový souèet intenzit dE_c vyvolaných vźemi èásteènými náboji dQ na krou¿ku (obr. R8). Vźechny slo¿ky dE_⊥ kolmé k ose x se vzájemnì vyruźí a uplatní se jen slo¿ky dE rovnobì¿né s osou x. Platí:

dE = dQ 4πε_0r^2 cos α = dQ 4πε_0 ( R^2 + x^2 ) · x √ R^2 + x^2 , dQ = Q 2π dφ ,

E = Qx 8π^2ε_0 ( R^2 + x^2

)^3_2 2π∫ 0 d φ = Qx 4πε_0 ( R^2 + x^2

)^3_2 .

Vektor E le¿í v ose x a pro x > 0 má smìr kladný. Pro x < 0 má intenzita smìr opaèný a pøi výpoètu její velikosti bychom museli poèítat s |x|. 3 body

A O R r

x x dφ dQ

dE dE_c dE_⊥ α α

Obr. R8 �

Podmínka pro extrém: ddx x ( R^2 + x^2

)^3_2 = R^2 − 2x^2 ( R^2 + x^2

)^5_2 = 0

je splnìna pro x = R√ 2 , extrémní hodnota je E_{max} = Q 6πε_0 √ 3R^2 . 2 body

x R

E E_{max} E_{max}

-2 -1 1 2 − 1√ 2 1√ 2

Obr. R9�

1 bod b) Potenciální energii èástice v elektrickém poli krou¿ku mù¿eme ve velké vzdálenosti (x → ∞) pova¿ovat za nulovou. Uprostøed krou¿ku pak bude mít èástice potenciální energii

E_p = q ∞∫ 0 E d x = qQ 4πε_0 ∞∫ 0 x d x ( R^2 + x^2

)^3_2 .

Po substituci: R^2 + x^2 = z 2x d x = d z dostaneme:

E_p = qQ 8πε_0 ∞∫ R2 z^− 3 2 d z = qQ 8πε_0 [ −2z^− 1 2 ]_∞ R2 = qQ 4πε_0R .

Má-li èástice dosáhnout støedu krou¿ku, musí získat stejnì velkou poèáteèní kinetickou energii. Proto 1 2 mv^2_0 = qQ 4πε_0R , v_0 = √ qQ 2πε_0Rm . Bude-li poèáteèní rychlost èástice nepatrnì vìtźí, proletí støedem krou¿ku na druhou stranu a ve velké vzdálenosti od nìj opìt získá rychlost v_0. Budeli nepatrnì menźí, èástice se vrátí zpìt a ve velké vzdálenosti od krou¿ku bude mít rychlost −v_0. 4 body

4.a) Ve vrcholech krychlové buòky o hranì d jsou umístìny ètyøi ionty Cl^− a ètyøi ionty Na^+. Ka¿dý vrchol je vźak spoleèný osmi buòkám. Proto na jednu buòku pøipadá jenom polovina molekuly NaCl a na jednu molekulu pøipadá objem 2d^3. Tentý¿ objem urèíme jako podíl molárního objemu a Avogadrovy konstanty: 2d^3 =

V_m N_A = M_m ϱN_A , M_m = [A_r(Na) + A_r(Cl)] · 10^{−3} kg · mol^{−1} = 58,443 kg · mol^{−1} .

Z toho:

d =^3 √ M_m 2N_Aϱ

= 2,82 · 10^{−10} m . 3 body b) Dráhový rozdíl sousedních odra¿ených paprskù je podle obr. R10:

δ = s_2 − s_1 = 2 d cos ϑ − 2 d tg ϑ cos ϑ = 2d sin ϑ

(1 − cos^2 ϑ) = 2d sin ϑ .

ϑ ϑ d s_1

s_2 2 s_2 2

Obr. R10fl

Maximum nastane pro δ = kλ, k = 1, 2, 3 . . .. Pro první maximum: λ = 2d sin ϑ_1 = 1,54 · 10^{−10} m. Pro dalźí maxima:

sin ϑ = kλ 2d = k sin ϑ_1 { ϑ_2 = 33,0^∘ pro k = 2 ϑ_3 = 55,0^∘ pro k = 3 4 body c) Rentgenové záøení vzniká dopadem elektronù urychlených napìtím U na anodu. Pokud se veźkerá energie elektronu eU pøemìní na energii fotonu záøení, platí eU = hf = h c λ . Z toho U_{min} = hc eλ = 8,05 kV . 3 body