Øeźení úloh 1. kola 39. roèníku fyzikální olympiády. Kategorie A

Autoøi úloh: J. Bla¿ek (7), V. Houdek (4), P. ľedivý (3, 5, 6), I. Volf (2) a B. Vybíral (1)

1. a) Osa válce bude kmitat ve vodorovném smìru s amplitudou výchylky xm = Rφ0 , a s amplitudou rychlosti vm = ωxm = 2πRφ^0T , kde ω je úhlová frekvence kmitù a φ0 úhel pootoèení v radiánech.

Tomu odpovídá amplituda úhlové rychlosti ˙m = v^mR = 2πφ^0T . Pro dané hodnoty: vm = 0,0305 m·s^{−1}, ˙m = 0,122 rad · s^{−1}. 3 body b) Vyjdeme ze zákona zachování energie. Odvalením válce o úhel φ0 do krajní polohy získá soustava potenciální energii

Ep = m1g(r − r1)(1 − cos φ0) = 2m1g(r − r1) sin^2 φ0 2 .= m1g(r − r1)φ^20 2 . 2 body Pøi prùchodu rovnová¿nou polohou se okam¿itý pohybový stav dá popsat jako rotace úhlovou rychlostí ˙m okolo osy v místì dotyku válce a roviny. Kinetická energie soustavy je

Ek = 1 2 J˙^2_m = 1 2 [ J0 + mR^2 + 1 2 m1r^2_1 + m1(R − r + r1)^2 ] ˙^2_m

= 1 2 [ 1 2 m(3R^2 + r^2) + 1 2 m1r^2_1 + m1(R − r + r1)^2 ] ˙^2_m .

2 body Z rovnosti potenciální energie v krajní poloze a kinetické energie v rovnová¿né poloze odvodíme: 1 2 m1g(r − r1)φ^2_0 = 1 2 [ 1 2 m(3R^2 + r^2) + 1 2 m1r^2_1 + m1(R − r + r1)^2 ] ˙^2_m ,

m = 2m1g(r − r1)φ^2_0 ˙^2_m

− m1[r^2_1 + 2(R − r + r1)^2]

3R^2 + r^2 ,

m = m1g(r − r1)T^2 2π^2

− m1[r^2_1 + 2(R − r + r1)^2]

3R^2 + r^2 , J0 = 1 2 m(R^2 + r^2) .

2 body Pro dané hodnoty: m = 4,2 kg, J0 = 0,24 kg · m^2. 1 bod

2. a) Pro adiabatický dìj 1 { 2 platí: p1V1 T1 = p2V2 T2 , p1V –_1 = p2V –_2 , T2 T1 = ( V1 V2 )–_{−1} = ε–−1_,

T2 = T1ε–^{−1} , p2 = p1ε– . Pro izobarický dìj 2 { 3 platí: T3 T2 = V3 V2 = φ , T3 = T2φ = T1ε–^{−1}φ , p3 = p2 = p1ε– .

Pro adiabatický dìj 3 { 4 platí:

p3V –_3 =_{p4V} –_{4 ,}^T4_T 3 = ( V3 V1 )–_{−1} = ( V3 V2 · V2 V1 )–_{−1} = φ–−1_· 1_ε –−1^,

T4 = T3φ–^{−1}ε^{1−}– , T4 = T1φ– ,

p4 = p3 ( V3 V1 )– = p3 ( V3 V2 V2 V1 )– = p1ε–φ–ε^−– , p4 = p1φ– . Pro dané hodnoty:

T1 = 300 K , T2 = 994 K , T3 = 1790 K , T4 = 683 K , (t1 = 27^∘C , t2 = 721^∘C , t3 = 1517^∘C , t4 = 410^∘C) , p1 = 0,100 MPa , p2 = 6,63 MPa , p3 = 6,63 MPa , p4 = 0,23 MPa . 4 body b) Hmotnost vzduchu, který projde pracovním prostorem válce bìhem jednoho cyklu, mù¿eme vyjádøit pomocí stavové rovnice: m = p1V1Mm RmT1 . Z toho plyne: mcV = 2,5 p1V1 T1 . Bìhem hoøení paliva pøi dìji 2 { 3 pøijme pracovní látka teplo

Q1 = mcp(T3 − T2) = m– cV (T3 − T2) = 2,5– p1V1 T1 (T3 − T2) . Pøi izochorickém dìji 4 { 1 odevzdá pracovní látka teplo

Q2^′ = mcV (T4 − T1) = 2,5 p1V1 T1 (T4 − T1) . Ostatní dìje jsou adiabatické, tedy bez tepelné výmìny. Motor pracuje s teoretickou úèinností η = Q1 − Q^0_2 Q1 = 1 −

Q^0_2 Q1 = 1 − 1 –^{· T4 − T1} T3 − T2 . Pro dané hodnoty: Q1 = 1860 J , Q^0_2 = 640 J , η = 66 % . 3 body c) Do vztahu pro úèinnost odvozeného v úloze b) dosadíme vztahy mezi teplotami odvozené v èásti a):

η = 1 − 1 –^{· T4 − T1} T3 − T2 = 1 − 1 –^· T4 T1 − 1 T3 T1 − T2 T1 = 1 − 1 –^{· φ} –−1 ε–−1_{φ − ε}–−1 =

= 1 − 1 –^{· 1}ε–^{−1 · φ} –−1 φ − 1 , co¿ jsme mìli dokázat. 3 body

3. a) Mìøením v grafu mù¿eme urèit dobu źesti period 6T = 22,86 ms, poèáteèní napìtí U0 = 4,56 V, źesté lokální maximum U6 = 1,50 V a první lokální minimum U^′ = −4,33 V. Platí: U6 U0 = e^{−6δT} , δ = ln U^0U_6 6T = 49,5 s^{−1} ,

T = 3,81 ms , ω = 1,65 · 10^3 s^{−1} ω^2_0 = ω^2 + δ^2 = 1 LC , L = 1 (ω^2 + δ^2)C

= 0,367 H .= 0,37 H , R = 2Lδ = 36,3 ˙ .= 36 ˙ .

5 bodù b) Nejvìtźí proud obvodem procházel pøibli¿nì v okam¿iku, kdy napìtí poprvé kleslo na nulu. Proudem se vybíjel kondenzátor. Proto i = − dq dt = −C du dt . Pro daný okam¿ik odeèteme z grafu ´u ´t = − 3,6 V 0,005 s

= −7,2 · 10^3 V · s^{−1} , tak¿e Imax = 7,2 mA .

Prakticky stejný výsledek dostaneme z energetické bilance. Poèáteèní energie obvodu E0 =^1_2 CU^2_0 klesla pøi prvním pøekmitnutí na E^′ =^1_2 CU^{′2}. V okam¿iku, kdy procházel obvodem nejvìtźí proud, byla jeho energie soustøedìna v magnetickém poli cívky a mìla velikost 1 2 LI^2_{max} .= E0 + E^′ 2 . Z toho Imax = √ C L · U^2_0 + U^{′2} 2 = 7,3 mA .

5 bodù

4. Za dobu dτ vydá zdroj elektrickou energii dEe, která je rovna pøírùstku dU vnitøní energie vinutí. Platí dEe = U^2_e R dτ =

U^2_e R0(1 + αt) dτ = dU = mc dt ,

(1 + αt) dt =

U^2_e R0mc dτ =

U^2_e (1 + αt1) R1mc dτ . 2 body Integrací v mezích od t1 do t a od 0 s do τ a úpravami dostaneme kvadratickou rovnici: t∫ t1 (1 + αt)dt = τ∫ 0 U^2_e (1 + αt1) R1mc dτ , [ t + αt^2 2 ]_t t1 = [ U^2_e (1 + αt1) R1mc τ ]_τ 0 ,

t + αt^2 2 − t1 − αt^2_1 2 = U^2_e (1 + αt1) R1mc τ , t^2 + 2 α t − ( 2U^2_e (1 + αt1) αR1mc τ + 2t1 α + t^2_1 ) = 0 .

2 body Úloze vyhovuje koøen t = − 1 α + √ 1 α^2 + 2t1 α + t^2_1 +

2U^2_e (1 + αt1) αR1mc τ ,

t = − 1α + √( 1 α + t^1

)_2

+ 2U^{2e} (1 + αt^1) αR1mc τ . Grafem této závislosti je úsek paraboly. 2 body Pro dané hodnoty dostáváme závislost èíselné hodnoty teploty na èíselné hodnotì doby prùchodu elektrického proudu ve tvaru {t} = −250 + √ 72900 + 262.5{τ} , τ ≥ 0 s ,

tabulku τ/s 0 100 200 300 400 500 600 t/^∘C 20 65 104 139 172 202 230 2 body a graf τ s t_∘ C

0 200 400 600

100 200� 2 body5. a) Gra˛cké øeźení úlohy pomocí význaèných svìtelných paprskù je na obr. 5.1. Nej-_{prve pomocí paprskù a a b nalezneme pomocný obraz A1 a potom pomocí paprskuc ohniska F1 a F02. Z obrázku je zøejmé, ¿e první èoèka je spojka a druhá rozptylka.AB A1y0B1 A2B2F02 F1y y”a1 d a02a01f1|f2| c b aObr. 5.1}�

5 bodù b) V poèetním øeźení pou¿ijeme oznaèení velièin vyznaèené v obr. 5.1. Z èoèkové rovnice a vztahu pro výpoèet zvìtźení dostaneme soustavu rovnic 1 a1 + 1 a^0_1 = 1 f1 , 1 d − a^0_1 + 1 a^0_2 = 1 f2 , y^0 y = − a^0_1 a1 , y^{00} y^0 = − a^0_2 d − a^0_1 , kterou vyøeźíme postupnì:

y^{00} y = a^0_1a^0_2 a1 ( d − a^0_1

) , a^0_1 = y 00 a1d a^0_2y + y^{00} a1

= 7,5 cm ,

f1 = a1a^0_1 a1 + a^0_1

= 3,0 cm , f2 = ( d − a^0_1 ) a^0_2

d − a^0_1 + a^0_2

= −6,7 cm . 5 bodù

6. Absolutní teplotu vlákna ¿árovky T urèíme ze vztahu

T = T1 + R − R1 αR1 , kde T1 je teplota okolí.

Ukázka hodnot namìøených a vypoètených pøi teplotì T1 = 295,7 K (t1 = 22,5^∘C):

U/V 0,05 0,1 0,2 0,3 0,5 1,0 I/mA 2,65 5,2 9,2 12,0 15,5 21 R/˙ 18,9 19,2 21,7 25,0 32,2 47,6 P/mW 0,133 0,520 1,84 3,6 7,75 21 T/K 300,2 304,7 335,5 375,6 464,7 653,4 P · T^{−4}/10^{−14} 1,63 6,0 14,5 18,1 16,6 11,5 U/V 5,0 10 15 20 25 I/mA 50 75 95 112,5 128 R/˙ 100 133 158 178 191 P/mW 250 750 1425 2250 3275 T/K 1296 1706 2008 2252 2468 P · T^{−4}/10^{−14} 8,84 8,85 8,76 8,74 8,63

Z grafu závislosti odporu ¿árovky na napìtí byla stanovena hodnota R1 = 18,5 ˙. Pomìr P/T^4 je pøi napìtí vìtźím ne¿ 5 V prakticky konstantní a má prùmìrnou hodnotu 8,76 W · K^{−4}. Tomu by u èerného tìlesa odpovídala èást povrchu o ploźném obsahu S = P σT^4 = 1,55 · 10^{−6} m^2 .= 1,6 mm^2.

7. a) Oznaème v^′_2 rychlost druhé èástice po rázu. (Pøed rázem ovźem v2 = 0.) Zákony zachování hybnosti a kinetické energie zapíźeme pomocí parametru μ = m1/m2 ve tvaru:

v^′_2 = μ(v1 − v^′_1) , v^{′2}_2 = μ(v^2_1 − v^{′2}_1 ) . Tato soustava má øeźení

v^′_1 = − 1 − μ 1 + μ v , v^′_2 = 2μ 1 + μ v . Pro m1 < m2 je v^′_1 < 0 , tj. α1 = 180^∘ , pro m1 > 0 je α1 = 0^∘ . Èíselnì: v^′_1 = −8,33 · 10^6 m·s^{−1} , α1 = 180^∘ , v^′_2 = 6,67 · 10^6 m·s^{−1} . 2 body b) Relativní ztráta kinetické energie první èástice pøi centrálním rázu je η = v^2_1 − v^{′2}_1 v^2_1

= 1 − ( 1 − μ 1 + μ

)_2 = 4μ (1 + μ)^2 . Èíselnì: η = 0,691 = 69,1 % .

Relativní ztráta kinetické energie je nejvìtźí pro μ = 1 , kdy dosahuje plných 100 %. μ η

1 0

1 2 3�2 bodyc) Oznaème α2 úhel, který svírá vektor v ′2 rychlosti druhé èástice po rázu s vektoremv1 rychlosti první èástice pøed rázem. Zákony zachování hybnosti a ennergie dávají_{soustavu rovnic:v′2 cos α2 = μv1 , v′2 sin α2 = μv′1 , v′22 = μ(v21 − v′21 ) .První dvì rovnice umocníme na druhou a odeèteme je od tøetí rovnice. Dostanemekvadratickou rovnici pro rychlost v′1:(1 + μ)v′21 − (1 − μ)v21 = 0s øeźením v′1 = v1√ 1 − μ1 + μ .Øeźení má smysl pro μ < 1 . Pro m1 > m2 není mo¿né úhlu α1 = 90∘ dosáhnout.Pro m1 = m2 dostaneme v′1 = 0 a nemá tedy smysl mluvit o smìru vektoru v ′1.Èíselnì: v′1 = 1,12 · 107 m·s−1. 2 body7}

d) Pøi odklonu α1 = 90^∘ je relativní ztráta kinetické energie η = 2μ 1 + μ . Èíselnì: η = 0,444 = 44,4 % .

Závislost η = η(μ) pøepíźeme do tvaru

η = 2 − 2 1 + μ , z nìho¿ je zøejmé, ¿e grafem je èást hyperboly (0 < μ ≤ 1).

μ η

1 0

1

2 -1�2 bodye) V pøípadech b) nabývá velièina η maximální hodnoty η = 1 pro μ = 1 , tedy_{pro stejné hmotnosti m1 = m2 . Také v pøípadì d) je η nejvìtźí pro μ → 1 ablí¿í se k hodnotì 1. Naopak pøi srá¿ce lehké èástice s tì¿kou èásticí (m1 ≪ m2)je μ ≈ 0 , η ≈ 0 , tj. E′1 ≈ E1 . Hmotnost atomu vodíku je pøibli¿nì rovnahmotnosti neutronu, neutrony tak srá¿kou s atomem vodíku ztrácejí nejvíce svékinetické energie. 2 body}