Reseni dloh celostatniho kola 52. roéniku fyzikalni olympiady.
Autofi tloh: J. Thomas (1), J. Jirt (2), P. Sedivy (4).
3. tiloha je pfevzata z ¢asopisu Kvant. Kone¢na tprava P. Sedivy

1. Ulohy a) a b) budeme fesit z hlediska pozorovatele v neinercidlni vztazné soustavé
spojené s rotujicim zdvésem, ulohu c) z hlediska pozorovatele v inercidlni vztazné
soustavé spojené s mistnosti. Vyjdeme z obr. R1.

a)

Obr. R1

Vyslednice tihové sily a setrvacné odstiedivé sily, které pusobi na kulicku, lezi
v roviné vychyleného zavésu. Plati
F mdn? f2r  4n®f%lsin
tgnp:—sz f = ! L4 = Ccosp = 292.
Fea mg g ar® £l

Protoze cos ¢ < 1, muze situace podle obr. R2 nastat az pro

1 g
f>f= 21_[\/7 = 0,91 Hz.
4 body

Vyslednice tihové sily a setrvacné odstredivé sily je v rovnovéaze se silami, kterymi
na kuli¢ku pusobi obé poloviny bifildrniho zavésu. Z obr. R1 plyne
Fe

= = 2F} cosa.
cos ¢

(1)

V okamziku pfetrzeni bylo vldkno napinano silou
FR=F=—"Y9 _ _19N.
2 cos g1 cosa

2 body



Podle (1) se v okamziku pretrzeni zavésu drzak otécel s frekvenci

L/ g
fl_QTE lcospr’

Okamzita rychlost kulicky méla velikost v1 = 2 filsin 1 = sin 1

gl
cos 1

Nasledoval vodorovny vrh z vysky H + (1 — cos 1) ve sméru teény k trajektorii.
Délka vrhu byla

I_ UI\/Z[H+Z(1 — cos p1)] _ sin(pl\/Zl[H+l(1 — cos p1)] —117m.

g cos 1
Vzdélenost d mista dopadu od osy otaceni vypocitame uzitim Pythagorovy véty:
2(H +1)

d=+/L?+ (Ising1)? = lsin p1 —1=1,20 m.

l cos p1

4 body



Predpokladejme pro jednoduchost @ > 0. In-

z tenzita elektrického pole kazdého ze ¢tyr na-
boji ma v bodé o soutfadnici x velikost
kQ
F1= —5——
E 1 £82 T b2 )

kde b = ga je polovina délky tuhlopricky

¢tverce (obr. R2). Pramét intenzity E; do osy
x ma velikost

T

Fi. = F1cosa = E4

Celkova velikost intenzity je
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Obr. R2
Derivace velikosti intenzity podle soutfadnice x je
3 3 1
iE (2 4+ b%)2 f:vi(:v2+b2)2«2x b2 _ 92
(2 +b%)2 (z® + b?)?

Z podminky nulové derivace plyne

V2, a

Im =

Pro z < = je derivace kladné a funkce je tedy rostouci, pro z > = je derivace
zapornd a funkcee je klesajici, proto je nalezeny extrém maximem. (Tuto skuteénost
Ize téZz dokazat pomoci druhé derivace

d2E

222 — 3b%)
da?

—4k0 3x( b)),
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kterd pro xm = gb vychézi zdpornd.)

Dosazenim hodnoty (2) do vztahu (1) dostaneme

16 kQ

7% =3,11-10°V-m™', 4 body
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Elektricky potencial ve stiedu ¢tverce je

4kQ  4V2kQ
T T T
Ze zakona zachovani energie plyne pro limitni kinetickou energii urychlené castice
42k
Eo=q-p=2Y2MQ (3)
a
Podle klasické fyziky je kineticka energie
1
Ek = §m01)2. (4)

Ze vztaht (3) a (4) plyne

. 8v/2kqQ
- moa

2 body
Podle teorie relativity je kineticka energie
2 1
Ex=moc" | —=-11. (5)
Y
2
Ze vztaht (3) a (5) plyne
1 a’m3ct
1-— 5 =cy/1— 5 =+
4N2kqQ 1 (amoc® + 4v/2kqQ)
amoc?
2 body

Podle klasické fyziky vychézi pro Gastici alfa v = 4,70 - 10° m - s™!, pro elektron

Ve = 2,84 - 108 m - s71. JelikoZ va < ¢, lze vysledek podle klasické fyziky pro
Castici alfa povazovat za dostatecné pfesny. Velikost rychlosti elektronu je vSak
blizké rychlosti svétla, proto je nutné pocitat podle relativistického vzorce, kde
vychézi ve = 2,17-108 m -s™ .

2 body



Obecny pripad zobrazeni prfedmétu centrovanou soustavou dvou tenkych spojek
znazorfiuje obr. R3. Necht je ddna vzdéalenost a; piedmétu od prvni spojky. Ze
zobrazovaci rovnice tenké c¢ocky a z obrazku plyne

, a1 fi / az fo
= s = s 1
R E— @)
da1 —dfi —a1f1
—d_g=tu"dh-auh 2
a2 ay PR (2)
Pticné zvétseni vysledného obrazu je
g o _(__hN ) . (7 f2 ) _
Z=2 ZQ_( a1 — f az — f2)
__h 2 _ fif
a1 — f1 da1 —dfi —aifr — faa1 + fife ar(d—fi—fo)—dfi+ fifo’

a1 — f
Nema-li pfi¢né zvétseni vysledného obrazu zaviset na vzdalenosti a; predmétu od
prvni ¢ocky, nesmi vyraz proménnou a; obsahovat, musi platit

d= fi+ f2,

to znamend, Ze obrazové ohnisko prvni spojky musi splyvat s pfedmétovym oh-
niskem druhé spojky. Tuto situaci znazornuje obr. R4. Pfi¢né zvétseni vysledného
obrazu pak je

7=
fi

Ke stejnému vysledku muzeme dojit jednoduchou tvahou: Paprsek, ktery pfi-
chézi z vrcholu pfedmétu na prvni spojku rovnobézné s optickou osou je spoleény
pro v8echny polohy pfedmétu (body A, B, C). Po lomu na prvni a druhé spojce
musi jit opét rovnobézné s optickou osou, nebot prochazi ve vSech ptipadech vr-
cholem obrazu, jehoZ velikost se podle pfedpokladu tlohy neméni (body A”, B”,

C"). Toho lze dosdhnout jediné tak, %e ohniska F| a Fb splynou.
5 bodua

Jestlize d = f1 + f2, pak ze vztaht (1) a (2) pro polohu vysledného obrazu plyne
_ah
(d—ai)f> _ (fH_fQ al*fl)f2 _

aé:dfa'lffg_ fio a1 f1
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_afifotrafi—fifr—fifi—afifo _ (fi+ fo)fo 7a1f_22

- fi h I
Dostali jsme klesajici linearni funkci, jejiz graf je na obr. R5. Vysledny obraz
se pohybuje rovnomérné stejnym smeérem jako predmét. Z pocatecni polohy ve

(it fo)fo

vzdalenosti B od druhé spojky se priblizuje k ¢occe rychlosti o velikosti
1
_|dar| _| da f3| _ f5
T Bl T R




V okamziku, kdy pfedmét dosdhne vzdalenosti

realny obraz zméni na zdanlivy.

(fit+ f2)fr

2

od prvni spojky, se

5 bodu
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4.a) Po dosazeni mezni rychlosti je tihova sila ptisobici na kouli v rovnovéze se vztla-
kovou silou

F,, =Vog= 2%
Ox
a odporovou silou
1
Fo = 50 crlov? = Kol
Polomér koule uréime z jeji hmotnosti a hustoty:
m—én P> =3 sm
o 3 e - 4T[Qk.
Pak
2
1 3m \ 3
K=—-Cr .
2 "¢ <4rcgk)
Plati
mg:erKv?Tl e w
Ox KQk
Ciselné vychézi r = 0,06057 m, K = 2,766 N-s> - m~2, vy =4,74 m -s~ L.

3 body
b) Koule se pohybuje se zrychlenim

Fg — P, — F, - K
oo Fe _9lx—0o K,

m Ok m
Pocatecni podminky déje jsou
ao:w7 v =0, so=0.
Ok

P#i pouziti Eulerovy metody modelovani s éasovym krokem h pouZzijeme bud re-
kurentni vztahy metody AVR
- K
a; = M — —v?, Vit1 = Vi +aixh, Sit1 =8 +vit1%h,
Ok m
nebo rekurentni vztahy metody ARV
— K
a; = M— —v?7 Si41 = Si +vi*xh, vi+1 =v; + a; *x h.
Ok m
3 body
Vysledky vypoc¢tla jsou v prvnim pripadé zapsdny v tab. 1, v druhém piipadé
v tab. 2. Obéma zpusoby dojdeme k zavéru, ze koule béhem prvni sekundy klesani
doséhne rychlosti pfiblizné 4,6 m - s~1, ktera se blizi k mezni rychlosti, a urazi
dréhu pfiblizné 3 metry. Pokud bychom chtéli ziskat presnéjsi hodnoty, museli
bychom zmensit ¢asovy krok.



Pozndmka

Pfi tvorbé modelu jsme v autorském feseni pracovali s velikostmi zrychleni, rych-
losti a drahy. Mohli jste také pracovat se souradnicemi zrychleni, rychlosti a
polohy. Pokud jste zvolili smér vzhuru jako kladnou orientaci, vychazely ovSem
vSechny soufadnice zdporné, coz neni na zavadu.

t/isla/ms® [v/ms' |s/m t/isla/ms® [v/ms' |s/m
0,01 8,552 0,000 (0,000 0,01 8,552 0,000 |0,000
0,1 8,552 0,855 0,086 0,1 8,552 0,855 |0,000
0,2| 8,274 1,683 [0,254 0,2| 8,274 1,683 0,086
0,3 7,474 2430 10,497 0,3| 7,474 2,430 0,254
0,4 6,303 3,060 (0,803 0,4 6,303 3,060 |0,497
0,5 4,984 3,559 (1,159 0,5| 4,984 3,559 (0,803
0,61 3,727 3,931 1,552 0,6 3,727 3,931 1,159
0,71 2,664 4198 1,972 0,7 2,664 4198 |1,552
0,8 1,839 4382 12,410 0,8 1,839 4382 11,972
0,91 1,238 4505 ]2,860 0,91 1,238 4505 12,410
1,01 0,819 4587 13,319 1,0 0,819 4587 12,860
tab. 1 tab.2
4 body

Analytické tesent ulohy
Pohybovou rovnici klesajici koule

_dv_glx—0 K>
dt Ok m

miiZzeme upravit na tvar

dt — dv _dv ( 1 n 1 )
CP-QvY 2P \VP+VQu VP—-Qu)’

kde P = g(Qk - Q)

K
, = —. Int i dost
o Q o, - Integraci dostaneme

/ o, 1 f dv f dv 1 \/_+\/_v
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Druhou integraci dostaneme
t

szfvdt: Um [ln(et\/PQ—i—e_tva) —an} =
0

VPQ
t/P —t/P

= %ln M = %ln [cosh (t\/PQ)] .
Po dosazeni ¢iselnych hodnot zjistime, Ze koule za 1 sekundu od uvolnéni ziskala
rychlost 4,490 m-s~! a urazila dréhu 2,99 m. Na nasledujicim obrazku pofizeném pro-
gramem Coach 5 miizeme porovnat, jak se po jednotlivych krocich lisi vysledky (v, s)
naseho numerického modelu ziskaného metodou AVR od presnych hodnot (vs, ss)
analytického vypoctu.

=# Coach 5 - Modelovani - kouleAVR S ETE

boe Slal Zobtal Spraves ko Nipovsds

= E]

m Gl el ] IR I =] B = Tabulka & 1 =
t a v vs H ss
WE s (mfs~a) s m/s"2 m/s m/s m m

by 02 8274 1683 18640 0.25 0172
0.3 7474 2430 2341 0.50 037
04 6303 3.060 2929 0.80 063
05 4984 3559 3400 1.16 0.95
0.6 3727 3931 3763 1.55 1.31
07 2664 4198 4037 1.97 1.70
0.8 1839 4382 4238 241 2.1
0.9 1238 4505 4384 2.86 254
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IF d=0 Then d=1 h=0.1 *Easouj krok ii
ELSE g=9.81 ‘tihové zrychleni
‘numerickj model (AUR) n=7.26 C=0.48 rok=7.8e3'parametry koule
a=P-xu”2 ro=1e3 *hustota vody
y=y+axh r={3*m/47pi/rok)~(1/3) 'polomdr
s=s+uxh K=0.5xCxpixroxr2 ‘pomocné vjpoity
t=t+h P=g*({rok-ro)/rok Q=K/m
‘analytickd vijpodet un=sqrt(P/Q) *mezni rychlost
vs=umx(exp(Uxt)-exp(-U=t))/ U=sqrt(P=Q)
(exp(Uxt)+exp{-Uxt))
55=(1n(exp(U*r)+exp(-Uxt})-1n(2))/0 t=0 5=0 v=0 ‘poEiteéni podninky
ENDIF a=p-Q=u"2
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