l.a)

Reseni tloh 1. kola 52. roéniku fyzikalni olympiady. Kategorie A
Autofi aloh: I. Charvat (1), J. Thomas (2, 3), P. Sedivy (4 az 7)

Aby obé télesa dopadla do stejného mista, musi jejich trajektorie lezet v téze
svislé roviné. V ni zavedeme obvyklym zpiisobem pravothlou soufadnicovou
soustavu Ozy. Vyjdeme ze vzorcu pro vypocet doby letu T a délky vrhu L
sikmého vrhu s pocatecni rychlosti o velikosti vy a elevacnim thlem «:

2 2
T= ﬂsinoz, L= U—Osin(Qa), o€ <0,E> )
g g 2
Ze zadani ulohy plyne pro doby letu T3, T prvniho a druhého télesa
Ty > 1Ty = a1 > Q. (1)
Délky L1, Lo obou vrhu jsou stejné, proto
sin(2a1 ) = sin(2as),

coz miize byt vzhledem k vlastnostem funkce sinus splnéno, jen kdyz

T
2000 = 1 — 200 = a1 = — — (2.

2
Pak ale mtizeme provést substituci
T T T
alzi—i—(p, a2 =7 -9 kde @E(O,Z). (2)
Druhé téleso musi byt vrzeno se zpozdénim
2 2
At=Ty—T, = ﬂ(sinozl —sinag) = ﬂ(sinozl —cosay). (3)
g

Zdver: Aby obé télesa dopadla soucasné do téhoz mista, musi byt splnény
podminky (1), (2) a (3).
5 bodu

Pro dané hodnoty vychazi L = 83,8 m, 77 = 5,13 s, 15 = 3,33 s,
At =1,80s.
Pohyb prvniho télesa popisuji kinematické zakony

T1 = vg cos ait, (4)
y1 = vosinat — %gtz, pro te (0,71). (5)

Vyjadfenim ¢asu t z (4) a dosazenim do (5) dostaneme rovnici trajektorie
Y1 =T1tgar — Wﬁ, pro z; € (0,L). (6)



Pro druhé téleso plati

xg = vg cos aa(t — At), (7)
1
Y2 = v sin s (t — At) — §g(t — At)?, pro te€ (At,Ty). (8)
Y2 = T2 tgag — ¢x§ x2 € (0,L) 9)
208 cos? a7’ T

coz musime doplnit vztahem
o =y2=0 pro (0,At). (10)

Trajektorie téles mtizeme nakreslit napfiklad v Excelu jako grafy funkci (6) a
(9) s ptihlédnutim k (10). P¥itom bychom méli na obou osach nastavit stejné
méfitko (obr. R1). Grafy zéavislosti vysky téles na Gase ziskdme podobné jako
grafy funkci (5) a (8) s pfihlédnutim k (10) (obr. R2).
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5 bodu

Alternativni Teseni ulohy b): Hledané grafy jsou tseky parabol. MizZeme
je priblizné sestrojit ,,ru¢ni® konstrukci parabol podle obr. R3. V takovém
pripadé vSak musime jesté urcit vysky vystupu obou téles

v2 v2
Ylm = 20 gin? a1 = 32,3 m, Yom = 20 sin? as = 13,6 m.
g g

Vychéazime z téchto vlastnosti paraboly:

e TeCna v bodé paraboly pili usek na te¢né vrcholové.

e Kolmice vedena z ohniska paraboly k te¢né ma patu na te¢né vrcholové.

e Polomér oskula¢ni kruznice ve vrcholu paraboly je dvojnasobkem vzda-
lenosti ohniska od vrcholu.

Po narysovani oskula¢ni kruznice ve vrcholu a tecen v nejnizsich bodech graf
snadno dokreslime pomoci kfivitka.
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2.a) Nejprve uréime vSechny sily, které pfi pohybu desky piisobi na ty¢. Jsou tfi:
tihova sila Fg, sila F od desky a reakce R kloubu. Tyto sily jsou v rovnovéaze,
jejich raznobézné vektorové primky tedy prochézeji tymz bodem O a vekto-
rovy soucet sil je nulovy — sily tvot{ vektorovy trojihelnik (obr. R4). Protoze
se povrch desky smyka po dolnim konci tyce, plati pro velikosti tecné slozky
F; (tfeci sily) a normélové slozky F, sily F

Fy

Ft:an = f:F

=tg 3,

kde 3 je odchylka sily F od svislého sméru.
0

\ Obr. R4

Délku tyc¢e ozna¢me [. Z momentové véty vzhledem ke kloubu plyne

l l
FGE sina + Filcosa — Fylsina = mg§ sina + fFylcosa — Fplsina = 0,



mgsin o

~ 2(sina— feosa)’

Uloze vyhovuje pouze kladny vysledek F, > 0. Aby mohlo dojit k pohybu
desky, musi byt tedy splnéna podminka

sina > fcosa = tga>f=tgp,

jinak dojde ke vzpéru a desku neuvedeme do pohybu ke sténé sebevétsi silou,
dokud nedojde k deformaci tyce. 3 body

Je-li podminka tga > f splnéna, posuneme desku ke sténé rovnomérnym
pohybem ptisobenim sily o velikosti

mgfsina

h=F= .
! "7 2(sina — feosa)

Pro vodorovnou a svislou slozku reakce kloubu R plyne z podmimek rovno-
vahy
R1:Ft, Rzimngn.

Z toho urcime jeji velikost R a odchylku v od svislého sméru:

R =\/R? + R3, tg'y:g—;.

Podle principu akce a reakce ptsobi ty¢ na kloub silou F» = —R.
Pro dané hodnoty vychéazi § = 19,3° < «, F, = 694 N,
FF=F,=R; =243N, R, =28, TN, R=F, =37,6 N, v =40,3°.
2 body
b) Vyjdeme z obr. R5 a postupujeme obdobné jako v a). Podle momentové
véty vzhledem ke kloubu je

l l
FGE sina — Filcosa — Fylsina = mg§ sina — fFylcosa — Fplsina = 0,

P mgsin o
" 2(sina+ feosa)’
Fy—F, =R, = mg fsina

2(sina + fcosa)’

R
Ry=mg—F,, R=F,=/R?+R2% tgsz—:.

Pro dané hodnoty vychézi F;, = 37,9 N,
Fs5=F,=R;=133N, R, =602N, R=F; =616 N, y=124°.
3 body



c) Pfiposouvani musime navic pfekonavat silu tfeni mezi deskou a vodorovnou
rovinou, takze

F| = Fy + fi(mig+ F,) = 33,2 N  pfi posouvani ke sténg,
Fi = F5+ fi(mig+ F,) = 19,0 N pfi posouvani od stény.

Sila, kterou pusobi ty¢ na kloub, se nezméni.
2 body

0] Obr. R5



3.a)

Nejprve uzitim stavové rovnice uréime teploty:
Ty = T3 = 3711, T, =2T1.
1 bod
Déj 1-2 je izochorické ohfati. Prace je nulova, musime dodat teplo

5
Qi2=Us—Uy = gnR(TQ —T1) = 5nRT) = 12,47 kJ.

Déj 2-3 je izotermicka expanze. Dodané teplo se rovna vykonané praci:
Q23 = Wiy =3nRT11In2 =519 kJ.
Déj 3-4 je izochorické ochlazeni. Prace je nulova. Plyn odevzda teplo
5 5
Qé4 = U3 — U4 = inR(Tg — T4) = §HRT1 = 6,24 kJ.
Déj 4-1 je izobarické ochlazeni. Plyn odevzda teplo
7 7
Q) = inR(T4 -T) = §nRT1 =8,73kJ

a spotiebuje praci

W41 = p1(‘/21 — ‘/1) = nR(T4 — Tl) = nRT1 = 2,49 kJ

3 body
Uéinnost cyklu je
- Wis — Wy _ 3nRT;In2 — nRT, _ 3ln2 -1 _159%.
Q12+ Q23  5nRTy +3nRT1In2 5+ 3In2 ’
1 bod
Urcime teploty:
_ _ 3T
Ty =311, Ty=2Ty, T3V '=DTV*"' = Tyj= 5T
1 bod

Déj 1-2 je izochorické ohrati. Prace je nulova, musime dodat teplo
5
Q12 = U2 — U1 = ETLR(TQ — Tl) = 5TLRT1 = 12,47 kJ.

Déj 2-3 je adiabaticka expanze. Teplo je nulové, vykonana prace je rovna
ubytku vnitfni energie:
3

) 5



Déj 3-4 je izochorické ochlazeni. Prace je nulova. Plyn odevzda teplo
3

5 5
Q3 =Us— Uy = 5nR(T3 —Ty) = §nRT1 (W — 2) =1,71kJ.
Déj 4-1 je izobarické ochlazeni. Plyn odevzda teplo
7 7
Qu = gnB(Ty —T1) = onRTy = 8,73 kJ

a spotfebuje praci

Wi =p1(Va = V1) = nR(Ty — T1) = nRTy = 2,49 kJ.

3 body
Uéinnost cyklu je
5 3
_ Wi =W _ P (3_ W) —nkh -
= Q12 - 5nRT; =
5 3
= 5 = 16,3 %.
1 bod



4.a) Zvolme soufadnicovou soustavu podle obr. R6.

Na zavésenou kulicku ptsobi odpudivé elek-
trické sily Fi, F> od pevnych kulicek a sila ti-
hova Fg.

Vychylime-li zavésenou kulicku nepatrné ve
sméru osy x, pusobi sily F;, F prakticky vo-
dorovnym smérem a pro souradnici vysledné
elektrické sily plati

P FRe kQq
T d+ax)? (d—uw)?
kQq Qg @  F
2 2 ™ O 70 q
2(1+Z% 2(1-%
d d d+zx d—zx
L kQe T T\ | _ _4kQq Obr. R6
S (12)] - 0,

Vysledna elektricka sila tedy smétuje zpét do rovnovazné polohy zavésené

kulicky. Totéz plati o pohybové slozce tihové sily, jejiz velikost je

%a@. Ve

sméru osy z je tedy rovnovazna poloha zavésené kulicky stabilni. Celkova

sila ptsobici na zavéSenou kulicku mé z-ovou soutradnici
4kQq mg
F,=—

& +T)””

Ostatni soutadnice celkové sily jsou prakticky nulové.

Vychylime-li kulicku nepatrné ve sméru osy y,
pak podle obr. R7 (pohled shora) pro soufad-
nici vysledné elektrické sily plati

kQq y _ 2kQq

F, =2 NS
(@+y?) d &

(11)

Proti elektrické sile ptisobi pohybova slozka
tithové sily, kterd sméfuje do rovnovazné po-
lohy. Celkova sila ptisobici na kulicku mé
y-ovou soutadnici

Ostatni souradnice celkové sily jsou opét prakticky nulové.




Ma-li byt rovnovazna poloha zavésené kulicky stabilni i ve sméru osy y, musi

platit
2kQql
gd® -

Pro dané hodnoty vychazi m > 2,55 mg, coz je splnéno.

F,
2L <0 =
Y

3 body

V obou pripadech je celkova sila pusobici na zavésenou kulicku pfimo timérna
vychylce z rovnovazné polohy a mé opacny smér, jsou tedy splnény pod-
minky pro vznik harmonickych kmiti. Ve sméru osy « je thlova frekvence

w= 1/%, kde podle (11) je K = (4]2?(1 + ?) .

Kyvadélko kyva s periodou

2 2
rT="o T _069s.
w 4]<:Qq+g
md> l

Ve sméru osy y je uhlova frekvence

| L . mg  2kQq
W=/ kde podle (12) je L = <T -5 |

Kyvadélko kyva s periodou

4 body



5.a)

U,

P s s s . _ o
V sériovém obvodu protéka obéma zarovkami proud I3 = Ik

. . , . . U. .
V paralelnim obvodu je celkovy proud zdroje I = R+ 050 a kazdou

zarovkou protéka proud
Ue Ue
~ 2(Ri+05R) 2R+ R’
Protoze zarovky sviti v obou ptipadech stejné, je Iy = I>. Proto

Ri+2R=2R;+R = R=R.

I

3 body

e A 2R 2
V sériovém zapojeni je uc¢innost obvodu n = SRI R — 3 ~ 67 %. V pa-
ralelnim zapojeni je G¢innost obvodu 7 = % = % ~ 33 %, tedy

polovicni.

2 body
Ulohu c¢) vytesime graficky. V sériovém obvodu se dvéma zarovkami vznika
na vnitinim odporu zdroje ubytek napéti U, — 2Uj; a zarovkami prochazi

proud
Ue — 2U;
Is = ETIZ (13)
V paralelnim obvodu se dvéma zarovkami vznika na vnitfnim odporu zdroje
ubytek napéti U, — U; a zarovkami prochazi proud
U. —U;
I,=———.
P 2R;

Rovnice (13) a (14) vyjadiuji proud zérovkou jako funkce napéti, které jsou
na obr. R8 zobrazeny tseckami s; a p;. Podle zadani tlohy musi obé rov-
nice platit sou¢asné, proto prusecik obou grafii — bod A o soutadnicich U; =
= U./3, I, = Us/(3R;) — lezi na voltampérové charakteristice zarovky po-
psané funkci I; = f(U;). V sériovém obvodu se tFemi zarovkami vznikd na
vnitinim odporu zdroje ubytek napéti U, — 3U; a zarovkami prochéazi proud
Ue — 3U;
Iy = ——. 15
S Ri ( )
V paralelnim obvodu se tfemi zarovkami vznika na vnitinim odporu zdroje
ubytek napéti U, — U; a zarovkami prochazi proud
Ue — U
I,=22_"2%
3R;

(14)

(16)

10



Funkce popsané rovnicemi (15) a (16) jsou na obr. R8 zndzornény useckami
S a pa2, které se protinaji v bodé B lezicim uvnitt tsecky OA. Jejich pru-
seCiky C' a D s voltampérovou charakteristikou urcuji hodnoty napéti na
zarovkéach a proudu prochézejictho zarovkami v obou pripadech. Je zfejmé,
Ze v sériovém zapojeni (bod C) budou zarovky svitit vice nez v zapojeni
paralelnim (bod D).

5 bodu
I;
U. |
Ry
S92 51
U,
2Ri- f(U)
U, A
3R T— D) |
_ B ‘ P1
- \
// ‘ D2
~
o A A Ue U
3 2
Obr. RS

11



6. Odvozent teoretickych vztahi

Sjednotime znaménkovou konvenci pro zobrazeni zrcadlem a pro zobrazeni ¢o¢-
kou. Oba poloméry kulovych ploch budeme brat jako kladné veli¢iny. Opticka

mohutnost ¢ocky pak je
1 1 1
-en(2-2)
f Te T1

Optickd mohutnost prvniho rozhrani ve funkeci zrcadla je

12
o f 1
a optickd mohutnost druhého rozhrani jako zrcadla doplnéného dvojim pricho-
dem paprska ¢ockou je
1 2 2
Py =—=— + 290 = —
fa T2 T2

Resenim této soustavy rovnic dojdeme ke vztahim

__2faf - f(f1— f2)
f=2f f(fi = f2) =2f1fe

L2
2

r1 = 2f1, 9

12



7. Oznacéme i1, i3 okamzité hodnoty proudti, které prochézely rezistory (obr. R9).
Okamzité hodnoty naboju na kondenzatorech oznacme ¢, go. Plati

U — U9

dgy = C-du; = —iydt = —Tdt,
. . U1 — U2 U uy — 2U2
dgo=C -dug = (i1 —ig)dt = | —— — = | &t = ————=d¢.
R R R
11 (2
R
C C
— U —— |u1 U | —— R
Obr. R9
Upravou dostaneme vztahy
U9 — U Uy — 2U2
du; = ———dt, duy = ———=dt,
RC RC
ze kterych muzeme vychazet pri modelovani déje Eulerovou metodou:
5 bodu
s Modelovani
™M
ul=u1+{u2-u1)/R/Cxh ~||R=1e6 C=1e-6 U=18 [=
u2=u2+{u1-2*u2)/R/C*h t=8 u1=U0 u2=8
t=t+h |LI h=0. 081 =t
“| A7 K| wl
i Tabulka &. 1 il B[=T B Graf &1
t ul u2
s v v
0.857 5506975 2748456 =
0.858 5504216 2748463 |
0.859 5501461 2748468
0.860 5.498708 2748470
0.861 5.495957 2748469
0.862 5.493210 2748465
0.863 5.490465 2748458
0.864 5487723 2748449
0.865 5.484984 2748437
0.866 5.482247 2748423 =

Z tabulky a grafu vyCteme, ze napéti us dosdhlo maximélni hodnoty 2,75 V
v case t = 0,86 s. 5 bodu

13



Pozndmka: Analytickym fesenim tlohy bychom dospéli k obecnému feseni

—3+V5 -3—V5
Dol y gt 1)
—3+V5 —3—V5
u2:£ e 2RC ' _o2RC ') 2)

V5

Napéti uy dosahlo maxima v cCase

,_BC 3+V5

V5 3-/B

Pro dané hodnoty je t = 0,8608 s. Dosazeni do (2) dostaneme uomax = 2,7493 V.

U1:U

~ 0,8608RC.

Vidime, ze vysledek ziskany Eulerovou metodou pfi ¢asovém kroku 0,001 s se
shoduje s pfesny fesenim na 3 platné cislice. Pfesnéjsi model ziskdme Rungovou—
Kuttovou metodou 2. radu:

= Modelovani-

ua=ul ub=u2 ‘Metoda RK2 -
k1={u2-u1)/R/C
m1={u1-2*u2)/R/C

ul=uva+k1%2*h/3 u2=ub+m1*2xh/3 t=0
k2={uZ2-u1)}/R/C ui=U
n2={ul1-2=u2)/R/C u2=a
ul=ua+(k1+3=k2)=h/h {h=6.801
u2=ub+{m1+3=m2 ) =h/4
t=t+h pae LI
gl oz G
B Tabulka £. 1 5l S =1 |
t ul u2
s v v
0.856 5.511944 2.749300 =
0.857 5.509183 2.749312 |
0.858 5.506425 2.749321
0.859 5.503669 2.749327
0.860 5.500916 2.749331
0.861 5498166 2.749332
0.862 5495418 2.749330
0.863 5492674 2.749325
0.864 5489932 2.749318
0.865 5487192 2.749308 =

Vzhledem k malé presnosti zadanych hodnot vSak dobie vyhovuje i vysledek
ziskany Eulerovou metodou.
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