Reseni tloh 1. kola 50. roéniku fyzikalni olympiady. Kategorie A

Autoii tloh: J. Jirt (3), P. Sedivy (1,2,5,6,7), 4. tiloha je prevzata z Moskevské FO.

1.a) Zvolme vztaznou soustavu podle obr. R1. Po pfestfiZzeni vlakna kona kulicka Sikmy
vrh s pocatecni rychlosti vy a elevacnim thlem . Velikost pocatecni rychlosti
urcime ze zédkona zachovani energie:

1 _
mgrcosa=§mv(2) = U():\/QgTCOSO¢=3,877m'SI. (1)

Béhem vrhu plati pro soufadnice kulicky

T = rsina + votcos o, (2)

1
y:h+r(l—cosa)+votsino¢—§gt2. (3)

T
Obr. R1
V okamziku dopadu je y = 0. Z toho ur¢ime dobu vrhu:
1
§gt2 —vosina-t—h—r(l—cosa)=0;
tloze vyhovuje kladny kotfen
PR sin o + \/vg sin® a4 2g[h 4+ r(1 — cos )]
g
V/2gr cos asin o + \/29rc0sasin2a+29[h+r(l — cosa)] 0779 ()
= =0,779s.

9



Dosazenim do (2) dostaneme hledanou vzdélenost L = 2,96 m.
3 body
Velikost rychlosti dopadu uréime uzitim zakona zachovani mechanické energie:

mg(h+r) = %mlﬁ = v=+/29h+r)=59m-s".

Vodorovna slozka rychlosti je béhem vrhu konstantni a ma velikost

—-1
Uy = Vozy =VpcCOSax =2,97m-s .

Rychlost dopadu je odchylena od vodorovného sméru o thel
8= arccos%c =60,0°.
3 body

Dosazenim vzorcti (4) a (2) do tabulky Excelu, jejich kopirovanim a postupnym
zjemnovanim déleni intervalu dostaneme vysledek:

a t/s L/m a t/s Lim]| a t/s L/m
0[0,40386( 1,78885] 33| 0,72191(3,00058] 50/ 0,83662|2,67581
5(0,44599(2,05139] 34| 0,73070| 3,00234] 55| 0,85327|2,46096
10(0,49284(2,30709] 34,2| 0,73243]| 3,00236] 60| 0,86087|2,21419
15(0,54292(2,54178] 34,4]| 0,73416| 3,00227] 65| 0,85897| 1,95164
20(0,59445(2,74055] 34,6| 0,73588| 3,00208] 70| 0,84715| 1,69026
25(0,64556(2,88980] 34,8|0,73759| 3,00177] 75|0,82474|1,44694
30|/ 0,69440|2,97888] 35(0,73929(3,00135] 80| 0,79020| 1,23808
31/ 0,70375| 2,98883| 40| 0,77874(2,95550] 85| 0,73846| 1,08036
32| 0,71292| 2,99607| 45(0,81152(2,84445] 90| 0,60578| 1,00000

Kulicka dopadne do nejvétsi vzdalenosti Lmax = 3,0024 m = 3,00 m, jestlize
vladkno prestfihneme pfi dosazeni thlu o = 34,2° = 34°.
4 body



2.a) Jestlize tfeti zavazi klesne do hloubky h, vystoupi obé krajni zévazi do vysky
Vd? + h? — d. Soustava bude mit potencialni energii
E, =2mg(v/d? + h? —d) — mgh = mg(2v/d?> + h?2 —2d — h).

2 body

b) Kinetickd energie soustavy se nejprve zvétsuje, pak zmensuje a v dolni uvrati je

opét nulova. Jsou-li splnény podminky zadéni, mizeme ztraty mechanické ener-

gie béhem prvniho pohybu doli zanedbat a pouzit zdkon zachovani mechanické

energie. V dolni uvrati tedy plati

2vVd?2 4+ h2, —2d — hm =0.

Upravou dostaneme rovnici 3h2, — 4hmd = 0. Uloze vyhovuje koten

hm = 5d.

ool

’

Délka vlaken mezi kladkou a tietim zévazim v dolni Gvrati je

/ 16 5
2 2 2
d+9d 3d<2d.

Krajni zdvazi se tedy zastavi pfed dosazenim kladek (obr. R2).
2 body

Obr. R2

¢) V rovnovéazné poloze (obr. R3) jsou vyslednice sil ptisobicich na jednotliva zavazi
nulové. Tahova sila vldkna ma stejnou velikost jako tiha zavazi a plati

mg = 2T sina = 2mgsina = sino¢=1 a=230°, ho=dtga= d

7 7
Soustava ziskava kinetickou energii na tkor energie potencialni. BEhem pohybu je
tedy celkova potencidlni energie zaporna. Plati

1
—dﬁlp =mg |(d®+h? 2.-2n-1].
:O7

pro 0 < h < ho je %<O apro ho < h < hm je d£p>0. V rovnovazné

Snadno se presvédcime, ze pro h = ho = % je %

poloze je tedy potencilni energie soustavy minimalni a ma hodnotu



d)

T

4]

Foy vFe obr. R3

Druhym derivovanim dostaneme

d’E 1 o -2 -2

dh2p =mg [—§(d2 +h?) 2.2n-2h 4 (d® 4+ R?) 2 -2] =2mgd*(d® 4+ h?) 2.
, d . d’E 3V3

Vbodehozﬁje dh2p:%.T'

V okoli rovnovazné polohy tedy plati
Ey(ho + dh) = Ey(ho) + 4 - %/g (dh)?.

2 body
Energie, kterou ziskd soustava malym vychylenim tfetiho zdvazi z rovnovazné
polohy ptsobenim vnéjsi sily, je rovna energii kmitani, které nasleduje po jeho
uvolnéni. Vychylka tfetiho zavazi je rovna amplitudé jeho kmitd. Oznacme ji
Ym. Krajni zavazi budou v dusledku neroztazitelnosti vlakna kmitat s amplitu-
dou Ym sin 30° = ym /2. P¥i priicchodu rovnovaznou polohou bude mit tfeti zavazi
rychlost vm = wym, krajni zavazi budou mit p#i prichodu rovnovaznymi polohami
rychlost poloviéni. Energie kmiti je

mg 3V3 o 1o o 1 (um)\?_3 5o
d g Ym = 2mvm+2 sm | 5 = 1% Y -
7 toho
2 4n2 g V3 2d
W= =4 N2 T =2m, | ==
Td 2 9v3

2 body



3.a) Zakon zachovani hybnosti a zakon zachovani mechanické energie dévaji pro prvni
raz rovnice

1 1 1
_ 2 2 2
mivo = miul +mu, §m100 = §m1u1 + §mu .

Z rovnic dostaneme soutadnice rychlosti levé a prostifedni koule po prvni srazce:

mi —m

= 1

U1l ml+m’00, ()
2ma1

= — 2. 2

b m1+mvo 2)

Druhd srézka probihd analogicky, sta¢i v rovnicich (1) a (2) provést substituci
miy —m, m-—1msz, Vo — U, U1 — W, U — W2:

w=12""2, (3)
m + mo
2m
=" u. 4
Wy = U (4)

Dosazenim proménné v z rovnice (2) do rovnic (3) a (4) dostaneme:

2ma1(m — ma)

w= (er71”L1)(71”L4r77”b2)1}07 (5)
dmma

w2 = (m+m1)(m+m2)vo' (6)

3 body

Nyni budeme hledat hodnotu proménné hmotnosti m, pro kterou bude rychlost
wy maximalni. Funkci danou rovnici (6) derivujeme podle m:

dwo d dmma

dm — dm m2+(m1+m2)m+m1m2vo -

Vo =

_Am [m2 + (m1+ma2)m + mlmz} — 4mim(2m + m1 + ma)
[m2 + (m1 +ma2)m + m1m2] ’

4mi(mama — m?)

3 5 V0 -
[m + (m1 +ma)m + m1m2}

Derivace je nulova pro
m=\/mims. (7)
Pro m < /mimz2 je derivace kladnd a funkce je tedy rostouci, pro m >
> /mimz je derivace zadporna a funkce je tedy klesajici. Nalezeny extrém je
tedy maximem. Ke stejnému zavéru mizeme dojit uzitim druhé derivace. Ciselné
vychézi m = 3,00 kg. Pfi zdméné hmotnosti m1 a mz se vysledek nezméni.
3 body



b) Dosazenim vztahu (7) do vztahu

(1), (5) a (6) dostaneme

= ’U()—OQO’U()7

“1_\/_+\/_”°_
w = 2/ (/T — /)

Vo = —1)0 0 241)0 5
(i + i) 2
4m1 36
LU — 1,44
VT Um0 T 2 T
Zaménou hmotnosti dostaneme
1 4 1
up = *gvo =—0,20vp, w= f%vo = —0,16vp, w2 = £00 = 0,64vp .
2 body
¢) Hleddme pomér
1 2
O
Fa 1
k1 5 02
Dosazenim ze vztaht (6) a (7) dostaneme
E 1
Lo Momama 570 _ ) g9
Ex1 (vm1 + /m2) 625
Pti zdméné hmotnosti se vysledek nezméni. 2 body

p-V diagram kruhového déje je na obr. RA4.
Teplota béhem cyklu roste jen pfi izochorickém
ohrati 1 — 2 a klesa jen pfi izochorickém ochla-
zeni 3 — 4. Pii izotermickych déjich se neméni.
Plyn ma tedy teplotu Tmin pfi izotermické kom-
presi 4 — 1 a teplotu Tmax pri izotermické ex-
panzi 2 — 3. Teplo ziskané pfi izochorickém
ohrati je rovno pfirtustku vnitini energie:

Ql =AU = 3TLR( max - Tmin) .
7 toho Tmax - Tmln + Ql
§nR

3 body



b) Pti izochorickém ochlazeni 3 — 4 je teplo Q] odevzdané plynem rovno tbytku

vnitini energie:
3
Qy=—-AU = §nR(Tmax — Tmin) = Q1 .

Teplo Q5 odevzdané plynem pii izotermické kompresi 4 — 1 je rovno préci, kterou
pfi ni plyn spotiebuje. Teplo Q2 pfijaté pfi izotermické expanzi 2 — 3 je rovno
praci, kterou pfi ni plyn vykona. Obé prace jsou ciselné rovny obsahu obrazce
omezeného v grafu pfislusnou izotermou. Rovnice izoterm odvodime ze stavové

rovnice:

NRTmax . NRTmin L.
Ph=——7 Ppro horni izotermu, pq = —y  Pro horni izotermu.

Pro kterykoliv objem V' je pa/ph = Tmin/Tmax. Ve stejném poméru jsou tedy i
plochy omezené v daném tseku obéma izotermami. Proto

%nRTminQ2

@3 _ Tnin ;0 Lmin _
QQ o Tmax ’ Q2 - Q2 Tmax o

gnRTmin + Ql

Ke stejnému vysledku muzeme dojit také porovnanim vztahu

_ ‘/2 /o i 2
Q2 = nRTmax In v 5 = nRTminIn Vi
kde Vi, V3 jsou objemy plynu pfi izochorickém ohtati a pti izochorickém ochlazeni.

3 body
¢) Celkova prace plynu béhem jednoho cyklu je rovna rozdilu pfijatého a odevzdaného
tepla:
Tmin
W= Qi+ Qa— Qi+ @) = Qa— Qs =Qa (1 giin) = 52
max QnRTmin + Ql
2 body

d) Termodynamickd téinnost cyklu je
Q1+ Q2 (Q1+ Q2) (%nRTmin + Q1)

2 body



5.a) Ozna¢me naboje a napéti na jednotlivych

kondenzatorech podle obr. R5. Ze zdkona % Us
zachovani ndboje plyne Q1 [ -1 Q2 [ )
Q1+ Qi=Q2+Qs, cli Il 2C
Q2—Q3—Q1=0.
Z toho —Qs |30
CUy +2CU4 = 2CU; + CUs , — — |Us 1
2CU, — 3CUs — CUL = 0. @s
Po tpravé
Uy +2U4 =202 4+ Us, (1) 2C || ||C
2U, — 3Us — Uy = 0. (2) Qill-Qs  Qsll—Qs
Déle plati: U, Us
Up+U2=U, (3) M
Us+Us=U, (4) '
Uy +U3=U;. (5) U
Obr. R5
4 body
Resenim soustavy rovnic dostaneme:
4 1
U1:U5:gU, Ug:U4:§U7 U3:§U.
3 body

b) Ze zdroje pfejde po sepnuti spinace na soustavu kondenzatori naboj

Q:Q1+Q4=CU1+2CU4=C-SU+2C%U:1§’CU.

Soustava ma tedy celkovou kapacitu %30 .

3 body
Poznamka: Vysledky feSeni plati jen omezenou dobu po sepnuti spinace. Pfi trva-
lém zapojeni soustavy kondenzatort ke zdroji konstantniho stejnosmérného napéti se
uplatni svodové odpory jednak v dielektriku kondenzatori, jednak v konstrukci, ktera
soustavu nese (napft. v desce plosnych spoji). Jimi prochézeji nepatrné proudy, které
nékteré kondenzatory vybijeji, jiné nabijeji. Po dlouhé dobé se napéti v jednotlivych
vétvich upravi, jako by zde byla jen sit svodovych odporii.



6. Na ty¢ ptsobi tii sily: tihova sila Fg, tazna
sila provazku F> a reakce podlozky Fi. Z pod-
minek rovnovahy plyne, zZe jejich vektorové
piimky se protinaji v jediném bodé (obr. R6).
V okamziku, kdy konec tyce zacne klouzat po
podlozce, spliiuji velikosti vodorovné a svislé
slozky sily F1 vztah Fy = fF,, kde f je sou-
C¢initel smykového tfeni mezi ty¢i a podlozkou,
a pro odchylku ¢ této sily od svislého sméru
plati

F

tgp =5 =1

Na trojthelniky ACC’, BCC' pouZijeme sino-
vou vétu. Plati

0,5l _ singp _ sin(a—p)

t sinéd ~ sin28

§=180°—a— 06—,

Postupnymi ipravami dostaneme

AS)

s

C

Obr. R6
singp -sin28 = sin(a — B) - sin(a+ B+ ¢) =

= sin(a — ) [sin(a + B) - cos ¢ + cos(a + B) - sin ] ,
sin ¢ [sin 208 — sin(a — 3) - cos(a + B)] = cos ¢ - sin(a — 3) - sin(a + ) ,

sing sin(a — B) - sin(a + 3) cos 23 — cos 2

cosp  sin2B —sin(a— 3) -cos(a+B)  3sin2B —sin2a’

f=tgp=
Uhly « a 8 uréime z pravouhlych trojuhelniki AOD a ABS:

RS

. x
a = arcsin——— B = arccos 37



7. Nejprve uréime polomér R; prvni kulové plochy. Z Pythagorovy véty dostaneme

2
Rf:r2+<R1—f) = Ri=

9 T.

5
4
1 bod
1. zpusob reseni — zobrazeni prunim a druhym kulovym rozhranim vysetrime postupné
(obr. R7)
Vyjdeme ze zobrazovaci rovnice kulového rozhrani o poloméru R, které oddéluje dvé
prostiedi o indexech lomu n1, n2, ze vztahu pro vypocet predmétové ohniskové vzda-
lenosti a vztahu pro vypocet pfiéného zvétseni (:

1,1y _ (1 1 __mR ___f
"1<}_2+E)_"2<R a’)’ f_ngfnl7 = a—f

Vzhledem ke znaménkové konvenci bereme oba poloméry kulovych rozhrani jako za-
porné.

1. rozhrani: R = fgr, n=1n=n=15= %, ar =

N =3

1 (7§7") §7ﬂ
f1=74=*§r=712,5cm, ﬂlzfiz :§=0,833.
1 2 6
2 2"t ar
4 body
i R=— = —me—15=3 4 =0 r_9
2. rozhrani: R = r,n2_17n1_n_175_27a2_8+2_87«.
S o8 Y (o) o o8 sem
2 r 9r ) r o ab 2T - ’
3
5‘(*7“)
fo=———=3r=15cm, 62:—377“:§:176,
1 9 5
-3 §r73r
4 body
_4

Vysledné pri¢né zvétseni je 8 = (G162 = 3 Vysledny obraz tedy lezi pred cockou, je

zdéanlivy, vzpiimeny a zvétseny. 1 bod

2. zpisob Teseni — pouZijeme zobrazovaci rovnici tlusté cocky (obr. R8).
Parametry tlusté ¢ocky jsou R; = —Zr, Ry =—-r,d= %, ni=1ne = %

10



Nejprve ur¢ime ohniskovou vzdalenost a polohu hlavnich bodt:

13.(=3)-(-n)
= 67 = 30 cm,

f _ nlngRle _
(2 — [0 —n)d 4 ma(fe —B)]  L(L7 3.7
2\2 2 2 4
1.(,§r).f
TL1R1d 4 2
H = = = — :—5
a1(H) (n2 —n1)d + n2(R2 — R1) 1.f+§.f " o
2 2 2 4
r
ay(H') = — ma Fad = He 2 =——r=—-4cm
2 (n2 —na)d+na(Re —Ri) 1 v 3 r
2 2 2 4
4 body
Pak pouzijeme Gaussovu zobrazovaci rovnici
1 1 1
54—?:7, kde a:al—al(H)zir.
f % 6r 6
Z toho a/:aa_f: g~ = —2r, a'gza/—aé(H/):—gr:—Gcm.
T2
4 body
a 4
=3 1 bod
X/
H/

Obr. R8

Obr. R7
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