Reseni uloh 1. kola 47. roéniku fyzikalni olympiady. Kategorie A
Autofi tloh: J. Jird (1), P. Sedivy (2,3,4,6,7), L. Richterek a M. Jaresova (5)
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tedy povazovat za inercidlni. Vagony maji vzhledem k ni rychlosti
V{=V1—V=m1m+v71nf vy, =—v.

Je-li srdzka dokonale pruzné, plati v S’ zdkon odrazu a vagony maji po

srazce vzhledem k S’ rychlosti u} = —vy, u), = —v =v.

Ve vztazné soustavé S spojené s trati maji vagony po srazce rychlosti

2m1

my — M2
mi + meo

/
vy U =UuU,+v=2wv=
mi + me ’ 2

U1:U&+V: |4
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Pro dané hodnoty u; =—0,2v1, u1=0,8 m-s™", us=0,8vy, uo=32m-s™-.
Smér rychlosti u prvniho vagonu se zménil na opa¢ny, u druhého vagonu je
shodny se smérem rychlosti prvniho vagonu pied srazkou. 3 body

Soustavu naraznikd mizeme po dobu srazky nahradit jedinou pruzinou o tu-
hosti k. Ve vztazné soustavé S’ se konce pruziny pohybuji proti sobé. Bod
pruziny, ktery zustava v klidu, ji rozdéluje na dvé Casti priléhajici k jed-
notlivym vagonim. Jejich tuhosti ozna¢me k1, k3. Béhem deformace kona
kazdy vagon vzhledem k vztazné soustavé S’ polovinu harmonického kmitu
s thlovou frekvenci

we J R k2
mq mo
11 11 1
Platlk—k1+k2—mlw2+m2w2,
we=Btme) oy T mame g3
mima 2 k(my + ma)

4 body

Velikosti rychlosti vagonti vzhledem k S’ pfed srdzkou jsou také amplitudami
rychlosti harmonickych kmitd vagont. Amplitudy zrychleni téchto kmitt

km2 ’ km1
myi(mi +my)’ Am2 = 02 = Y\ g (i + ma)
predstavuji hledané velikosti maximdalnich zrychleni vagont nejen v tézis-
tové vztazné soustavé S’, ale i ve vztazné soustavé S spojené s trati, nebot
zrychleni je invariantni vic¢i Galileové transformaci.
Ciselné vychazi ami =58 m 572, ame =39 m-s 2. 3 body

am1 = Wi = 1



2.a) Zvolime-li soufadnicovou soustavu podle obr. R1 a v okamziku, kdy lano
svird s hladinou thel ag, polozime ¢ = 0, bude délka [ lana mezi lodkou a
kladkou zaviset na case podle vztahu

- — ot =1y —vit
sin oy 1 0 1

a pro souradnici x lodky bude platit

r = — (lo*l}lt)27h2.
Derivovanim dostaneme:
v, — @ _ (lo 71}115)111 _ l’U_l
Podt o —wut)2—h2 el
lo — v1t)v
—02/(lp — v1t)2 — h2 + (Ig — vit)v (o 1/l
. _dQ_SC_ 1 (0 1) (0 1)1\/(1071]115)27]12
L dt2 - (l() — ’Ult)Z — h2 -
2 U%ZZ
—vilz| + Ta[  vR?
2 T T
V popsané poloze (v ¢ase t = 0) bude
vilp _ v h? vf 3

2
vy, = = — a, =v
E o €os oy E 1ps

5 bodu

s
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Obr. R1

b) Napnuté lano mezi body L a K se pohybuje jako tuhé téleso. V daném
okamziku se bod K nachazi u kladky, jeho rychlost v, ma smér lana a
velikost v1. V kratkém casovém intervalu se lano otac¢i okolo okamzitého
polu pohybu P, ktery urcime jako prusecik pfimek vedenych body L a K
kolmo k vektoriim v, a v, (obr. R2a). Uhlové rychlost lana je

% v1 tg g - sin o
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% Obr. R2a

Uvazujme bod M lana vzdaleny od bodu K o Al = v At, pficemz Al < [.
Jeho okamzitd rychlost v,,, je kolma k tiseéce PM a svird s lanem thel
Ap = wAt. Mizeme ji rozlozit na slozku v,,, ve sméru lana, kterd ma
konstantni velikost v; a na slozku v,,, kolmou k lanu, kterd ma velikost
Upy = V1A = vjwAt.
Za kratkou dobu At dorazi bod M ke kladce. Vektor v, se pfitom pootoci
o thel Ap, ¢emuz odpovida zména |Av,,,| o velikosti
AV, | = v1Ap = viwAt,

kterd smétuje do bodu P. Slozka v,,, mezitim zanikne, ¢emuz odpovida



zména Av,,, = —v,,, kterd ma rovnéz velikost v;wAt a rovnéz sméfuje
do bodu P. Zrychleni bodu K je vzhledem k nepatrné vzdalenosti prakticky
stejné jako zrychleni bodu M. M4 velikost

_JAvyy [+ AV | 20iwAE 2w — 2% sin’ o
K = 7 = = 1w = .

a smétfuje do bodu P. Je to tedy vektor

a. — (- 202 sin® o 202 sinay
K hcosag ’ h '

Oznaéme r,, ro a ry polohové vektory piidé lodky, uzlu C' a uzlu K. Pro
tyto tri body lana plati az do uvazovaného okamziku

ro = Fo tre ;r’( .
Proto také (obr. R2b)
dr, , drg
v—%—dt dt v, +vg
cT At 2 o 2 ’
d?r, n d?r,
a. — d’r.  df? d?  a,+ag
<At 2 N 2

V uvaZovaném okamziku je v, = (v1 cos g, v sinag). Pak

"4 _ 1 U1 + v1 cos ag, V1 Sin o *11) 1 + cos®ag sin o
¢ 7 2\ cosag ! 0,71 0)=2o"t cosog o)

Vektor v. ma velikost

T2
Vo = %\/Mgﬂ +sinZap = ~—L /T + 3cos?ag

cos“ayg 2 cos oy

a svird se smérem pohybu lodi tihel
sin g cos ag
= t —_—
T arte T cosZay
Pro dané hodnoty vychdzi vo =54m-s~ !, v = 17°.
Zrychleni uzlu C
2 -3 .3
_ v sin"ap  2sin"ayg . 2

ac =35 ( cos®ayg cos (g ,2sin ao)

svird se smérem pohybu lodi thel

2sin? o o 2 cos®av o
W= arctg sinap  2sin’ag + 1807 = arctg sin (1 — 2 cos’a) - 180°.
cosPag cos ag
Pro dané hodnoty vychazi ay = 2,70 m-s~2, @, = (—0,128; 1,033) m - s~ 2,
ac =1,04m-s72, ¢ =97°. 5 bodu



3.a)

v Obr. R2b

Paprsek odchyleny od spojnice zdroje se stfedem koule o tihel ¢ dopadé na
povrch koule pod thlem «, ktery uréime uzitim sinové véty (obr. R3):
sina _ d

sing  R-
Aby nastal Uplny odraz, musi byt prekrocen mezni thel ay,. Tedy
o dsing _1 s
sin « L 2sinam = = sinp> 5.
Nerovnice ma feseni, jestlize

% <1 = d> %
Od povrchu koule se bude uplné odrazet nenulova Cast svételného toku,
jestlize
R

w < d < R, prodané hodnoty 6,6cm <d < 10cm.
5 bodu

Abychom uréili, jakd ¢ast svételného toku se uplné odrazi od povrchu skle-
néné koule, zvolime pomocnou kulovou plochu o poloméru r se stfedem
v misté zdroje tak, aby se celd nachézela uvnit skla (obr. R4). Paprsky,
u kterych dojde k plnému odrazu, vymezi na ni kulovy pas o vysce



_ o . R
v=2rcosp;, kde ¢ = arcsin .

Ma-li timto kulovym pasem prochazet polovina svételného toku, musi byt
jeho plosny obsah roven poloviné povrchu celé koule. Z toho

2nrv = 4nr?cospy = 2mr? —  cospy = % ,

sin<p1:\/lfcos2g01:§:%,

2R
d= —F+=176 .
w3 ,6 cm
5 bodu

Obr. R3

Obr. R4



4.a) Z rovnic

U=5LXc, U=DL\R*+X?

dostaneme:
2 2
%:@:% =  9X2 =4R’+4X2,
% — 4R 1 4u°L2,

L2C%w* + R2C?W? — % =0.

Ziskali jsme kvadratickou rovnici pro w?. Uloze vyhovuje kofen
— R2C? + /R*C4 + 91202 _
w? = 51707 =7,017-10* rad® - s2.
7 toho w = 2649rad 5!, f= Y —42Hs, U=-1L _—113V.
21 wC
5 bodu

b) Pouzijeme fazorovy diagram na obr. R5. Fazor U celkového napéti predbiha
fazor I; proudu ve vétvi s civkou a rezistorem o tthel

a= arctgg—f2 = arctg% =69,3°.
Fazor I; proudu ve vétvi s kondenzatorem predbiha fazor U o 90° a fazor I5
0 90° + a.
Z kosinové a sinové véty dostaneme
I =T} + 13 — 21, I, cos(90° — o) = 0,13 A,
I5sin(90° — «
1

B =90° — ¢ = arcsin = 32°, @ = 58°.
5 boda

Resent tilohy b) symbolickou metodou:
Celkova impedance obvodu pripojeného ke zdroji je

Rtjwl
ziui jwC o R+ jwL
= - = = 5 - .
] R—I—ij—i—.l 1—-w’LC+jwRC
jwC'

Fazové posunuti mezi napétim a proudem uré¢ime jako rozdil argumenti ¢ita-
tele a jmenovatele. (Pozor! Komplexni éislo ve jmenovateli patii do druhého
kvadrantu Gaussovy roviny.)

YU — Q1 = arctg% — (arctg% + 1800) =

= 69,3° — 127,3° = —58°.



Napéti je fazové opozdéno za proudem o 58°. Celkovy proud mé efektivni
hodnotu

U U1 —w?LC)? + w2R2C?
== = =0,13A.
7 \/R2+w2L2 )
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Obr. R5 I, Ug



5.a) Zvolme soustavu soufadnic podle obr. R6. Dokud kédmen stoup4, obé sourad-
nice polohového vektoru se zvétsuji a vzdalenost od pocatku roste. Podobna
situace by nastala, kdyby pohyb pokracoval pod rovinou dopadu. Vzdale-
nost kamene od pocatku se tedy muze po néjakou dobu zmensovat jen na
sestupném tseku trajektorie, tedy mezi okamzikem dosazeni vrcholu

t, = YoSM& s kamzikem dopadu tq = 21}0%.
Yy
O T  Obr. R6

Pokud se kdmen vzdaluje od pocatku, je vektor okamzité rychlosti v odchy-
len od polohového vektoru r o méné nez 90° a skaldrni soucin r- v je kladny.
Priblizuje-li se, je odchylka vétsi nez 90° a skaldrni soucin r - v je zaporny.
Vzdalenost mtze dosdhnout lokalniho extrému jen v bodech, kde r-v = 0.

Dosazenim
r = | votcosa, votsina — %gt2> , v =(vgcosa,vgsina — gt)
dojdeme k rovnici
t
r'v:§(g2t273vogtsina+2v§)20. (1)

Protoze béhem letu je trvale ¢ > 0, staci fesit rovnici

g*t? — Buggtsina + 203 =0, (2)
ktera ma diskriminant D = 9vZ¢?sin® a — 8v¢g>.
Diskuse:
o Jestlize sina < % tj. a< arcsin\g = 70°32, nem4 rovnice (2)

feSeni, skalarni soucin r - v je trvale kladny a kdmen se trvale vzdaluje
od pocatku trajektorie.

o Jestlize a = arcsin\/g = 70°32’, m4 rovnice (2) jediné Feseni

_ dvggsina _ Jvpsina

t 24> 2g



V tomto okamziku je sice skalarni soucin r-v nulovy, jinak je vSak trvale

kladny. Také v tomto pfipadé se kdmen trvale vzdaluje.
o Jestlize 90° > a > arcsin\/g = 70°32’, ma rovnice (2) dvé Feseni
_ 3vogsina—vD _ 3wgsina+ v D
=SNIPRT Vo =TI e T VY

29 29
Z vyse uvedenych divoda plati ¢, < t; < to < tq. Vyraz na levé strané
rovnice (1) mtZeme upravit na tvar
g9t

r-v-= T(t—t1)(t—t2).

Pro 0 <t < t; je vyraz kladny a kdmen se vzdaluje od pocatku,

pro t; <t <ty je zadporny a kamen se priblizuje k pocatku,

pro to <t <tq je opét kladny a kdmen se vzdaluje od pocatku.

V case t; dosahuje vzdalenost lokalniho maxima, v Case to dosahuje
lokélniho minima.

t1

5 bodu

b) Pro dané hodnoty o = 75°, vo = 40 m-s~! je trajektorie kamene zobrazena
na obr. R7, kde jsou také vyznaceny jeho polohy po 0,1 s.
Rovnice (2) mé dvé feSeni: t; = 4,623 s, to = 7,193 s.
Kéamen se tedy vzdaluje od pocéatku trajektorie az do ¢asu t1 (bod A), kdy
1 =4786m, y; = 73,79 m, r; = 87,95 m.
Pak se pfiblizuje az do ¢asu ty (bod B), kdy z2 = 74,46 m, yo = 24,15 m,
ro = 78,28 m.
Ve zbyvajicim case se opét vzdaluje, az v Case tq4 = 7,88 s dopadne ve
vzdalenosti xq = 81,55 m.

5 bodu
Resent uzitim diferencidlniho poctu:
Pro vzdélenost r kamene od pocatku trajektorie plati
2 2 2 2,2 3 Loy
e =a° +y° = vit® —vogt s1na+th . (3)
.. dr? [ o dr? [ ey gy s
Jestlize T 0, kdmen se vzdaluje, jestlize < 0, kdmen se priblizuje.

s e . oy , dr? . .,
Lokalni minimum nebo maximum miiZe nastat, kdyz vk 0. Derivovanim

vztahu (3) dojdeme k rovnici

205t — 3vpgt? sina + g%t* = 0. (4)

10



D4l mizeme postupovat obdobné jako v pfedchéazejicim Feseni.

Yy
m A

60

40

204 v0

Bls

Obr. R7

6. Pro hodnoty f; = 10 cm, fo = —20 cm, d = 4 cm dostaneme uzitim vzorct
z letosniho studijniho textu ZOBRAZENI COCKAMI:

___hfr _
= A — 14,29 cm
_ fd fid .
al(H)——: il ey = 2,86 cm,
/ AN de_ de _
ay(H') = Il e 5,71 cm.

Grafické feSeni ulohy je na obr. R8.

11
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Obr. R8
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7.a)

Reakci hotfeni popisuje rovnice
CHy4 + 205 = CO5 + 2H50.

7 ni je zrejmé, ze na shofeni jednoho molu metanu se spotfebuji 2 moly
kysliku. Vznikne 1 mol oxidu uhli¢itého a 2 moly vodni pary.

3 body
Jestlize parcialni tlaky metanu a kysliku byly stejné, mély tedy hodnotu
po/2, byla stejna i latkovad mnozstvi obou slozek. Z rovnice reakce vyplyva,
zZe shorela jen polovina latkového mnozstvi metanu. Zbyvajici polovina méla
po ochlazeni na ptivodni teplotu parcidlni tlak py/4. Stejné latkové mnoz-
stvi a parcialni tlak po/4 mél i oxid uhli¢ity vznikly pfi reakci. Vznikla
vodni para, pokud by zistala v plynném skupenstvi, by méla dvojnasobné
latkové mnozstvi a parcialni tlak po/2 = 5,0 - 10* Pa, ktery je mnohem
vétsi nez tlak nasycenych vodnich par pfi teploté ¢g. Ten ma hodnotu ps =
= 4,24 - 10% Pa. Proto vétsi ¢ast vodni pary zkondenzovala na vodu, jejiz
objem je zanedbatelny. Tlak plynu v reakéni komore se ustalil na hodnoté

Po Po o —54.10%Pa.

P=3 Ty
3 body
Hmotnost spaleného metanu uréime ze stavové rovnice:
M (CHy) - B2V
e RT -
.10—3 . -1, . 104 . 1073 m3
_ 16,04 -107" kg - mol 2,5-10% Pa-5,00-107° m —7.96-104 kg .

8314 J -mol ! - K1-303K
Pfi ochlazovani na ptvodni teplotu bylo odvedeno teplo Q = mH = 44 kJ.
4 body
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