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ÚvodPøi øe¹ení mnoha úloh z matematiky, z fyziky i dal¹ích oborù se stává, ¾e do-spìjeme k rovnici, s jejím¾ øe¹ením "si nevíme rady\. Mù¾e se to stát z nìkolikadùvodù: neznáme vzorec nebo úpravu pøíslu¹né rovnice anebo také proto, ¾etakovou rovnici nelze pomocí jakékoliv úpravy øe¹it.S rovnicemi, které nedoká¾eme pøesnì øe¹it, se v praxi setkáváme mnohemvíce ne¾ s tìmi, kde se pøesné øe¹ení dá najít.Rovnice, kde nedoká¾eme nalézt pøesné øe¹ení, jsou nejèastìji buï rovnicealgebraické F (x) = 0, kde F (x) je mnohoèlen n-tého stupnì, tj.a0 + a1x + a2x2 + : : :+ anxn = 0;nebo transcendentní, co¾ jsou nealgebraické rovnice (goniometrické, logarit-mické atd.).Pøi øe¹ení tìchto rovnic je vhodné nejprve udìlat gra�cký odhad koøene {nejèastìji postupujeme tak, ¾e si narýsujeme graf funkce F (x) (nejlépe pou¾ítpostupu pro vy¹etøování prùbìhu funkce pomocí diferenciálního poètu), koøenyrovnice pak jsou souøadnice prùseèíkù s osou x.V pøedlo¾ené práci je tento krok nahrazen poèítaèovým zpracováním { vy-kreslením grafu zadané funkce. Grafy je mo¾no vykreslit pomocí programùFamulus, Pascal, Mathematica a DELPHI. Práce je zpracovaná tak, ¾e v pro-gramech Famulus a Pascal je nutno zadat funkci ji¾ pøímo do zdrojového kódu,v programu Mathematica je mo¾no funkci vkládat po spu¹tìní patøièného sou-boru vytvoøeného pomocí tohoto programu, v prostøedí DELPHI se podaøilovyøe¹it problém zadávání funkce tím zpùsobem, ¾e funkce se vkládá za bìhuprogramu do patøièného okna.Graf vykreslujeme tak, abychom mohli provést separaci koøenù,tj. hledámeseparaèní interval, ve kterém se nachází právì jeden z koøenù nelineární rovnice.Pøi separaci vyu¾íváme Bolzanovy { Weierstrassovy vìty :Jestli¾e pro a < b platí F (a) � F (b) < 0, pak existuje alespoò jedno èíslox0 2 (a; b) tak, ¾e F (x) = 0.Postaèující podmínka pro separaci koøene je: jestli¾e pro a; b 2 R, a < bplatí F (a) � F (b) < 0 a F 0(x) 6= 0 pro v¹echna x 2 (a; b), pak má rovniceF (x) = 0 v intervalu (a; b) právì jeden koøen.Máme-li provedenu separaci koøenù, mù¾eme zaèít øe¹it rovnici za pomociní¾e uvedených numerických metod, které si popí¹eme.
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1 Popis jednotlivých metodNejprve si uká¾eme metodu, která je velmi jednoduchá, av¹ak velmi zdlouhavá.K øe¹ení dojdeme a¾ po velmi vysokém poètu krokù. V této metodì není nutnéprovádìt separaci koøenù.1.1 Metoda postupného pøiblí¾eníPøi urèování koøene se zaèíná libovolnì zvoleným krokem x a vhodnì zvolenýmkrokem h. Nejdøíve se pro zadané x urèí hodnota F (x), urèí se její znaménko,zvìt¹í x o krok h a znovu urèí hodnota F (x). Tento postup se opakuje takdlouho, pokud se neurèí F (x) s opaèným znaménkem. V tomto pøípadì mezidvìma posledními souøadnicemi le¾í koøen rovnice. Vrátíme se o krok zpìt akrok zmen¹íme, napø. h0 = h10. Dále se zvìt¹í x o nový krok h0 a znovu urèíhodnota F (x). Postup je opakován, dokud není urèen koøen s dostateènoupøesností, tzn. dokud neplatí jxi � xi+1j < " a jF (xi+1)j < ", viz obr. 1.Je vhodné provádìt oba testy, nebo» ve vìt¹inì pøípadù neznáme charakterfunkce. Význam testù je zøejmý z obr. 2a, b, které ukazují nedostateènostpou¾ití jen jednoho testu.
x

y

x1 x2 = x1 + h x3 = x2 + h x4 = x3 + h
x 6=x 5+h
=10

x 7=x 5+h
=10

x5 = x4 � h
y = F (x)

Obr. 1 Metoda postupným pøibli¾ováním
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j�xj > " x2x1 y = F (x)x
y

jF(x 2)j<"
j�xj < "

jF(x 2)j>"x1 x2 x
y

Obr. 2a, b Testování koøene1.2 Metoda pùlení intervalu (bisekce)Tato metoda je jednou z nejjednodu¹¹ích metod pro urèení koøene algebraickénebo trancendentní rovnice F (x) = 0 v intervalu hx0; x1i, kde F (x) je funkcespojitá v intervalu hx0; x1i a F (x0) � F (x1) < 0. Interval hx0; x1i rozdìlíme nadvì stejnì velké èásti hx0; x2i, hx2; x1i, kde x2 = x0 + x12 . Jestli¾e jx1 � x0j <", pak x2 je aproximace koøene, jinak hx0; x2i nebo hx2; x1i obsahuje koøen.Pro F (x0) � F (x2) < 0 je koøen v oblasti hx0; x2i, jinak je v oblasti hx2; x1i.Tento interval je znovu rozpùlen a celý proces se opakuje. Pro test splnìnípøesnosti odhadu koøene je opìt jako v pøedchozím pøípadì vhodné testovatobì podmínky na ose x i y.Nevýhodou metody je velký poèet krokù, ne¾ je nalezen odhad koøene s pøe-depsanou pøesností. Výhodou je jednoduchá a snadná realizovatelnost na poèí-taèi a je vhodné ji pou¾ít, jsou-li poèítaèové informace o poloze koøene chudé.V takovém pøípadì urèíme dva body, ve kterých má funkce F (x) opaèné zna-ménko, a aplikujeme metodu. Tato metoda konverguje pro libovolnou spojitoufunkci.Algoritmus:Urèíme støed intervalu x2 = x0 + x12 . Pokud F (x2) = 0, je úloha vyøe-¹ena. Jinak pokraèujeme hledáním koøenu v té polovinì intervalu, kde máfunkce v krajních bodech opaèná znaménka. Postupné zmen¹ování intervaluopakujeme, dokud absolutní hodnota funkce uprostøed intervalu neklesne podpøedem zvolenou mez.1.3 Metoda seèenJednotlivé kroky této metody spoèívají v lineární interpolaci intervalu (x0; x1),která je znázornìna na obr. 3. 4



x0 x1y0
y1
0 x
y

x2
Obr. 3 Metoda seèenZ podobnosti trojúhelníkù odvodíme:x2 � x00� y0 = x1 � x0y1 � y0 ;x2 = x0 � y0x1 � x0y1 � y0 = y1x0 � y0x1y1 � y0 :Pokud F (x2) = 0, je rovnice vyøe¹ena, jinak pokraèujeme hledáním koøenu v téèásti intervalu, kde má funkce v krajních bodech opaèné znaménko, podobnìjako v metodì pùlení intervalu.1.4 Metoda teèen (Newtonova metoda)Jestli¾e v rovnici F (x) = 0 je F funkcí, která má na intervalu ha; bi spojitoudruhou derivaci, F (a) � F (b) < 0, derivace F 0 a F 00 jsou na intervalu ha; birùzné od nuly a x1 2 ha; bi je takový bod, ¾e F (x1) � F 00(x1) > 0, pak prvníaproximací koøene rovnice F (x) = 0 je bodx2 = x1 � F (x1)F 0(x1) :Po výpoètu aproximace x2 koøene lze metody teèen znovu pou¾ít pro nalezenílep¹í aproximace koøene. Potom pøi ka¾dém dal¹ím kroku se poèet správnýchèíslic koøene prakticky zdvojnásobí.Geometrický význam metody teèen:Køivka se nahradí teènou v bodì P1 = [x1; f(x1)] (z toho plyne názevmetoda teèen).
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a bx2 x0x1 x
y
0F (x1) P1

Obr. 4 Metoda teèenNyní si uká¾eme metodu, která je velmi jednoduchá, ale nemusí v¾dy kon-vergovat { metoda iteraèní. Podívejme se nyní na tuto metodu podrobnìji.1.5 Metoda iteraèníPøi øe¹ení rovnice F (x) = 0 iteraèní metodou se øe¹ení rovnice nahradí nìkterourovnocennou rovnicí tvaru x = '(x)a posloupnost aproximací se vytváøí takto: zvolí se poèáteèní aproximace x0 adal¹í aproximace se poèítají pomocí rekurentního pøedpisuxk+1 = '(xk); k = 0; 1; 2; : : :Iteraèní metoda konverguje, jestli¾elimk!1xk = a;kde a je hledaný koøen rovnice x = '(x) a té¾ tedy koøen výchozí rovniceF (x) = 0. Funkce ' = '(x) je tzv. iteraèní funkce. Konvergence metody apracnost nezbytných výpoètù závisejí na vhodné volbì iteraèní funkce ' a napoèáteèní aproximaci x01.1K tomu, abychom dosazováním do rovnice x = '(x) získávali v¾dy lep¹í pøibli¾né hod-noty (aproximace) je tøeba (a staèí), aby úhel � teèny ke køivce y = '(x) a osou x byl0 < � < 45� anebo 135� < � < 180�, tj. aby j tg�j < 1. Pokud není tato podmínka splnìna,nelze tuto metodu pou¾ít. Podmínku j tg�j < 1 lze zapsat u¾itím derivace funkce '(x) takétakto j'0(x)j < 1 pro v¹echna x 2 (a; b), kde je splnìna separaèní podmínka F (a) �F (b) < 0.Vý¹e uvedené vztahy platí za pøedpokladu, ¾e ' je v intervalu ha; bi spojitá a zobrazuje jejdo sebe, tj. 8x 2 ha; bi je té¾ '(x) 2 ha; bi a derivace '0(x) je spojitá v (a; b). V pøípadìj'0(x)j > 1 8x 2 (a; b) lze tuto funkci nahradit funkcí inverzní '�1(x). Problémy mohounastávat, pokud je v okolí koøene j'0(x)j jen o málo men¹í ne¾ jedna. Pak by se mohlo stát,¾e po sobì jdoucí aproximace se málo li¹í a pøitom jsou daleko od koøene. V tomto pøípadìje vhodné buï zvolit jinou iteraèní funkci nebo jinou numerickou metodu.6



Vzhledem k tomu, ¾e iteraèní metoda nemusí v¾dy konvergovat, uká¾emesi její pou¾ití pouze za pomoci programu Mathematica, kde je to nejrychlej¹í anejjednodu¹¹í. Budeme sledovat konvergenci funkce v závislosti na poètu bodù.Pøíklad 1Øe¹te rovnici F (x) = x2 + sin(x)� 2 = 0:Øe¹eníZ rovnice vyjádøíme neznámou x:x = 4� 2 sin(x):Zvolíme '(x) = 4� 2 sin(x);potom '0(x) = � cos(x):Zvolíme separaèní interval x 2 (5; 7) (viz obr. 1), potom�2 cos 5 = �0;567;�2 cos 7 = �1;507:Není splnìna podmínka j'0(x)j < 1 pro x 2 (5; 7), iteraèní metodu nelzev tomto pøípadì pou¾ít (viz obr. 6).y
x1 2 3 4 5 6 7 8 9 100

�3�2�1
123

Obr. 5 Graf funkce F (x) = x2 + sin(x)� 27



y = x
y = 4� 2 cosx

y

x0 x1x2 x1 2 3 4 5 6 7 8 9 101123
456

0 Obr. 6 Metoda iteraèní { iteraèní funkceV pøípadì obr. 6 je vidìt, ¾e pou¾ití iteraèní metody nikdy nepovede k na-lezení hledaného koøene rovnice (dostáváme se mimo interval (5; 7), kde by mìlbýt koøen).Pøíklad 2Je dána rovnice x3 � 4x + 2 = 0: Uka¾te, ¾e iteraèní metoda je pou¾itelnáv pøípadì volby iteraèní funkce '(x) = x3 + 24 dané rovnice pouze pøi hledáníjednoho koøene.Øe¹eníUrèíme separaèní intervaly (viz obr. 7): '(x) = x3 + 24 , '0(x) = 3x24 :a) x 2 (0; 1): 0 < '0(x) < 34 metodu lze pou¾ít,b) x 2 (�3;�2): 3 < '0(x) < 274 metodu nelze pou¾ít,c) x 2 (1; 2): 34 < '0(x) < 3 metodu nelze pou¾ít.
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x

y

1 2�1�2�3
�2�1
123
456

0
Obr. 7 Metoda iteraèní { graf funkceF (x) = x3 � 4x+ 2

Metoda konverguje pouze v pøípadìkoøene z intervalu (0; 1), v ostatníchdvou pøípadech nelze koøeny hledatpomocí iteraèní metody, proto¾e tatometoda v tìchto pøípadech diverguje.Tento závìr je mo¾no potvrdit i po-mocí gra�ckého øe¹ení { postup by bylobdobný jako v pøíkladu 1.Pøíklad 2 ukazuje, ¾e ani vhodnì zvo-lená funkce '(x) není zárukou konver-gence metody (staèí nìkolik rùznýchintervalù a v¹e je jinak), v tomto pøí-padì metoda konverguje pouze v in-tervalu (0; 1), v ostatních pøípadechdiverguje. To se dá pøedem zjistit po-mocí podmínkyj'0(x)j = j tg�j < 1:

x
y

1 2�1�2�3 123�1�2�3
0 y = x'(x)

Obr. 8 Metoda iteraèní { iteraèní funkce

Øe¹ení pomocí programu Mathema-tica:Iteracni[(x^3+2)/4,{x,0},10]1.krok - koren= 0.52.krok - koren= 0.531253.krok - koren= 0.5374834.krok - koren= 0.5388185.krok - koren= 0.5391086.krok - koren= 0.5391717.krok - koren= 0.5391858.krok - koren= 0.5391889.krok - koren= 0.53918910.krok - koren= 0.539189Iteracni[(x^3+2)/4,{x,0},4]1.krok - koren= -6.252.krok - koren= -60.53523.krok - koren= -55457.3Poznámka:Pokud bychom v pøíkladu 2 zvolili jinou iteraèní funkci, napø.'(x) = 3p4x� 2;potom '0(x) = 43 13q(4x� 2)2 : 9



Tato derivace '0(x) není spojitá v bodì x0 = 12. Nelze proto volit separaèníinterval, který by obsahoval x = 12 (i kdy¾ se jeden z koøenù nachází v okolítohoto bodu, jak víme z pøedchozího postupu).Pomocí programu Mathematica bychom zjistili, ¾e ani pro tuto iteraènífunkci metoda nekonverguje { tentokrát ani v jednom pøípadì. Po nìkolikaiteracích se dostáváme velmi rychle mimo separaèní interval.Vhodná volba iteraèní funkce se ukazuje v celé øadì pøípadù jako proble-matická (viz poznámka 1 pod èarou str. 6). Z tohoto dùvodu se ukazuje jakovhodnìj¹í pou¾ívat pro poèítaèové zpracování jiné { "spolehlivìj¹í\, pøed tímpopsané metody.
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2 Zpracování metod u¾itím programu Famu-lusPøed pou¾itím ní¾e uvedených metod je nutné provést separaci koøenù. K tomupou¾ijeme ní¾e vytvoøený program ve Famulovi, pomocí kterého vykreslímeprùbìh funkce F (x). Vykreslení grafu funkce si uká¾eme pøi øe¹ení rovniceF (x) = x2 + sinx� 2 = 0:Model ve Famulovi bude mít tvar:Vykresleni grafu funkce k metodam reseni rovnice f(x) = 0- - - - - promìnné, konstanty, procedury a funkce - - - - - - -FUNCTION f(x)=x/2+sin(x)-2- - - - - - - - - - poèáteèní hodnoty - - - - - - - - - - - -xmin=5 ! pocatecni hodnota intervaluxmax=7 ! koncova hodnota intervaluy1=f(xmin) ! pocatecni funkcni hodnotay2=f(xmax) ! koncova funkcni hodnotadx=0.01 ! krokx=xmin ! pocatecni funkcni hodnota- - - - - - - - - - - - - model - - - - - - - - - - - - - - -y=f(x)IF x>xmax THEN STOP ENDx=x+dx

5 5.5 6 6.5 7
x

-1

0

1

2

y

Obr. 9 Graf funkce F (x) = x2 + sinx� 2Po provedení separace, tj. urèení intervalu (a; b), kde platí F (a) � F (b) < 0a zároveò 8x 2 (a; b) F 0(x) 6= 0, mù¾eme øe¹it rovnici F (x) = 0 pomocí ní¾epopsaných metod. 11



2.1 Metoda postupného pøiblí¾eníModel ve Famulovi má tvar:Metoda postupneho priblizeni.Hledany koren aproximuje promenna x na konci cyklu.- - - - - - - promìnné, konstanty, procedury a funkce - - - - - - -FUNCTION f(x)=x/2+sin(x)-2- - - - - - - - - - - - poèáteèní hodnoty - - - - - - - - - - - -xmin=5 ! pocatecni hodnota intervaluk=0 ! pocet krokuy=f(xmin) ! pocatecni funkcni hodnotah=0.1 ! pocatecni hodnota krokux=xmin;- - - - - - - - - - - - - - - model - - - - - - - - - - - - - - -k=k+1IF y=0 THEN STOP END;IF f(xmin)*y>0 THEN x=x+h; y=f(x);IF abs(y)<1e-7 AND h<1e-7 THEN STOP ENDELSE x=x-h;y=f(x);h=h/10;END
���������	
����������������	
�����������Tab. 1 Prùbìh hledání polohy koøene v závislosti na poètu iterací { metodou postupného pøiblí¾ení12



2.2 Metoda pùlení intervalu (bisekce)Model ve Famulovi má tvar:Metoda puleni intervalu (bisekce)Hledani nuloveho bodu funkce y = x/2+sin(x)-2 v intervalu (5,7)- - - - - - - promìnné, konstanty, procedury a funkce - - - - - - -FUNCTION f(x) = x/2+sin(x) - 2- - - - - - - - - - - - poèáteèní hodnoty - - - - - - - - - - - -xmin=5 ! zacatek intervaluxmax=7 ! konec intervaluy0=f(xmin)y1=f(xmax)IF y0*y1>0 THENWRITELN "V koncovych bodech nema funkce ruzna znamenka !"STOPENDk=0 ! ... pocet iteraci- - - - - - - - - - - - - - - model - - - - - - - - - - - - - - -x2 = (xmin+xmax)/2y2 = f(x2)IF y0*y2>0THEN xmin=x2; y0=y2ELSE xmax=x2; y1=y2ENDIF abs(xmax-xmin)<1e-7 AND abs(y2)<1e-7 THEN STOP ENDk=k+1
���������	
����������������Tab. 2 Prùbìh hledání polohy koøene v závislosti na poètu iterací { metodou pùlení intervalu13



2.3 Metoda seèenModel ve Famulovi má tvar: Metoda secenReseni rovnice sin(x)+x/2-2=0 v intervalu <5,7>- - - - - - - promìnné, konstanty, procedury a funkce - - - - - - -FUNCTION f(x)=sin(x)+x/2-2- - - - - - - - - - - - poèáteèní hodnoty - - - - - - - - - - - -xmin=5 ! zacatek intervaluxmax=7 ! konec intervaluy0=f(xmin)y1=f(xmax)IF y0*y1>0 THENWRITELN "V koncovych bodech ma funkce stejna znamenka."STOPENDk=0 ! pocet iteraci- - - - - - - - - - - - - - - model - - - - - - - - - - - - - - -x2=xmin-(xmax-xmin)/(y1-y0)*y0y2=f(x2)xmin=xmax ;y0=y1xmax=x2 ;y1=y2IF abs(xmax-xmin)<1e-7 AND abs(y2)<1e-7 THEN STOP ENDk=k+1
���������	
��Tab. 3 Prùbìh hledání polohy koøene v závislosti na poètu iterací { metodou seèen
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2.4 Metoda teèenModel ve Famulovi má tvar: Metoda tecenReseni rovnice y = sin(x)+x/2-2=0 v intervalu <5,7>- - - - - - - promìnné, konstanty, procedury a funkce - - - - - - -FUNCTION f(x) = sin(x)+x/2-2FUNCTION f1(x) = cos(x)+1/2 ! derivace funkce f(x)- - - - - - - - - - - - poèáteèní hodnoty - - - - - - - - - - - -x1=6 ! libovolny bod intervalu <5,7>k=0 ! pocet iteraci- - - - - - - - - - - - - - - model - - - - - - - - - - - - - - -x0=x1y1=f(x1)y1d=f1(x1)x1=x1-y1/y1dIF abs(x1-x0)<1e-7 AND abs(y1)<1e-7 THEN STOP ENDk=k+1
���������	
���������Tab. 4 Prùbìh hledání polohy koøene v závislosti na poètu iterací { metodou teèenPoznámka:Metoda postupným pøibli¾ováním je zde uvedena jen jako ilustraèní, vzhle-dem k vysokému poètu krokù vedoucích k øe¹ení, z tohoto dùvodu nebude ji¾dále uvádìna.Metoda iteraèní zde není uvedena z dùvodù "nespolehlivé\ konvergence {viz závìr 1. kapitoly, pøíklady 1 a 2.
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3 Zpracování metod pomocí programu Pascal3.1 Gra�cké provedení separacePomocí ní¾e uvedeného programu je provedena separace. Program potom vy-øe¹í danou rovnici metodou pùlení intervalu.Pøed spu¹tìním programu je tøeba na zaèátku programu za deklaraèní èástízadat funkci f(x) { viz øádek "zadani funkce\.Výpis zdrojového kódu programu:Program GrafFunkce;uses Crt,Graph;var xp,yp: array[1..600] of real;i,m,n,Graphmode,Graphdriver,h,k:integer;xminz, xmaxz,xmin,xmax,ymin,ymax,x,y,eps,xres:real;xmins,xmaxs,xress:String[10];Zn: char;function f(x:real):real;beginf:=x/2+sin(x)-2; {zadani funkce}end;{Nacitani vstupnich hodnot v grafickem modu}Procedure VstupReal(Popis:string;var cislo:real);var pom:string[30];znak:char;chyba,i,j,px,py:integer;beginj:=Length(Popis);px:=GetX;py:=GetY;repeatpom:='';chyba:=0;for i:=1 to 30 do pom:=pom+#219;setcolor(white);outtextxy(pX,pY,pom);pom:='';setcolor(blue);outtextxy(pX,pY,Popis);MoveTo(pX+8*j,pY);repeat znak:=readkey;if znak<>#13 then pom:=pom+znak;outtextxy(GetX,GetY,pom)until znak=#13;if pom<>'' then val(pom,cislo,chyba)until Chyba=0;if pom='' then cislo:=1e32;end{VstupReal};procedure Bisekce(xmini,xmaxi,epsi:real;var x0,y0:real; var k1:integer);var y1,y2:real; 16



begink1:=0;if f(xmini)*f(xmaxi)>0 then beginOutTextXY(60,110,'Neni splnena podminka f(Xmin) * f(Xmax) < 0,zvolte jiny interval.');exit; endelserepeaty1:=f(xmini);y2:=f(xmaxi);x0:=(xmini+xmaxi)/2;y0:=f(x0);if y1*y0>0 then begin xmini:=x0; y1:=y0; endelse begin xmaxi:=x0; y2:=y0; end;k1:=k1+1;until (abs(xmaxi-xmini)<epsi) and (abs(y0)<epsi);end;beginClrScr;Zn:=' ';repeatGraphdriver:=Detect;InitGraph(Graphdriver,Graphmode,' ');SetBkColor(white); {barva pozadi}m:=GetMaxX-80;n:=GetMaxY-80;SetTextStyle(0,0,2);SetColor(Magenta); {barva nadpisu}OutTextXY(60,40,'Graf zadane funkce ');SetTextStyle(0,0,1);OutTextXY(60,65,'Meze je nutno volit tak, aby graf protinal osu x.');OutTextXY(60,80,'Pokud se osa x nezobrazi, je nutno volit meze znovu.');SetTextStyle(0,0,1);SetColor(Blue);OutTextXY(60,405,'Zadejte xmin <xmin>=5>: ');MoveTo(250,405);VstupReal('xmin = ',xmin);OutTextXY(60,420,'Zadejte xmax <xmax>=7>: ');MoveTo(250,420);VstupReal('xmax = ',xmax);xminz:=xmin;xmaxz:=xmax;SetColor(Red); {barva grafu}for i:=1 to m dobeginx:=xmin+(xmax-xmin)*i/m;y:=f(x); xp[i]:=x;yp[i]:=y;end; 17



ymin:=yp[1];ymax:=yp[1];for i:=2 to m doif yp[i] > ymax then ymax:=yp[i];for i:=2 to m doif yp[i] < ymin then ymin:=yp[i];SetLineStyle(0,0,3); {tloustka cary grafu}MoveTo(40+1,trunc(n*(f(xmin+(xmax-xmin)/m)-ymax)/(ymin-ymax)));for i:=1 to m do begin {vykresleni grafu}x:=xmin+(xmax-xmin)*i/m; y:=f(x);lineTo(40+i,trunc(n *(y-ymax)/(ymin-ymax)));end;SetLineStyle(0,0,1);SetColor(Blue); {barva os}h:=trunc(-n*ymax/(ymin-ymax));Line(10,h,m+60,h); {osa x}Line(40,40,40,450); {osa y}Line(40+m,h-3,40+m,h+3);Str(xmax:2:1,xmaxs);Str(xmin:2:1,xmins);SetColor(Blue);OutTextXY(10,h+10,xmins);OutTextXY(m+10,h+10,xmaxs);OutTextXY(m+45,h-15,'x');OutTextXY(20,50,'y');SetColor(green);eps:=1e-7;Bisekce(xminz,xmaxz,eps,xres,y,k); {reseni}Str(xres:8:6,xress);OutTextXY(60,445,'Pokracovani stiskem libovolne klavesy');repeat until keypressed;if f(xmin)*f(xmax)<0 thenOutTextXY(60,110,'Reseni rovnice je '+ xress +'.');SetColor(red);Outtextxy(330,405,'Nove hodnoty intervalu - stisknete <a>');Outtextxy(330,420,'Konec - stisknete <n> ');Repeat Zn:=ReadKey until Zn in ['N','n','A','a'];until(Zn='n') or (Zn='N');CloseGraph;end.
18



Výpis bìhu programu:

Obr. 10 Graf funkce F (x) = x2 + sinx� 2 v Pascalu3.2 Øe¹ení rovnice F (x) = 0 s volbou jednotlivých metodPøed spu¹tìním ní¾e uvedeného programu je nutno provést separaci { pomocíprogramu GrafFunkce, který je uveden vý¹e.Rovnice F (x) = 0 je øe¹ena metodou pùlení intervalu, metodou seèen ateèen.Pøed spu¹tìním programu je tøeba do øádku "zadani funkce\ zadat funkci ado øádku "derivace funkce\ zadat její derivaci v pøípadì pou¾ití metody teèen.Pro porovnání metod je u ka¾dé metody uveden také poèet iterací potøebnýchk získání koøene s po¾adovanou pøesností.Výpis zdrojového kódu programu:Program Rovnice;uses Crt;var xmin,xmax,x,y,eps:real;k,u:integer;Zn:char; 19



function f(x:real):real;beginf:=x/2+sin(x)-2; {zadani funkce}end;function fd(x:real):real;beginfd:=cos(x)+1/2; {derivace funkce}end;procedure Bisekce(xmini,xmaxi,epsi:real;var x0,y0:real; var k1:integer);var y1,y2:real;begink1:=0;repeaty1:=f(xmini);y2:=f(xmaxi);x0:=(xmini+xmaxi)/2;y0:=f(x0);if y1*y0>0 then begin xmini:=x0; y1:=y0; endelse begin xmaxi:=x0; y2:=y0; end;k1:=k1+1;until (abs(xmaxi-xmini)<epsi) and (abs(y0)<epsi);end;procedure Secny(xmini,xmaxi,epsi:real;var x0,y0:real; var k1:integer);var y1,y2:real;begink1:=0;repeaty1:=f(xmini);y2:=f(xmaxi);x0:=xmini-(xmaxi-xmini)/(y2-y1)*y1;y0:=f(x0);xmini:=xmaxi; y1:=y2;xmaxi:=x0;y2:=f(x0);k1:=k1+1;until (abs(xmaxi-xmini)<epsi) and (abs(y0)<epsi);end;procedure Tecny(xmini,xmaxi,epsi:real;var x0,y1:real; var k1:integer);var h,y1d,x3:real;begink1:=0;x0:=(xmini+xmaxi)/2; 20



repeatxmini:=x0;y1:=f(xmini);y1d:=fd(xmini);x0:=x0-y1/y1d;k1:=k1+1;until (abs(x0-xmini)<epsi) and (abs(y1)<epsi);end;beginClrScr;writeln(' Reseni rovnice f(x) = 0');write(' Zadejte dolni mez intervalu xmin = (5) ');readln(xmin);write(' Zadejte horni mez intervalu xmax = (7) ');readln(xmax);write(' Zadejte pozadovanou presnost eps = (1e-7) ');readln(eps);writeln(' Vyberte metodu vypoctu: ');writeln(' 1 - Bisekce 2 - Secny 3 - Tecny');Zn:=' ';repeatwriteln('---------');write(' Cislo metody = ');readln(u);case u of1: Bisekce(xmin,xmax,eps,x,y,k);2: Secny(xmin,xmax,eps,x,y,k);3: Tecny(xmin,xmax,eps,x,y,k);end;writeln('Reseni rovnice je ',x:8:6);writeln('Pocet iteraci je ',k-1);writeln('Chcete pouzit jinou metodu? a/n ');Repeat Zn:=ReadKey until Zn in ['N','n','A','a'];until(Zn='n') or (Zn='N');end.Výpis bìhu programu:Reseni rovnice f(x) = 0Zadejte dolni mez intervalu xmin = (5) 5Zadejte horni mez intervalu xmax = (7) 7Zadejte pozadovanou presnost eps = (1e-7) 1e-7Vyberte metodu vypoctu:1 - Bisekce 2 - Secny 3 - Tecny---------Cislo metody = 1 21



Reseni rovnice je 5.462807Pocet iteraci je 24Chcete pouzit jinou metodu? a/n---------Cislo metody = 2Reseni rovnice je 5.462807Pocet iteraci je 5Chcete pouzit jinou metodu? a/n---------Cislo metody = 3Reseni rovnice je 5.462807Pocet iteraci je 4Chcete pouzit jinou metodu? a/n
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4 Zpracování metod u¾itím programu Mathe-maticaZde jsou uvedeny zdrojové kódy v programu Mathematica. S výstupním po-¾adavkem po¾adované pøesnosti koøene jsou zde zpracovány metody pùlenímintervalu, seèen a teèen (Newtonova). Programy dále vypisují poèty iteracípotøebné k dosa¾ení po¾adované pøesnosti.Bisekce[f_,{x_,a_,b_},eps_]:=Module[{x2=N[a]-N[b], k=0, xmin=N[a], xmax=N[b]},If[(f/.x->xmin) (f/.x->xmax)>0,Print[" Zadany interval nesplnuje podminkuf(a).f(b)<0"],While[(f/.x->xmin) (f/.x->xmax)<0 && Abs[xmax-xmin]>eps&& Abs[f/.x->x2]>eps,x2=(xmin+xmax)/2;k=k+1;If[(f/.x->xmin) (f/.x->x2)<0, xmax=x2, xmin=x2]];Print["Koren je v bode ", x2];Print["Pocet iteraci je ", k]]]Secna[f_,{x_,a_,b_},eps_]:=Module[{x2=N[b]-N[a], k=0, xmin=N[a], xmax=N[b]},If[(f/.x->xmin)*(f/.x->xmax)>0,Print[" Zadany interval nesplnuje podminkuf(a).f(b)<0"],While[(f/.x->xmin)*(f/.x->xmax)<0 && Abs[xmax-xmin]>eps&& Abs[f/.x->x2]>eps,x2=xmin-(xmax - xmin)/((f/.x->xmax) - (f/.x->xmin))*(f/.x->xmin);k=k+1;If[(f/.x->xmin)*(f/.x->x2)<0, xmax=x2,xmin=x2]];Print["Koren je v bode ", x2];Print["Pocet iteraci je ", k]]]Newton[f_,{x_,a_,b_},eps_]:=Module[{k=0, x0=0, x1=(N[a]+N[b])/2,fd=D[f,x]},While[Abs[x1-x0]>eps && Abs[f/.x->x1]>eps,x0=x1; 23



x1=x1-(f/.x->x1)/(fd/.x->x1);k=k+1;];Print["Koren je v bode ", x1];Print["Pocet iteraci je ", k]]Dále jsou zde uvedeny metody pùlení intervalu a iteraèní, které mají jakovýstupní po¾adavek zadání poètu krokù, v prùbìhu výpoètu jsou vypisoványjednotlivé iterace.PuleniInt[f_,{x_,a_,b_},n_]:=Module[{x2, k=0, xmin=N[a], xmax=N[b]},If[(f/.x->xmin) (f/.x->xmax)>0,Print[" Zadany interval nesplnuje podminkuf(a).f(b)<0"],While[(f/.x->xmin) (f/.x->xmax)<0 && k<n,Print[" Interval, ve kterem je koren: <",xmin," , ", xmax,">"];x2=(xmin+xmax)/2;k=k+1;If[(f/.x->xmin) (f/.x->x2)<0, xmax=x2, xmin=x2]];If[(f/.x->xmin) == 0, Print["Koren je v bode ",xmin],If[(f/.x->xmax) == 0, Print["Koren je v bode ",xmax],Print["Koren je v bode ",x2]]]]]Iteracni[fi_,{x_,x0_},n_]:=Module[{k=0, xx=N[x0]},While[k<n,k=k+1;xx=fi/.x->xx; Print[k,".krok - koren= ",N[xx]];]]Pøed spu¹tìním vý¹e uvedených programù je tøeba provést separaci, a totak, ¾e si nejprve vykresíme graf zadané funkce. Na ukázku zde opìt hledámeøe¹ení rovnice F (x) = x2 + sin x + 2 = 0. Nakreslením grafu funkce F (x) opìtmù¾eme urèit vhodný interval (5; 7). 24



Výpis bìhu programu:Mathematica 2.2 for DOS 387Copyright 1988-93 Wolfram Research, Inc.In[1]:= Plot[x/2+Sin[x]-2,{x,5,7}]Out[1]= -Graphics-In[2]:= << MathRov.mIn[3]:= Bisekce[x/2+Sin[x]-2,{x,5,7},0.0000001]Koren je v bode 5.46281Pocet iteraci je 24In[4]:= Newton[x/2+Sin[x]-2,{x,5,7},0.0000001]Koren je v bode 5.46281Pocet iteraci je 4Graf získaný pomocí pøíkazu Plot[x/2+Sin[x]-2,x,5,7]:
���������	
������������Obr. 11 Graf funkce F (x) = x2 + sinx� 2 pomocí programu Mathematica
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5 Øe¹ení rovnice F (x) = 0 v prostøedí DELPHIProgram vytvoøený v prostøedí DELPHI v sobì zahrnuje v¹e najednou { sepa-raci i øe¹ení rovnice. K jeho spu¹tìní není tøeba mít na poèítaèi nainstalovánoDELPHI, vytvoøený exe soubor ke své èinnosti potøebuje pouze prostøedí Win-dows.Po spu¹tìní programu je tøeba nejprve zadat funkci a zvolit interval pro x.Meze pro y jsou pøede�novány, ale je mo¾no je mìnit { pøi zmìnì mezí pro y jeale nutné zachovat jejich symetrii vzhledem k ose x. 2 Po této volbì je nutnostisknout tlaèítko kreslení.Pokud nalezneme interval, kde existuje prùseèík, je tøeba tento prùseèíkpotvrdit, v opaèném pøípadì je nutno zadat jiný interval stiskem tlaèítkaNovýinterval x.Program je o¹etøen i pro pøípad potvrzení neexistujícího prùseèíku { ne-dovolí provést výpoèet. Po stisku tlaèítka Výpoèet se vypí¹e øe¹ení rovnice {zde je pou¾ita metoda pùlení intervalu, která se v tomto pøípadì jeví jako nej-spolehlivìj¹í. V pøípadì existence vìt¹ího poètu øe¹ení dané rovnice je mo¾nopostupnou volbou separaèních intervalù zjistit v¹echna øe¹ení rovnice (pøesnostje nastavena na 6 desetinných míst).

Obr. 11 Øe¹ení rovnice x2 + sinx� 2 v prostøedí DELPHI2Jiný pøístup je zvolen pøi kreslení osy x v Pascalu, ka¾dý z tìchto zpùsobù má svévýhody i nevýhody. V obou pøípadech je tøeba brát v úvahu tu skuteènost, ¾e kreslení grafùslou¾í v tomto pøípadì pøedev¹ím ke správnému provedení separace.26



Výpis zdrojového kódu programu v DELPHIunit fce;interfaceusesWindows, Messages, SysUtils, Classes, Graphics,Controls, Forms, Dialogs, StdCtrls, ExtCtrls, Funk, Menus;typeTGraf = class(TForm)EFunkce: TEdit;Kresleni: TButton;EXmin: TEdit;Label1: TLabel;Label2: TLabel;EXmax: TEdit;EYmin: TEdit;Label3: TLabel;Label4: TLabel;EYmax: TEdit;NInterval: TButton;Label5: TLabel;Label7: TLabel;Vypocet: TButton;Label9: TLabel;Konec: TButton;Label6: TLabel;Label8: TLabel;Reseni: TLabel;Label10: TLabel;Prusec: TButton;Label11: TLabel;Obrazek: TImage;Label12: TLabel;Menu: TMainMenu;Oprogramu1: TMenuItem;procedure KresleniClick(Sender: TObject);procedure NIntervalClick(Sender: TObject);procedure VypocetClick(Sender: TObject);procedure KonecClick(Sender: TObject);procedure PrusecClick(Sender: TObject);procedure FormCloseQuery(Sender: TObject; var CanClose: Boolean);procedure Oprogramu1Click(Sender: TObject);
27



private{ Private declarations }public{ Public declarations }end;varGraf: TGraf;Xmin1, Xmax1:extended;implementationuses Unit1;{$R *.DFM}typetyp = extended;varx: typ;Funkce: string;i: integer;procedure TGraf.FormCloseQuery(Sender: TObject;var CanClose: Boolean);beginCanClose:=MessageDlg('Opravdu chcete skonèit?',mtConfirmation,[mbYes,mbNo],0)=mrYes;end;procedure TGraf.KonecClick(Sender: TObject);beginClose;end;procedure Chyba( s: string );beginShowMessage( s );Abortend;procedure Dalsi;beginrepeatInc(i)until Funkce[i]<>' 'end;
28



function Cislo: typ;var x: typ;beginResult := 0;while Funkce[i] in ['0'..'9'] dobeginResult := 10*Result + ord( Funkce[i] )-ord( '0' );Dalsiend;if Funkce[i]<>'.' then exit;{ za desetinnou teèkou: }x := 0.1;while Funkce[i] in ['0'..'9'] dobeginResult := Result + x*( ord( Funkce[i] )-ord( '0' ) );x := x/10;Dalsiendend;function Text: string;beginResult := '';while Funkce[i] in ['a'..'z'] dobeginResult := Result + Funkce[i];Dalsiendend;function Term: typ; forward;function Faktor: typ; forward;function Vyraz: typ;var T: typ;zn: char;beginT := Term;while Funkce[i] in ['+','-'] dobeginzn := Funkce[i];Dalsi;case zn of'+': T := T+Term; 29



'-': T := T-Term;end { case }end; { while }Vyraz := Tend;function Term: typ;const MAX = 9999;var FF: typ;zn: char;beginFF := Faktor;while Funkce[i] in ['*','/'] dobeginzn := Funkce[i];Dalsi;case zn of'*': FF := FF*Faktor;'/': tryFF := FF/Faktor;exceptif FF > 0 then FF := MAXelseif FF < 0 then FF := -MAXelse FF := 0endend { case }end; { while }Term := FFend;function Faktor: typ;var Nazev: string;begincase Funkce[i] of'0'..'9': Faktor := Cislo;'a'..'z': { promenna nebo funkce }beginNazev := Text;if Nazev = 'x' thenbeginFaktor := x;end else30



{ funkce: }beginif Funkce[i]<>'(' then Chyba('Chybí "("')else Dalsi;if Nazev = 'sin' then Faktor := sin(Vyraz)elseif Nazev = 'cos' then Faktor := cos(Vyraz)elseif Nazev = 'arctg' thentry Faktor := arctan(Vyraz) except Faktor := 0 endelseif Nazev = 'ln' thentry Faktor := ln(Vyraz) except Faktor := 0 endelseif Nazev = 'exp' thentry Faktor := exp(Vyraz) except Faktor := 0 endelseif Nazev = 'fa' thentry Faktor := fa(vyraz) except Faktor := 0 endelseif Nazev = 'fb' thentry Faktor := fb(Vyraz) except Faktor := 0 endelseif Nazev = 'fc' thentry Faktor := fc(Vyraz) except Faktor := 0 endelseif Nazev = 'fd' thentry Faktor := fd(Vyraz) except Faktor := 0 endelseif Nazev = 'fe' thentry Faktor := fe(Vyraz) except Faktor := 0 endelseif Nazev = 'sqrt' thentry Faktor := sqrt(Vyraz) except Faktor := 0 endelse Chyba( 'Neznama funkce "'+Nazev+'"' );if Funkce[i]<>')' then Chyba('Chybí")"')else Dalsiendend;'(': beginDalsi;Faktor := Vyraz;if Funkce[i]<>')' then Chyba( 'Chybí ")"' )else Dalsiendend { case }end; 31



function f(ax: typ):typ;beginx := ax;i := 1;f := Vyrazend;procedure TGraf.KresleniClick(Sender: TObject);var i,j, imax,jmax: integer;x,y:extended;Xmin,Xmax, Ymin,Ymax: extended;begintryXmin := StrToFloat( EXmin.Text );Xmax := StrToFloat( EXmax.Text );Ymin := StrToFloat( EYmin.Text );Ymax := StrToFloat( EYmax.Text );exceptChyba( 'Spatne zadane rozsahy' );end;Obrazek.Visible:=true;Vypocet.Visible:=false;Funkce := LowerCase( EFunkce.Text )+'#';imax := Obrazek.Width-1;jmax := Obrazek.Height-1;{ vymazat: }Obrazek.Canvas.Pen.Style := psClear;Obrazek.Canvas.Rectangle(0,0,imax+1,jmax+1 );Obrazek.Canvas.Pen.Style := psSolid;Obrazek.Canvas.MoveTo(0,(jmax+1) div 2); (*osa x*)for i:=0 to imax doObrazek.Canvas.LineTo(i,(jmax+1) div 2);Obrazek.Canvas.Font.Size:=12;Obrazek.Canvas.TextOut(5,(jmax-40) div 2,EXmin.Text);Obrazek.Canvas.TextOut(i-25,(jmax-40) div 2,EXmax.Text);for i:=0 to imax do (*kresleni grafu*)beginx := Xmin + i*(Xmax-Xmin)/imax;y := f(x);j := round(jmax*(1-(y-Ymin)/(Ymax-Ymin)));if i=0 then Obrazek.Canvas.MoveTo(i,j)else Obrazek.Canvas.LineTo(i,j)endend;procedure TGraf.NIntervalClick(Sender: TObject);beginEXmin.SetFocus; 32



EXmin.text:='';EXmax.text:='';Obrazek.Visible:=false;Reseni.Visible:=false;Vypocet.Visible:=false;end;procedure TGraf.VypocetClick(Sender: TObject);var x0, y0, y1, y2,h: extended;Xmin,Xmax, Ymin,Ymax: extended;x0s:string;begintryXmin := StrToFloat( EXmin.Text );Xmax := StrToFloat( EXmax.Text );Ymin := StrToFloat( EYmin.Text );Ymax := StrToFloat( EYmax.Text );exceptChyba( '©patnì zadané rozsahy' );end;Funkce := LowerCase( EFunkce.Text )+'#';(*metoda bisekce*)repeaty1:=f(Xmin);y2:=f(Xmax);x0:=(Xmax+Xmin)/2;y0:=f(x0);if y1*y0>0 then begin Xmin:=x0;y1:=y0; endelse begin Xmax:=x0;y2:=y0; end;until (Abs(Xmax-Xmin)<1e-7) and (Abs(y0)<1e-7);Reseni.visible:=true;Str(x0:8:6,x0s);Reseni.caption:=x0s;end;procedure TGraf.PrusecClick(Sender: TObject);var Xmax1,Xmin1:typ;beginXmin1 := StrToFloat( EXmin.Text );Xmax1 := StrToFloat( EXmax.Text );Funkce := LowerCase( EFunkce.Text )+'#';If f(Xmin1)*f(Xmax1)>0 then begin label7.Visible:=false;ShowMessage('Není splnìna podmínka f(Xmin) * f(Xmax) < 0.Zadejte nový interval nebo ukonèete práci.');exit; 33



endelsebeginlabel7.Visible:=true;Vypocet.visible:=true;end;end;procedure TGraf.Oprogramu1Click(Sender: TObject);beginForm1.ShowModal;end;end.Výpis zdrojového kódu programové jednotky unit1.pasUnit Funk;interfacetypetyp=extended;var X:typ;N:integer;function fa(Y:typ):typ;function fb(Y:typ):typ;function fc(Y:typ):typ;function fd(Y:typ):typ;function fe(Y:typ):typ;implementationfunction fa(Y:typ):typ; (*vyraz na druhou*)var V: typ;I: integer;beginV:=1;for I:=1 to 2 do V:=V*Y;fa:=V;end;function fb(Y:typ):typ; (*vyraz na 3*)var V: typ;I: integer;beginV:=1;for I:=1 to 3 do V:=V*Y;fb:=V;end; 34



function fc(Y:typ):typ; (*vyraz na 4*)var V: typ;I: integer;beginV:=1;for I:=1 to 4 do V:=V*Y;fc:=V;end;function fd(Y:typ):typ; (*vyraz na 5*)var V: typ;I: integer;beginV:=1;for I:=1 to 5 do V:=V*Y;fd:=V;end;function fe(Y:typ):typ; (*vyraz na 10*)var V: typ;I: integer;beginV:=1;for I:=1 to 10 do V:=V*Y;fe:=V;end;end.Výpis zdrojového kódu programové jednotky unit1.pasunit unit1;interfaceusesWindows, Messages, SysUtils, Variants, Classes, Graphics,Controls, Forms, Dialogs, StdCtrls;typeTForm1 = class(TForm)Button1: TButton;Memo1: TMemo;procedure Button1Click(Sender: TObject);private{ Private declarations }public 35



{ Public declarations }end;varForm1: TForm1;implementation{$R *.dfm}procedure TForm1.Button1Click(Sender: TObject);beginclose;end;end.
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6 Ukázky fyzikálních úloh vedoucíchk øe¹ení transcendentních rovnicPøíklad 1 { kyvadloKyvadlo je tvoøeno válcovým kotouèem o polomìru r = 0;100 m, slo¾enýmze dvou výseèí o hustotách %1 = 7 800 kg �m�3, %2 = 2 700 kg �m�3 (%1 > %2).Støedový úhel výseèe o hustotì %1 je 2� (obr. 12). Kyvadlo rozkmitáme s malouamplitudou úhlové výchylky.a) Urèete obecnì periodu kmitù T = T (r; %1; %2; �).b) Pro dané hodnoty r, %1 a %2 urèete støedový úhel2�, pøi kterém je perioda kmitù minimální, a vy-poètìte tuto periodu Tmin. Transcendentní rovnici,kterou dostanete, øe¹te pomocí nìkteré z numeric-kých metod.Tì¾i¹tì kruhové výseèe o polomìru r se støedovýmúhlem 2� le¾í ve vzdálenosti 2r sin�3� od støedu kru¾-nice. 2�%1%2 r
Obr. 12Øe¹enía) K urèení periody harmonických kmitù musíme vypoèítat moment setrvaè-nosti kotouèe J a direkèní moment D (k tomu je tøeba urèit tì¾i¹tì kruhovévýseèe).Moment setrvaènosti válce je J = 12mr2 = 12%h�r4, kde h je vý¹ka válce.Výseèe mají momenty setrvaènosti:J1 = 12%1h�r42�2� = 12%1hr4�; J2 = 12%2h�r42� � 2�2� = 12%2hr4(� � �):Moment setrvaènosti kotouèe J = J1 + J2 = 12hr4[%1� + %2(� � �)]: vztahpro výpoèet polohy tì¾i¹tì kruhové výseèeyT = �23 r sin�� ;je mo¾no odvodit pomocí integrálního poètu nebo ho lze nalézt v tabulkách.První výseè: yT1 = �23 sin�� r: Druhá výseè: yT2 = 23 sin�� � �r:Direkèní moment: D = m1gjyT1j �m2gyT2;D = �r22�2� h%1g2 sin�3� r � �r2(2� � 2�)2� h%2g 2 sin�3(� � �)rD = 23r3hg(%1 � %2) sin�:37



Doba kmitu T = 2�vuut JD = 2�vuut3r4g %1� + %2(� � �)(%1 � %2) sin�T = 2�vuuuuuut3r4g 0BBB@ �sin� + ��%1%2 � 1� sin�1CCCA:Oznaème � = %1%2 � 1, pak T = 2�s3r4g � �sin� + �� sin��:b) Aby bylo T minimální, musí být minimální výraz pod odmocninou, tj. bu-deme hledat minimum funkce f(�) = �sin� + �� sin� :df(�)d� = dd�  �sin� + �� sin�! = 1sin2 �  sin�� � cos�� �� cos�! = 0;�sin� + �� sin� = 0; tg�� �� �� = 0;co¾ je transcendentní rovnice, kterou vyøe¹íme pouze pro dané hodnoty:� = %1%2 � 1 = 179 ; tg�� �� 9�17 = 0:Tuto rovnici vyøe¹íme u¾itím programu v DELPHI: � = 1;24 rad = 71�.Potom je �1 = 2� = 142�; �2 = 360� � �1 = 218�:O tom, zda se jedná o lokální minimum se pøesvìdèíme pomocí druhé deri-vace funkce f(�):dd� " 1sin2 � �sin�� � cos�� �� �# == 1sin� ��+ �� �� 2 cos�sin3 � �sin�� � cos�� �� cos�� :Pro � = 1;24 rad je d2f(�)d�2 = 4;63 > 0, nastává lokální minimum.Tmin := 0;95 s.
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Obr. 13 Øe¹ení transcendentní rovnice tg�� �� 9�17 = 0 v prostøedí DELPHIPoznámka:Hledání lokálního minima za pomoci druhé derivace je mo¾no nahraditpou¾itím programù vykreslujících prùbìh funkce zpracovaných v této práci.Pøíklad 2 { øetízkový kolotoèØetízkový kolotoè se otáèí úhlovou rychlostí ! = 1 rad � s�1. Polomìr ramene,na nìm¾ je sedaèka zavì¹ena, je r = 3 m, délka závìsu je l = 6 m. Urèete úhel�, který svírá závìs sedaèky kolotoèe se svislým smìrem.Øe¹ení

R
�

��!r l Fd FGT m
Obr. 14 Øetízkový kolotoè

Úlohu budeme øe¹it v inerciálnívzta¾né soustavì souøadnic spo-jené s povrchem Zemì. Na se-daèku pùsobí tíhová síla a tahovásíla závìsu. Výslednicí tìchto silje dostøedivá síla. PlatíFd = FG tg�;m!2R = mg tg�;kde R = r + l sin�.Po dosazení za R dostaneme !2(r + l sin�) = g sin�cos�;39



po dal¹ích úpravách postupnì dostávámesin�cos� = !2g (r + l sin�);!2 sin� cos� + rl !2 � gl sin� = 0:Po dosazení zadaných hodnot dostaneme rovnici o promìnné �:sin� cos� + 12 cos�� 53 sin� = 0:Rovnic vyøe¹íme opìt pou¾itím programu pro numerické øe¹ení rovnic vDELPHI (pøi volbì separaèního intervalu uvá¾íme, ¾e � 2 h0; �2 i).

Obr. 15 Øe¹ení transcendentní rovnice sin� cos�+ 12 cos�� 53 sin� = 0Dostali jsme � = 0;550586 rad := 31;5�. Závìs sedaèky svírá pøi pohybu úhlo-vou rychlostí ! = 1 rad � s�1 se svislou osou úhel 31;5�.Úloh vedoucích k øe¹ení transcendentních a slo¾itých rovnic existuje velkémno¾ství, dal¹í zde u¾ neuvádím vzhledem k omezenému rozsahu a hlavnínáplni této práce, co¾ je naprogramování základních numerických metod.
40



Závìr { porovnání metod a pou¾itých programùPorovnání pou¾itých programùPráce se zabývá numerickým øe¹ením rovnice F (x) = 0. V prùbìhu práce jsoupostupnì zpracovány rùzné metody, jak øe¹it tuto rovnici.Ve v¹ech pøípadech jsou uvedeny programy kreslící graf funkce z dùvodùusnadnìní separace.Zpracování metod pomocí programu Famulus je pøehledné, rychlé { bo-hu¾el se tento program vzhledem k tomu, ¾e pracuje pod DOSem a není ji¾dále inovován, pøestává pou¾ívat. Zadání funkce v tomto programu se pro-vádí ve zdrojovém kódu, pøed spu¹tìním výpoètu, meze pro zobrazení grafu senastavují pøedem.Sestavení programù v jazyce Pascal je slo¾itìj¹í ne¾ v programu Famulus(i kdy¾ princip je podobný). Na rozdíl od programu Famulus se tato "vìt¹íslo¾itost\ vyplatila, a to tak, ¾e pøi vykreslování grafu si program automatickysám nastavuje patøièné mìøítko pro zobrazení grafu.Jako nejlep¹í se mi jeví øe¹ení pomocí programu Mathematica. Je velmisnadné, rychlé, k provedení separace je opìt vhodné vykreslit graf funkce, co¾se v tomto programu provede "na jednom øádku\ { mìøítka a popis os siprogram nastavuje automaticky. Program umo¾òuje rychlé a pøehledné zpra-cování. Pro ilustraci jsem u nìkterých metod uvedla dvojí pøístup k øe¹enírovnice: buï s volbou pøesnosti øe¹ení nebo s volbou poètu krokù. Na rozdílod programù Famulus i Pascal si tento program sám provede numerickou deri-vaci funkce pomocí jednoduchého pøíkazu (pro pøípad pou¾ití metody teèen. Vprogramech Famulus i Pascal je z dùvodù pøehlednosti derivace funkce pøímozadána, programování numerické derivace by podstatnì zkomplikovala vý¹epopsané programy.Na závìr bylo øe¹ení rovnice F (x) = 0 zpracováno v prostøedí DELPHI. Øe-¹ení rovnice je v tomto pøípadì zpracováno metodou pùlení intervalu. Programv DELPHI je zpracován u¾ivatelsky, nejprve je nutno vykreslit graf funkces cílem najít separaèní interval, v pøípadì existence intervalu s prùseèíkemprogram rovnici vyøe¹í. Na rozdíl od pøedchozích programù je mo¾no spustitvytvoøený exe soubor na libovolném poèítaèi, nezávisle na jeho softwarovémvybavení.Porovnání jednotlivých metodV úvodu jsem uvedla metodu postupným pøibli¾ováním, která je velmi zdlou-havá { vysoký poèet krokù. Naproti tomu metoda seèen provádí øe¹ení s pod-statnì ni¾¹ím poètem krokù, ale má tu nevýhodu, ¾e nalezne øe¹ení i mimozadaný interval, co¾ je nevyhovující v pøípadech, kdy existuje vy¹¹í poèet prù-seèíkù { pak mù¾e nalézt i prùseèík mimo separaèní interval. Metoda teèenje¹tì vy¾aduje provedení derivace funkce (buï numericky, nebo zadat deri-vaci je¹tì jako dal¹í funkci), navíc metoda teèen je závislá na správné volbì41



vnitøního bodu intervalu { nemusí v¾dy konvergovat. Metoda iteraèní nemusív¾dy konvergovat, a proto je v mnoha pøípadech její pou¾ití nevhodné, jak jeuvedeno v kapitole vìnované této metodì.Za nejspolehlivìj¹í metodu pova¾uji metodu pùlení intervalu.Tyto vý¹e uvedené dùvody mì vedly k tomu, ¾e pøi vytváøení programuv prostøedí DELPHI jsem pou¾ila právì metodu pùlení intervalu. Tato metodasice potøebuje k nalezení øe¹ení vy¹¹í poèet iterací ne¾ napø. metoda seèen neboteèen (ale to je asi její jediná nevýhoda), co¾ ale dle mého názoru pøi souèasnémstavu výpoèetní techniky není a¾ tak na závadu.
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