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Pr1i feSeni uloh z fyziky se v mnoha pripadech setkdvame s kuzeloseCkami.
V minulém ¢lanku jsme se zabyvali tlohami, kde se miizeme setkat s parabolou.
V tomto ¢lanku se zamétrime na tlohy, v nichZ se vyskytuje kruznice. Opét jako
minule si ukdZeme FeSeni tii narocnéjsich uloh.

Prvni dloha se tyka situace, kdy je kruznice primo trajektorii pohybu.

1. Pohyb hodinovych rucic¢ek

Koncovy bod P velké rucicky hodin je ve vzdalenosti R = 1,00 m od osy
otaceni. Koncovy bod ) malé rucicky je ve vzdalenosti » = 0,75 m od osy
otaceni. Zvolme kartézskou soustavu souradnic v roviné ciferniku s pocatkem
ve stfedu ciferniku tak, ze osa z sméfuje k hodnoté 3 hodiny a osa y k hodnoté
12 hodin. Za pocatecni okamzik budeme povazovat 12:00 hodin.

a) Urcete ¢asové okamziky a tomu odpovidajici ihly ve stupnich, ve kterych
se obé rucicky prekryvaji.

b) Napiste funkei uréujici ¢asovou zévislost vzdalenosti d bod P a @ obou
rucicek.

c¢) Nakreslete graf funkce d = d(t) pro ¢t € (0 hodin; 12 hodin) od za¢atku
pohybu.

Reseni:

a) Oznac¢ime T7 = 1 hod periodu pohybu velké rucicky, To = 12 hod periodu
pohybu malé ruc¢icky. Pro pomér period pak plati % =12, z ¢ehoz T} = %Tg.
Mayji-li se obé rucicky prekryvat, musi se velka rucicka vzdy po kazdém prekryti

pootocit o stejny thel jako mald a vykonat jesté o jednu otécku navic. Musi
platit
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kde £ =0,1,2,3,...,11 uréuje pocet otacek a t; znaci casovy okamzik, kdy se

obé rucicky prekryvaji pti k-té otacce. Po dosazeni za T = %Tg dostaneme

z ¢ehoz



Po dosazeni T» = 12 hod dostaneme jednotlivé doby (méfené od pocéateéniho
okamziku). Patfi¢né doby jsou pfiblizné (pfevedené na hodiny a minuty):

to = 0 min, t; = 1 hod 5,5 min, 2 = 2 hod 10,9 min, ¢3 = 3 hod 16,4 min, ¢4 =
= 4 hod 21,8 min, t5 = 5 hod 27,3 min, t4 = 6 hod 32,7 min, t; =
= 7 hod 38,2 min, tg§ = 8 hod 43,6 min, tg = 9 hod 49,1 min, t;g =
= 10 hod 54,5 min, ¢t;; = 12 hod 0 min.

Odpovidajici ahly aj v radianech pak vypoc¢teme pomoci vztahu
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360°
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Po dosazeni za kK = 0,1,2,...11 dostaneme priblizné:
ap = 0° a1 = 32,7°, as = 65,5°, ag = 98,2°, oy = 130,9°, a5 = 163,6°,
ag = 196,4°, ar = 229,1°, ag = 261,8°, ag = 294,5°, a9 = 327,3°, 11 = 360°.

Poznamka

Ulohu je mo#no fesit i jednoduchou tvahou. Je ziejmé, Ze obé rucicky se
za dvanact hodin setkaji 11krat: mezi 1. a 11. hodinou se setkaji 10krat a pak
jesté presné ve 12 hodin. Interval mezi dvéma nasledujicimi setkanimi rucicek
je vzdy stejny (kdyZz pootoéime cifernik tak, aby dvanactka pfesla z jednoho
mista potkani ke druhému, nic se nezméni - problém je vudi této transformaci
symetricky). Odtud je jasné, Ze tento interval musi byt 12 h : 11 = (1+1/11)
hodiny a tthel mezi misty setkani je jedenactina plného thlu.

b)
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Obr. 1



Dale muzeme psat
|PQI* = d* = (zp — 20)* + (yr — yQ)*,
d?> = (R sinp; — r sings)? + (R cos 1 — 7 cos ps)?,
d*> = R% + 1% — 2rR cos (p2 — 1),

Pozndmka
Pokud bychom oznacili ¢ = p3 — ¢ thel mezi rucickami, mohli bychom
tento vztah napsat uz pfimo pomoci kosinové véty.

Tento vztah je mozno déle upravit uzitim souctového vzorce
cosp=1—-2 sin2£
2
na tvar
d* = R? + 12 — 2Rr + 4Rr sin2§,
neboli

2 _(p o \2 2 (P2 1
d*=(R—r)°+4Rrsin (2 2>7

1 1
d*> = (R —r)* +4Rrsin? (T2 - Tl) wt.

V dalsim postupu dosadime za T; = 1—12T2. Po tdpravé vzniklého vyrazu a od-
mocnéni dostaneme

11
d= \/(R —r)2+4Rr sin2— .
T

Pro dané hodnoty je

11
{d} = \/(1,00 —0,75)2 +4-1,00-0,75 - SinZT;{t}’

po upravé je

1 11w
d} =1/ — +3sin2—{t 1
{d} 5+ 3sin?—{t}, (1)
kde vzdalenost d rucicek dostaneme v metrech, za ¢as ¢t je nutno dosazovat

v hodinéch.

c) Graf zavislosti vzdélenosti konct ruci¢ek na ¢ase sestrojime uzitim vztahu
(1), hodnoty pro sestrojeni grafu ziskdme postupnym dosazovanim za ¢as t po
jednotlivych hodinach. K sestrojeni grafu je vhodné pouzit napi. tabulkovy
procesor Excel (obr. 2).
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Druh4 tloha se tyka urceni vnéjsi obalové kiivky naboji vystrelenych z od-
palovaciho zarizeni. Naboje jsou vystieleny ve svislé roviné vsemi sméry stejné

velkou rychlosti.

2. Pohyb naboju

Z odpalovaciho zafizeni (jehoZ rozméry bu-
deme povazovat pro nasi tlohu za zanedba-
telné), které se nachdzi ve vysSce H nad
zemskym povrchem (v homogennim gra-
vita¢nim poli), jsou soucasné vSemi smeéry
v téZe svislé roviné, vystfeleny stejné vel-
kou pocateéni rychlosti vy naboje (obr. 3).
Dokazte, ze naboje se nachazeji v kazdém
okamziku na spolecné kruznici. Urcete, jak
zavisi polomér této kruznice na case a jaky
pohyb kona stied této kruznice. Odpor
vzduchu zanedbejte. Uvazujte, ze vSechny
naboje padaji se stejnym zrychlenim.

Reseni:

Ukazeme si dva zpusoby, jak fesit takovou tlohu.

1. zptsob - feseni pomoci analytické geometrie.
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Obr. 3

Postup feseni v této casti spociva v popisu pohybu naboje vystfeleného
z odpalovaciho zarizeni pod libovolné zvolenym thlem «. Soustavu soufadnic



Ozy zvolime tak, aby naboj byl vystfelen z pocatku této soustavy, aby osa
z byla vodorovna a aby letici naboj lezel v roviné xy. Uhel o budeme mé&fit
od osy z jako kladny proti sméru chodu hodinovych rucicek. Tento libovolné
vybrany naboj se v ¢ase t bude nachézet v bodé, jehoz soufadnice jsou

1
T = vot cos a, y = vot sina — ith.

Protoze jsme tihel a zvolili libovolné, popisuji vyse uvedené vztahy polohu
vSech naboji pfi vhodné zvoleném tthlu «. Z téchto rovnic nyni vylouc¢ime tihel
a, a to tak, ze z prvniho vztahu vyjadiime cosa, z druhého vztahu sinc,
potom obé rovnice umocnime na druhou a se¢teme. Pfi tomto postupu jesté
dale vyuzijeme vztah, ktery plati na jednotkové kruznici:

cos?a + sin’a = 1.

Dostaneme

o . y+3gt?

cosa = —, sinq = ZX—2"— |
Vot Vot
2
22 (y+agf®)”
v3t? v3t? ’
2 L 5 ? 2
e + (y+g59t7 ) = (wot)” (2)

Rovnice (2) je rovnici kruznice se stfedem S [0; —%gtﬂ a polomérem r = wyt.
Polomér kruznice se s ¢asem méni. Stied kruznice pada svisle doli volnym
padem.

2. zplusob - feSeni pomoci neinercialni soustavy soufadnic.

Pohyb naboji budeme popisovat vzhledem k neinercialni soustavé sourad-
nic spojené s myslenou kulickou (kterou muzeme vzhledem ke vzdalenostem
povaZovat za hmotny bod), kterd zacne v okamziku, kdy byly vSechny ndboje
vystfeleny vSemi sméry, padat z odpalovaciho zafizeni volnym padem. Vzhle-
dem k odpalovacimu zafizeni se kazdy naboj bude pohybovat po parabole —
jedna se o sikmé nebo vodorovné vrhy kromé svislého sméru, kdy se jedna o vrh
svisle vzhiiru, resp. volny pad. Vzhledem ke kuli¢ce budou ale vSechny naboje
konat rovnomérny pfimocary pohyb rychlosti vy, takze kazdy z naboji nezé-
visle na sméru, kterym je vystfrelen, bude mit v libovolném ¢asovém okamziku
od kulicky stejné velkou vzdélenost r = vyt.

Mtzeme tedy Tici, ze kazdy naboj se v libovolném case ¢t nachazi na kruznici
o poloméru vyt, jejimz stfedem je kulicka, ktera se nachazi na svislé polopfimce
(za¢inajici ve stiedu odpalovaciho zafizeni) sméfujici svisle dolti. Kulicka mé



vzhledem k tomu, Ze padé svisle doli volnym padem, vzdalenost s = %th od
stfedu odpalovaciho zafizeni. Protoze s kulickou je také spojen stred kruznice,
na které se nachéazeji naboje v kazdém okamziku, mizeme fici, ze stifed této
kruznice také padéa svisle dold volnym padem.

Tteti tloha popisuje ¢innost anemometru.

3. Miskovy anemometr
Na obr. 4 je nakreslen anemometr,
coz je zafizeni slouzici k méfeni

rychlosti vétru. Misky anemometru
jsou na pocatku v klidu, pak na

né zacne foukat vitr a uvede ane- d
mometr do otacivého pohybu. Hus-
tota vzduchu je 1,3 kg - m™3, ra- A

mena anemometru sviraji thly 120°,

R = 70 mm, d = 28 mm. Souci- LLJ
nitel odporu pro misku A je Cy =
= 1,35, pro misky B a C (pro dany
thel) je Cp = Cc = 0,45. Ur-
cete velikost vysledného momentu
sil pisobicich na hiidel anemome- T T T T TVT T T T T T
tru v okamziku, kdy na misky za-

¢ne foukat vitr rychlosti o velikosti

v ="72km-h~! v poloze anemome- Obr. 4
tru znézornéné na obr. 4.
Reseni:
Sila pusobici na misku A je dana vztahem
1 9 a)
Fa=Cy- 5QSU )
na misku B vztahem
1., 1., | |
FB=CB~§QSW ZCB~§Q511} | ; | |
| I
a na misku C' vztahem b) : | |
|

1 1
Fo=Cg- §Q52U2 =Cp- 59521)2,

kde S je obsah primétu misky B do sméru kolmého na
smér proudéni a S5 je obsah primétu misky C' do sméru Obr. 5
kolmého na smér proudéni (obr. 5 a)). Plati S; = S.



Primét misky A do sméru kolmého na smér proudéni je kruh o plosném
2
obsahu S = %. Nyni potfebujeme zjistit obsah plochy S; = S3. Plochu na
obr. 5 a) je mozno slozit ze dvou ploch — jedna ¢ast je polovina elipsy s polo-
d

osami a = § - cos60° = % ab= % a druha c¢ast je polovina kruhu o poloméru

b= g. Obsah S; je pak dan vztahem

1 1 1 1 3
S; = —mwab+ =7b? = —nd? + Z7d® = —xd>.
1 27ra +27r 167r +87T 167T

Po Gpravé a dosazeni za jednotlivé plochy dostaneme
1 2,2
FA = gCAQﬂ'd v,
Fg=Fg = 3o omd?v?
b 327 '
Vysledny moment vsech sil vzhledem k podélné ose hiidele pak je dan vztahem
o 1 2,2 3
M = FsR —2FgR cos60° = (F4 — Fg)R = ggﬂd v°"R|Cy — ZCB .

Pro dané hodnoty je
M =1,13-10"2 Nm.



