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Miroslava JareSova, PedF UHK Hradec Krdlové

V minulych ¢lancich jsme se zabyvali feSenim tloh, kde se vyskytovaly ku-
zeloseCky parabola, kruznice a elipsa. V tomto ¢lanku si opét ukdzeme feseni
tii narocnéjsich aloh. Tentokrat se budeme zabyvat Glohami, ve kterych se
miizeme setkat s hyperbolou.

Na tvod vyreSsime tlohu zaméfenou vice matematicky, kde si zopakujeme
zdkladni poznatky z analytické geometrie hyperboly.

1. Chladici véz jaderné elektrarny Temelin

Chladici véze elektraren maji obvykle tvar rotacnich hyperboloidi, jak je
znézornéno na obr. 1. Rotacéni hyperboloid znazornujici chladici véz elektrarny
vznikne rotaci hyperboly kolem svislé osy. V pripadé jaderné elektrarny Temelin
ma chladici véz vysku 154,8 m, primér v koruné véze je 82,6 m, patni prameér
je 130,8 m. Nejmensi primér ma véz ve vysce 123,8 m, jak je zndzornéno na
obr. 2. Napiste rovnici hyperboly (ve stfedovém tvaru), jejimZz otad¢enim kolem
svislé osy vznikne rotac¢ni hyperboloid chladici véze. Urcete také minimalni
hodnotu praméru chladici véze.
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Reseni

K tomu, abychom mohli napsat pozadovanou rovnici hyperboly, zavedeme
soustavu souradnic Ozxy, jak je znazornéno na obr. 3. VSechny tdaje jsou v met-
rech. Z divodi zjednoduseni a prehlednosti zapisu budeme uvadét pouze ¢iselné
hodnoty rozméri, a ty budou vzdy v metrech.



Obecny tvar stiedové rovnice hyperboly je

Yy dén vztahem
B[41,3; 154,8] , ,
(z—m)® (y—n)

5 Cla; 123,8] =L (1)
kde m, n jsou souradnice stiedu, a je hlavni
poloosa, b je vedlejsi poloosa. Z obr. 3 je
ziejmé, ze m = 0, n = 123,8. Stiedova rov-

T nice hyperboly pak bude mit tvar

0 A[65,4; 0]

Obr. 3 a b2 1.
Z podminky, ze bod A lezi na hyperbole, dostaneme rovnici

> (y—1238)°
= =

65,42 (0 — 123,8%)2
2 b2 =1 (2)

Z podminky, ze bod B lezi na hyperbole, dostaneme rovnici

41,37 (1548 — 1238)?
a> b2 -

1. (3)

Dostali jsme soustavu dvou rovnic (2), (3) o dvou neznadmych a, b. K tomu,
abychom tuto soustavu co nejsnaze vyresili, zavedeme substituci

L1
=, U= 5.
a® b>
Potom obdrzime
65,4%t —123,8%°u = 1,
41,3%t - 31,00 = 1.

Resenim této soustavy dostaneme

t= 6518 104, 7 deho a = % = 399;
w=1,164-10"*, 7 ehoz b = % =927
Stredova rovnice hyperboly tedy bude mit ptiblizné tvar

2 (y—1233)?
39,22 92,72
Odsud je dmin = 2a = 78,4. Nejmensiho priméru 78,4 m dosahuje chladici véz

ve vysce 123,8 m.
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Druhad dloha se bude tykat urceni gravita¢ni potencialni energie v pripadé,
kdy jiz nelze povazovat tihové zrychleni za konstantni. K odvozeni vztahu
pro gravitacni potencialni energii pouzijeme Newtoniv gravitac¢ni zakon: dva
hmotné body o hmotnostech m; a msy, jejichz vzajemnda vzdalenost je r, na

sebe navzajem putsobi gravitacni silou, jejiz velikost je dana vztahem
mim
Fy = 12 2
r
Zakon v tomto tvaru také plati pro dvé homogenni koule. S pojmem gravitacni
potencidlni energie jste se jiz setkali v ¢lanku o elipse, nyni se na gravitacni

potencidlni energii zamérime podrobnéji.

2. Gravitaéni potenciilni energie

Odvodte vztah pro vypocdet gravitaéni potencidlni energie ve vzdalenosti
r > R (kde R je polomér Zemé) od stiedu Zemé, pak vytvoite graf zavislosti
gravita¢ni potencidlni energie na vzdalenosti od stfedu Zemé. Pii odvozeni
uvazujte, ze vzdalenost r je natolik velka, Ze jiz nelze tihové zrychleni povazovat
za konstantni.

Reseni

Budeme uvazovat, 7e téleso o hmotnosti m se nachazi ve vzdalenosti r od
stfedu Zemé o hmotnosti M a poloméru R. Vzdalenost r je natolik znacna, ze
jiz nelze povazovat tihové zrychleni za konstantni a pouzit vztahu E;, = mgh.
Zména potencialni energie je rovna praci, kterou vykona gravita¢ni pole. Tento
problém lze velmi snadno vytesit uzitim integralnitho poc¢tu, my si ale ukazeme
feSeni bez uziti integralniho poctu.
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Obr. 4

K tomu pouzijeme nasledujici tvahu. Use¢ku AB (obr. 4) rozdélime na n
malych tisektt stejné délky Ar. Usek Ar je natolik maly, ze v ném miizeme gra-
vitac¢ni silu nahradit stalou silou, jejiz velikost se rovna aritmetickému primeéru
velikosti gravitac¢nich sil ptisobicich v pocate¢nim a koncovém bodu tseku Ar.

Za téchto predpokladt nyni dokazeme urcit velikost praci Wy, Wy,..., W,
vykonanych gravita¢ni silou pfi posunuti hmotného bodu o hmotnosti m po
jednotlivych tsecich Ar a celkovou praci

W=W,+Wsy+ ...+ W,.



Velikosti gravitacnich sil, které ptisobi v délicich bodech Gsecky AB pak budou

mM k
Fyo = se—5— = ol
E_k
Fi (r—Ar)2 = 2
k
Fg2 = (r, — Ar)?
' k
an = ?7

pricemz jsme oznacili k = sem M.
Prace vykonand gravitac¢ni silou na pr\;nim glseku Ar je
_Fo+Fu . kAr (R+Ar)*?+R
Wi === Ar= "5 RX(R + Ar)?
_ kAr2r(r — Ar) + (Ar)?
T2 r’(r—Ar)?
Protoze Ar < r, miizeme (Ar)? v ¢itateli zlomku zanedbat vzhledem k prv-
nimu ¢lenu. Pak mtizeme psat

Wy = b 2T :kr_“:k<l—1>.

r(r — Ar) rry ror

Obdobnym zptisobem bychom urdili, ze

o=k (L 1)
T2 T1

' 1 1 1 1
Wn—’“(a‘m>—’“(ﬁ‘m)-

Celkova prace vykonand gravitacni silou pfi premisténi hmotného bodu
o hmotnosti m z povrchu Zemé do mista vzdaleného r od stfedu Zemé je pak

dana vztahem
W= Wi+ Wot ...+ Wy=samM 51
Tato prace zavisi jen na poc¢atecni a koncové poloze hmotného bodu o hmotnosti
m vzhledem ke stfedu Zemé a je W > 0.
Protoze prace W byla vykonana ptsobenim vnitini sily soustavy, zmensi se
o stejnou hodnotu gravitacni potencidlni energie soustavy, tj. plati
1 1 smM  xemM
AEye = =W = —semM (E_F> =% + =
amM

Pro konstrukci grafu oznac¢ime C = i

. Pak miZzeme vztah pro AL,

prepsat do tvaru



Déle vytvoirime tabulku hodnot potfebnych k sestrojeni grafu, potom sestro-

amM
ABpy = ——

jime pozadovany graf (obr. 5).
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Obr. 5

Treti tloha se tykad déje v idedlnim plynu. Zde si ukédZeme v ¢asti b) také
situaci, kdy jiz nelze vSe reSit prostfedky elementarni matematiky, zde uz je
nutné provést feSeni pomoci diferenciadlniho poctu.

3. Uloha o idedlnim plynu

Hélium o 1latkovém mnozstvi 1 mol je uzaviené pod valcovym pistem a velmi
pomalu pfechézi ze stavu 1 (p1 = 0,4 MPa, V; = 6 1) do stavu 2 (py = 4p1,
Vi = %Vl). Urcete, jaké nejvétsi teploty maze dosdhnout plyn pii tomto déji,
jestlize graf zavislosti tlaku plynu na objemu je a) pfimka nakreslen4 na obr. 6,
b) parabola nakreslend na obr. 7, jejiz vrchol lezi na ose z.
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Reseni

a) Do grafu zakreslime sit izoterm — hyperbol pV = RT (obr. 6). Cim vy3si
bude teplota plynu, tim dale se nachazi vrchol hyperboly od pocatku soustavy
soutadnic. Proto je zfejmé, ze v priibéhu déje 1 — 2 plyn dosdhne takové nejvyssi
teploty, pri které odpovidajici hyperbola nebude protinat primku 1 — 2, ale
pouze se ji bude dotykat.

Bod o souradnicich p, V' odpovidajici maximalni teploté lezi jak na hyper-
bole, tak i na pfimce, a proto jeho souradnice musi vyhovovat dvéma rovnicim,
rovnici hyperboly

pV = RT, (4)
i rovnici pfimky

p=aV +b, (5)
kde a i b jsou konstanty, které uré¢ime pozdéji.

Dosadime-li tlak p z rovnice (5) do rovnice (4), dostaneme kvadratickou

rovnici pro objem V
aV? 4+ bV — RT = 0.

Protoze primka je tecnou hyperboly, musi byt diskriminant této kvadratické
rovnice roven nule, tj.
b> + 4aRT = 0.

Vyjadfime-li z této rovnice T, dostaneme

b2

V tomto vztahu pro T jesté nezname hodnoty koeficientd a, b. Protoze p¥imka
p = aV + b prochéazi body, které popisuji stavy 1 a 2, mizeme psat

p1 =aVi + 0, ps = aVs + b.
Resenim této soustavy rovnic nalezneme

P1 — D2 9p1 pVi—piVe 11
A= 5— = ~ 377 =" v~ 5 b (7)

V-V 2w T OVi-Ww 2
Potom je po dosazeni (7) do (6)

_21p
72 R

= 4851 K.

Vypoctem jsme zjistili, ze pfi vyse uvedeném déji muaze plyn dosdhnout
nejvyse teploty asi 485 K.



b) Nejprve napiSeme rovnici paraboly na obr. 7. Vrcholova rovnice paraboly
(¢ je parametr) je ddna vztahem

(p—n)* = =2¢(V —m).

Z podminky, ze vrchol paraboly lezi na ose z dostaneme n = 0; pak miizeme
rovnici paraboly piepsat do tvaru

p? = —2¢(V —m).

7 podminky, ze parabola prochazi body 1 a 2 dostaneme soustavu dvou rovnic
o dvou nezndmych ¢ a m:

pi = —2c(Vi—m) pj=—-2c(Vo—m).

Déle jesté do druhé rovnice soustavy dosadime vztahy p, = 4p;, Vo = %Vl,
¢imz obdrzime
Vi

pl = —2¢(Vi —m), 16p} = —2c <? - m) .

Resenim této soustavy dostaneme

47 _ﬁﬁ

T A VI

Potom mutzeme vrcholovou rovnici paraboly prepsat do tvaru

45 p? 47
2 _ _ P 12
p = 2V1V+2p1' (8)
Tak jako v ¢&sti a) nyni nalezneme soufadnice bodu dotyku tecny paraboly (8)
a hyperboly o rovnici
pV = RT'. (9)

Z rovnice (9) vyjadiime tlak p a dosadime do (8). Po tipravé a vyjadieni T'?
dostaneme

2 V3
T2 = Pl (y47y2 _ a5 . 10
2R2 i (10)

V dal§im postupu je tfeba uréit V, pro které nabyva 7" (a tedy i 7"%) maxi-
malnich hodnot, coZ je nutné provést pomoci diferencialniho poctu. Plati

dT"”? p? V2
= —(47-2V —45-3— | .
v 2R < V1>




Aby nastal lokélni extrém, musi byt

dT12
av ="
z ¢ehoz PR

Pomoci druhé derivace nyni ovéfime, ze se jedna o lokdlni maximum:

d2T12 p% 1%
=2 (47.2-45.6—
dv 2 232< V1>

Do této rovnice nyni dosadime z (11); potom je

427" P2
- — gyt
dv ? 72R2 <0,

coz znamend, ze pro V uréené vztahem (11) nastalo lokdlni maximum teploty.
Po dosazeni (11) do (10) a odmocnéni dostaneme

2 41 [ pvs
T3 45\ 6 R

= 562,6 K.

Plyn v tomto pripadé tedy dosdhne maximalni teploty asi 563 K.

Porovname-li vysledky FeSeni tloh a) a b), miZeme ¥ici, ze T' > T, coz je
mozno fyzikdlné zdivodnit napf. tim, Ze ve druhém piipadé b) je nutno pro
prechod plynu ze stavu 1 do stavu 2 vykonat vétsi praci (vétsi plocha pod
grafem kiivky, po které prechdzi plyn).



