
Tøi nároènìj¹í úlohy z fyziky, pøi jeji
h¾ øe¹ení semù¾eme setkat s hyperbolouMiroslava Jare¹ová, PedF UHK Hrade
 KrálovéV minulý
h èlán
í
h jsme se zabývali øe¹ením úloh, kde se vyskytovaly ku-¾eloseèky parabola, kru¾ni
e a elipsa. V tomto èlánku si opìt uká¾eme øe¹enítøí nároènìj¹í
h úloh. Tentokrát se budeme zabývat úlohami, ve který
h semù¾eme setkat s hyperbolou.Na úvod vyøe¹íme úlohu zamìøenou ví
e matemati
ky, kde si zopakujemezákladní poznatky z analyti
ké geometrie hyperboly.1. Chladí
í vì¾ jaderné elektrárny TemelínChladí
í vì¾e elektráren mají obvykle tvar rotaèní
h hyperboloidù, jak jeznázornìno na obr. 1. Rotaèní hyperboloid znázoròují
í 
hladí
í vì¾ elektrárnyvznikne rota
í hyperboly kolem svislé osy. V pøípadì jaderné elektrárny Temelínmá 
hladí
í vì¾ vý¹ku 154;8 m, prùmìr v korunì vì¾e je 82;6 m, patní prùmìrje 130;8 m. Nejmen¹í prùmìr má vì¾ ve vý¹
e 123;8 m, jak je znázornìno naobr. 2. Napi¹te rovni
i hyperboly (ve støedovém tvaru), jejím¾ otáèením kolemsvislé osy vznikne rotaèní hyperboloid 
hladí
í vì¾e. Urèete také minimálníhodnotu prùmìru 
hladí
í vì¾e.

Obr. 1 � 130;8
� 82;6

0;8h154;8 dmin
Obr. 2Øe¹eníK tomu, aby
hom mohli napsat po¾adovanou rovni
i hyperboly, zavedemesoustavu souøadni
 Oxy, jak je znázornìno na obr. 3. V¹e
hny údaje jsou v met-re
h. Z dùvodù zjednodu¹ení a pøehlednosti zápisu budeme uvádìt pouze èíselnéhodnoty rozmìrù, a ty budou v¾dy v metre
h.1
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Obr. 3
Obe
ný tvar støedové rovni
e hyperboly jedán vztahem(x �m)2a2 � (y � n)2b2 = 1; (1)kdem, n jsou souøadni
e støedu, a je hlavnípoloosa, b je vedlej¹í poloosa. Z obr. 3 jezøejmé, ¾e m = 0, n = 123;8. Støedová rov-ni
e hyperboly pak bude mít tvarx2a2 � (y � 123;8)2b2 = 1:Z podmínky, ¾e bod A le¾í na hyperbole, dostaneme rovni
i65;42a2 � (0� 123;82)2b2 = 1: (2)Z podmínky, ¾e bod B le¾í na hyperbole, dostaneme rovni
i41;32a2 � (154;8� 123;8)2b2 = 1: (3)Dostali jsme soustavu dvou rovni
 (2), (3) o dvou neznámý
h a, b. K tomu,aby
hom tuto soustavu 
o nejsnáze vyøe¹ili, zavedeme substitu
it = 1a2 ; u = 1b2 :Potom obdr¾íme 65;42t� 123;82u = 1;41;32t� 31;02u = 1:Øe¹ením této soustavy dostanemet := 6;518 � 10�4, z èeho¾ a =r1t := 39;2;u := 1;164 � 10�4, z èeho¾ b =r 1u := 92;7:Støedová rovni
e hyperboly tedy bude mít pøibli¾nì tvarx239;22 � (y � 123;8)292;72 = 1:Odsud je dmin = 2a := 78;4. Nejmen¹ího prùmìru 78;4 m dosahuje 
hladí
í vì¾ve vý¹
e 123;8 m. 2



Druhá úloha se bude týkat urèení gravitaèní poten
iální energie v pøípadì,kdy ji¾ nelze pova¾ovat tíhové zry
hlení za konstantní. K odvození vztahupro gravitaèní poten
iální energii pou¾ijeme Newtonùv gravitaèní zákon: dvahmotné body o hmotnoste
h m1 a m2, jeji
h¾ vzájemná vzdálenost je r, nasebe navzájem pùsobí gravitaèní silou, její¾ velikost je dána vztahemFg = {m1m2r2 :Zákon v tomto tvaru také platí pro dvì homogenní koule. S pojmem gravitaènípoten
iální energie jste se ji¾ setkali v èlánku o elipse, nyní se na gravitaènípoten
iální energii zamìøíme podrobnìji.2. Gravitaèní poten
iální energieOdvoïte vztah pro výpoèet gravitaèní poten
iální energie ve vzdálenostir � R (kde R je polomìr Zemì) od støedu Zemì, pak vytvoøte graf závislostigravitaèní poten
iální energie na vzdálenosti od støedu Zemì. Pøi odvozeníuva¾ujte, ¾e vzdálenost r je natolik velká, ¾e ji¾ nelze tíhové zry
hlení pova¾ovatza konstantní.Øe¹eníBudeme uva¾ovat, ¾e tìleso o hmotnosti m se na
hází ve vzdálenosti r odstøedu Zemì o hmotnosti M a polomìru R. Vzdálenost r je natolik znaèná, ¾eji¾ nelze pova¾ovat tíhové zry
hlení za konstantní a pou¾ít vztahu Ep = mgh.Zmìna poten
iální energie je rovna prá
i, kterou vykoná gravitaèní pole. Tentoproblém lze velmi snadno vyøe¹it u¾itím integrálního poètu, my si ale uká¾emeøe¹ení bez u¾ití integrálního poètu.0 B ArR mM
Obr. 4K tomu pou¾ijeme následují
í úvahu. Úseèku AB (obr. 4) rozdìlíme na nmalý
h úsekù stejné délky �r. Úsek �r je natolik malý, ¾e v nìm mù¾eme gra-vitaèní sílu nahradit stálou silou, její¾ velikost se rovná aritmeti
kému prùmìruvelikostí gravitaèní
h sil pùsobí
í
h v poèáteèním a kon
ovém bodu úseku �r.Za tì
hto pøedpokladù nyní doká¾eme urèit velikost pra
í W1, W2,. . . , Wnvykonaný
h gravitaèní silou pøi posunutí hmotného bodu o hmotnosti m pojednotlivý
h úse
í
h �r a 
elkovou prá
iW =W1 +W2 + : : :+Wn:3



Velikosti gravitaèní
h sil, které pùsobí v dìlí
í
h bode
h úseèky AB pak budouFg0 = {mMr2 = kr2 ;Fg1 = k(r ��r)2 = kr21 ;Fg2 = k(r1 ��r)2 ;...Fgn = kR2 ;pøièem¾ jsme oznaèili k = {mM .Prá
e vykonaná gravitaèní silou na prvním úseku �r jeW1 = Fg0 + Fg12 �r = k�r2 � (R+�r)2 +R2R2(R +�r)2 := k�r2 2r(r ��r) + (�r)2r2(r ��r)2 :Proto¾e �r � r, mù¾eme (�r)2 v èitateli zlomku zanedbat vzhledem k prv-nímu èlenu. Pak mù¾eme psátW1 = k �rr(r ��r) = k r � r1rr1 = k� 1r1 � 1r� :Obdobným zpùsobem by
hom urèili, ¾eW2 = k� 1r2 � 1r1� ;...Wn = k� 1rn � 1rn�1� = k� 1R � 1rn�1� :Celková prá
e vykonaná gravitaèní silou pøi pøemístìní hmotného boduo hmotnosti m z povr
hu Zemì do místa vzdáleného r od støedu Zemì je pakdána vztahem W =W1 +W2 + : : :+Wn = {mM � 1R � 1r� :Tato prá
e závisí jen na poèáteèní a kon
ové poloze hmotného bodu o hmotnostim vzhledem ke støedu Zemì a je W > 0.Proto¾e prá
e W byla vykonána pùsobením vnitøní síly soustavy, zmen¹í seo stejnou hodnotu gravitaèní poten
iální energie soustavy, tj. platí�Epg = �W = �{mM � 1R � 1r� = �{mMR + {mMr :Pro konstruk
i grafu oznaèíme C = {mMR . Pak mù¾eme vztah pro �Epgpøepsat do tvaru 4



�Epg = {mMr � C:Dále vytvoøíme tabulku hodnot potøebný
h k sestrojení grafu, potom sestro-jíme po¾adovaný graf (obr. 5).r R 2R 3R 4R 5R 6R . . . 1�Epg 0 �C2 �23C �34C �45C �56C . . . �C0 1 2 3 4 5 6 rR
�12
�1�
23�56�EpgC Obr. 5Tøetí úloha se týká dìje v ideálním plynu. Zde si uká¾eme v èásti b) takésitua
i, kdy ji¾ nelze v¹e øe¹it prostøedky elementární matematiky, zde u¾ jenutné provést øe¹ení pomo
í diferen
iálního poètu.3. Úloha o ideálním plynuHélium o látkovém mno¾ství 1 mol je uzavøené pod vál
ovým pístem a velmipomalu pøe
hází ze stavu 1 (p1 = 0;4 MPa, V1 = 6 l) do stavu 2 (p2 = 4p1,V2 = 13V1). Urèete, jaké nejvìt¹í teploty mù¾e dosáhnout plyn pøi tomto dìji,jestli¾e graf závislosti tlaku plynu na objemu je a) pøímka nakreslená na obr. 6,b) parabola nakreslená na obr. 7, její¾ vr
hol le¾í na ose x.5
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Øe¹enía) Do grafu zakreslíme sí» izoterm { hyperbol pV = RT (obr. 6). Èím vy¹¹íbude teplota plynu, tím dále se na
hází vr
hol hyperboly od poèátku soustavysouøadni
. Proto je zøejmé, ¾e v prùbìhu dìje 1 { 2 plyn dosáhne takové nejvy¹¹íteploty, pøi které odpovídají
í hyperbola nebude protínat pøímku 1 { 2, alepouze se jí bude dotýkat.Bod o souøadni
í
h p, V odpovídají
í maximální teplotì le¾í jak na hyper-bole, tak i na pøím
e, a proto jeho souøadni
e musí vyhovovat dvìma rovni
ím,rovni
i hyperboly pV = RT; (4)i rovni
i pøímky p = aV + b; (5)kde a i b jsou konstanty, které urèíme pozdìji.Dosadíme-li tlak p z rovni
e (5) do rovni
e (4), dostaneme kvadrati
kourovni
i pro objem V aV 2 + bV �RT = 0:Proto¾e pøímka je teènou hyperboly, musí být diskriminant této kvadrati
kérovni
e roven nule, tj. b2 + 4aRT = 0:Vyjádøíme-li z této rovni
e T , dostanemeT = � b24aR: (6)V tomto vztahu pro T je¹tì neznáme hodnoty koe�
ientù a, b. Proto¾e pøímkap = aV + b pro
hází body, které popisují stavy 1 a 2, mù¾eme psátp1 = aV1 + b; p2 = aV2 + b:Øe¹ením této soustavy rovni
 naleznemea = p1 � p2V1 � V2 = � 9p12V1 ; b = p2V1 � p1V2V1 � V2 = 112 p1: (7)Potom je po dosazení (7) do (6)T = 12172 p1V1R := 485;1 K:Výpoètem jsme zjistili, ¾e pøi vý¹e uvedeném dìji mù¾e plyn dosáhnoutnejvý¹e teploty asi 485 K. 7



b) Nejprve napí¹eme rovni
i paraboly na obr. 7. Vr
holová rovni
e paraboly(
 je parametr) je dána vztahem(p� n)2 = �2
(V �m):Z podmínky, ¾e vr
hol paraboly le¾í na ose x dostaneme n = 0; pak mù¾emerovni
i paraboly pøepsat do tvarup2 = �2
(V �m):Z podmínky, ¾e parabola pro
hází body 1 a 2 dostaneme soustavu dvou rovni
o dvou neznámý
h 
 a m:p21 = �2
(V1 �m) p22 = �2
(V2 �m):Dále je¹tì do druhé rovni
e soustavy dosadíme vztahy p2 = 4p1, V2 = 13V1,èím¾ obdr¾íme p21 = �2
(V1 �m); 16p21 = �2
�V13 �m� :Øe¹ením této soustavy dostanemem = 4745V1; 
 = 454 p21V1 :Potom mù¾eme vr
holovou rovni
i paraboly pøepsat do tvarup2 = �452 p21V1 V + 472 p21: (8)Tak jako v èásti a) nyní nalezneme souøadni
e bodu dotyku teèny paraboly (8)a hyperboly o rovni
i pV = RT 0: (9)Z rovni
e (9) vyjádøíme tlak p a dosadíme do (8). Po úpravì a vyjádøení T 02dostaneme T 02 = p212R2 �47V 2 � 45V 3V1 � : (10)V dal¹ím postupu je tøeba urèit V , pro které nabývá T 0 (a tedy i T 02) maxi-mální
h hodnot, 
o¾ je nutné provést pomo
í diferen
iálního poètu. PlatídT 02dV = p212R2 �47 � 2V � 45 � 3V 2V1 � :8



Aby nastal lokální extrém, musí býtdT 02dV = 0;z èeho¾ V = 4745 � 23V1: (11)Pomo
í druhé deriva
e nyní ovìøíme, ¾e se jedná o lokální maximum:d 2T 02dV 2 = p212R2 �47 � 2� 45 � 6 VV1�Do této rovni
e nyní dosadíme z (11); potom jed 2T 02dV 2 = �47 p212R2 < 0;
o¾ znamená, ¾e pro V urèené vztahem (11) nastalo lokální maximum teploty.Po dosazení (11) do (10) a odmo
nìní dostanemeT 0 = 23 � 4745s476 � p1V1R := 562;6 K:Plyn v tomto pøípadì tedy dosáhne maximální teploty asi 563 K.Porovnáme-li výsledky øe¹ení úloh a) a b), mù¾eme øí
i, ¾e T 0 > T , 
o¾ jemo¾no fyzikálnì zdùvodnit napø. tím, ¾e ve druhém pøípadì b) je nutno propøe
hod plynu ze stavu 1 do stavu 2 vykonat vìt¹í prá
i (vìt¹í plo
ha podgrafem køivky, po které pøe
hází plyn).

9


