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Rekne-li se elipsa v souvislosti s fyzikou, je mozno si predstavit celou fadu
situaci, kde se s elipsou ve fyzice muzeme setkat. Nékomu se vybavi sklddani
kolmych kmitt, je mozno si také predstavit napf. ty¢, kterd se jednim koncem
opira o svislou sténu a druhym koncem o podlahu a za¢ne sjizdét po zdi dold.
Trajektorii pohybu libovolné zvoleného bodu tyce je také elipsa. My se ale
zamérime na pripady, kde se elipsa asi vyskytuje nejcastéji — gravitacni pole.

NeZz zacneme fefit jednotlivé Glohy doplime si poznatky z uliva fyziky
stiedni 8koly jesté o nékteré dali poznatky potiebné k vyfeSeni nize uvede-
nych dloh.

Elipsa je mnoZina vSech bodd X v roviné takovych, 7e |Fy X| + |F> X | = 2a.
Ozna¢ime |F10| = |F,0| = f (obr. 1). Potom plati a®> = b> + f2, ¢iselnd

vystrednost elipsy e je definovana jako podil e = g.

Pro perihelium elipsy pak plati vztah (obr. 2): rp = a — f = a(1 — ¢), pro
afélium elipsy plati ro = a+ f = a(1 + e). Z druhého Keplerova zdkona pak
plyne vztah
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Déle jesté odvodime obecny vztah, ktery plati pro vypocet rychlosti po-
hybu planety po eliptické trajektorii v libovolném bodé trajektorie. K tomuto
odvozeni pouzijeme zdkon zachovani mechanické energie.



Vime, ze pohybuje-li se hmotny bod po eliptické trajektorii, méni se jeho
okamzita rychlost i vzdalenost od stfedu centralniho télesa. Méni se tedy i
jeho kinetickd a potencialni energie, ale celkovd mechanickd energie zistava
konstantni. Pfipomeiime si, ze pro vypocet kinetické energie plati ndm dobie
znamy vztah

1 .
Fy = —mv?,
k=5 ;
kde za v dosazujeme velikost okamzité rychlosti. Nyni si jesté odvodime vztah
pro vypocet gravitacni potencidlni energie Ep, télesa o hmotnosti m v radial-
nim gravitacnim poli télesa o hmotnosti M.

Price, kterou musime vykonat, abychom té&- M m

leso 0 hmotnosti m posunuli ve sméru pravo- O ) o o
dite ze vzdalenosti 1 od stiedu centralnho R

télesa do vzdalenosti ro (obr. 3), je rovna pfi- "2 ,

rastku jeho gravitacni potencidlni energie Obr. 3

Wis = Epgs — Epg1 = Fy(ra —r1),

kde F, je velikost priimérné sily, kterou musime piisobit. Z Newtonova gravi-
ta¢niho zakona dostaneme
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Po dosazeni je

Epg = Epgr — Fpg1 = (r2 —71),
r1rs
Mm Mm Mm Mm
By = 2 —x = —x — | = .
1 T2 T2 1

P1i popisu pohybi v radidlnim gravitacnim poli volime potencialni energii v
nekone¢né vzdalenosti rovnou nule. Pak ale je v kone¢né vzdalenosti zaporna
a plati

Mm

Epg = —5 r (2)




Déle pouzijeme vztahy (1), (2) a zédkon zachovani mechanické energie, pomoci

téchto vztaht odvodime vztah pro vypocet velikosti okamzité rychlosti v libo-
volném bodé eliptické trajektorie. Napiseme soustavu rovnic
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Dosadime-li z (3) do (4) a upravime, dostaneme
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Po dosazeni do (5) a pfislusnych Gpravach obdrzime

U:,/%M@—%), (6)

coz je vztah pro vypocet velikosti okamzité rychlosti v libovolném bodé trajek-
torie, ktery pouzijeme pii vypoctech v nésledujicich dvou tlohach.

Vyse uvedeny postup odvozeni véetné dalich informaci k této problematice
je mozno nalézt v [1].

Prvni dloha je zamérena na pohyb téles v nasi sluneéni soustavé, v tomto
pripadé budeme fegit problémy pohybu nové objevenych téles v nasi sluneéni
soustave.

1. Quaoar a Sedna

Pocatkem fijna 2002 probéhla ve sdélovacich prostiedcich zprava o objevu
,desaté“ planety ve slune¢ni soustavé. Bylo to nejvétsi téleso objevené ve slu-
necni soustavé v poslednich 72 letech (Pluto byl objeven v tnoru 1930). Obje-
vitelé tzv. ,desaté planety” zvolili pro nové objevené téleso jméno boha indi-
anského kmene Tongva v Kalifornii, coz je Quaoar.

Quaoar obiha kolem Slunce po témér kruhové draze s ¢iselnou vystiednosti
e = 0,04 a hlavni poloosou 43 AU. Nyni uz vime, ze Quaoar je pravdépodobné
ledové téleso, v némz jsou tlomky kiemicitand razné velikosti a je poSpinéné
prachem, ktery zamrzl jiz pfi vzniku sluneéni soustavy do ledd. Quaoar neni
planeta, ale velky kuiperoid, tj. ledové téleso v Kuiperove pdsu. Také Pluto je



dnes povazovan za velkého kuiperoida, ale byl objeven v roce 1930; protoze se
o ném v této dobé toto jesté nevédélo, byl zarazen mezi planety.

Pak ale prislo pondéli 15. biezna 2004, kdy bylo ozndmeno objeveni ,nové
planety“ pojmenované Sedna (po inuitské bohyni mofi a ocedntt). V dobé svého
objevu se Sedna nachézela 90 AU od Slunce, pfisluni 76 AU dosdhne az v roce
2075, odsluni ma ve vzdalenosti 915 AU od Slunce. Eliptickd obéZna dréha
Sedny je odlisnéa od vSech dosud astronomy pozorovanych druzic. Po Marsu se
jedna o druhy nejcervenéjsi objekt ve sluneéni soustavé od roku 1930. Problém,
zda je Sedna planeta nebo planetka, je dnes stale diskutovan.

a) Na zékladé vySe uvedenych adaji vypoctéte obéznou dobu kuiperoidu
Quaoar a urcete rychlosti, kterymi prochézi v periheliu a aféliu.

b) Urlete ob&nou dobu planety Sedna, urcete rychlosti v periheliu, aféliu
a rychlost v dobé, kdy byla Sedna objevena.

Reseni

a) Podle zadani vime, Zze Quaoar mé as = 43 AU. K vypoctu obézné doby
pouzijeme 3. Kepleriv zakon, ve kterém se vyskytuji dalsi tdaje pro Zemi —
a1 =1 AU, T = 1 rok — a vyjadiime obé&Znou dobu 7T5. Dostaneme

3
T, = <a—2> T, = 282 let.
a1

K uréeni rychlosti pohybu kolem Slunce pouzijeme vztahu (6)
2 1
v = %MS <— — —)
r o a
Pozndamka

Odvozeni vztahu (1) je mozno nalézt napt. v [1].

Dosazenim za r = rp = a(1 — e) do vztahu (6) dostaneme
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Do vztahu (6) déle dosadime za r = rp = a(1l + €). Dostaneme
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7 vypoctu je vidét, ze velikosti rychlosti pii prichodu periheliem a aféliem se
v pripadé kuiperoidu Quaoar od sebe prili§ nelisi.

b) Podle zadéani vime, Ze pro Sednu je rp = 76 AU, ro = 915 AU. V dobé
svého objevu byla vzdalenost Sedny od Slunce r = 90 AU. Po dosazeni do
vztahu (6) za a = §(rp + ra) dostaneme

UZWS(E_L):WMS(L;). 0
r P +TA T rp +TA

Po ¢iselném dosazeni do vztahu (7) obdrzime rychlost v = 4240 m - s~!, kterou
se pohybovala Sedna v okamziku svého objeventi.

Dosadime-li do vztahu (7) postupné za r = rp a r = ra, dostaneme po
upravé
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Po ¢selném dosazeni je vp = 4650 m -s7!, va =390 m-s~'. V tomto piipadé
se na rozdil od tlohy a) obé rychlosti velmi vyrazné 1isi.
Obéznou dobu dostaneme po dosazeni do 3. Keplerova zakona
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kde index jedna znaci idaje pro Zemi, index dvé iidaje pro Sednu. Po vyjadieni
obézné doby T a dosazeni za as = 1(rp 4+ ra) obdrzime

(rp +7a)3

Ty =
> 8a}

T1 = 11030 let.

Druhé tloha se bude tykat popisu prechodu sondy z jedné obézné drahy na
druhou.

2. Hohmannova trajektorie

Obézna sonda pohybujici se po kruhové draze kolem Slunce ve vzdélenosti
1 AU (obé&zna drdha Zemé) byla vysldna na kruhovou obéZznou drahu Marsu,
tj. na kruhovou drahu o poloméru 1,52 AU. V priibéhu letu této sondy se ome-
zime na situaci, ze po celou dobu letu budeme zanedbavat gravita¢ni pusobeni



planet a prihlizet pouze ke gravitaénimu pisobeni Slunce. Dale budeme také
uvazovat, ze sonda ma zapnuté motory pouze v okamzicich, kdy prechézi z
kruhové drahy na eliptickou a naopak, ve zbyvajici ¢asti pohybu budou motory
vypnuty. Némecky fyzik Hohmann v roce 1925 dokazal, ze energeticky nejvy-
hodnéjsi pro takovy prechod ma elipticka prechodova drdha, kterd se dotyka
trajektorie Zemé v misté startu a trajektorie Marsu v misté pristani. Tato mista
musi lezet na opac¢nych stranach od Slunce, jak je znazornéno na
obr. 4. Aby v8e mohlo dobfe probéh-
nout, je tifeba sondé na obézné draze
Zemé zvysit velikost rychlosti o hod-
notu Awv; a pak na obézné draze Marsu
zvySit velikost rychlosti o hodnotu Awvs,.

a) Urcete velikosti pfirastkid rych-
losti Avy, Aws.

b) Uréete dobu letu po prechodové
trajektorii.

Obr. 4

Reseni
a) Rychlost pohybu sondy po Hohmannové eliptické trajektorii je ddna vzta-

%(rl + 79) dostaneme
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V pfisluni (bod P na obr. 4) musi byt » = r1. Po dosazeni do vztahu (10)

dostaneme
1 1 T2
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Na pocatku pred urychlenim je sonda na kruhové draze Zemé, a tudiz ma
pocatecéni rychlost

hem (6). Po dosazeni za a =
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Na konci Hohmannovy trajektorie ma sonda rychlost o velikosti va a je tfeba
ji zvysit, aby presla z eliptické trajektorie na kruhovou o poloméru 7o, tj. aby
ziskala rychlost o velikosti

_ %MS

Vk = .
T2

Rychlost vy ziskdme dosazenim za r = ry do vztahu (10)

1 1
VA = 4/ 2xMg | — — = Q%Msrgl.
Ty  T1+To ro(ry +72)

Je tedy
Avy = xMs (1— 2 =2,6km-s7L.
T2 1+ T2
b) Chceme-li déle ur¢it dobu letu po piechodové trajektorii, musime nejprve
urc¢it dobu jednoho ob&hu T po trajektorii. Doba letu pak bude 1, = %T.

Protoze pohyb sondy probiha po elipse, jejimz jednim ohniskem je Slunce,
muzeme pouzit pro vypocet doby obéhu Keplerovy zikony.

Podle 2. Keplerova zakona se musi sonda po eliptické trajektorii pohybovat
konstantni plo$nou rychlosti o velikosti w danou vztahem

1
w = §TPUP7

do kterého dosadime za rp = a(1 — e), za vp ze vztahu (6). Potom dostaneme

N S ) M Sy
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kde b je vedlejsi poloosa elipsy.
Dobu obéhu pak vypocitame, kdyz plochu elipsy wab délime plo$nou rychlosti.
Dostaneme

porab__mb gy o
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Doba letu po prechodové trajektorii je pak dana vztahem

a3

IL=m = 22422981 s = 260 dni.

xS
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Podrobnéjsi informace o této problematice je mozno nalézt v publikaci:

Sedivy, P. — Volf, L: Pohyb télesa po eliptické trajektorii v radidlnim gravi-
tacnim poli. Knihovnicka FO ¢. 43. Hradec Kralové, MAFY 2000. Tuto pu-
blikaci je rovnéz mozné stdhnout z Internetu — http://www.uhk.cz/fo nebo
z http://fo.cuni.cz.

Pozndamka
Ulohu b) je rovnéz mozné fesit velmi jednoduse pfimym uzitim 3. Keplerova
zékona: oznacime-li T' dobu letu sondy po prechodové trajektorii,

1+ 1,52
a= —

5 AU=126AU

délku hlavni poloosy ptfechodové trajektorie. Pro Zemi pak je a; = 1 AU,
Ty = 1 rok. Potom

Ve tfeti tloze se budeme zabyvat vrhem sikmo vzhiiru v homogennim tiho-
vém poli Zemsé.

3. Elipsa jako geometrické misto bodu

7 odpalovaciho zaf{zeni je kulicka (kterou je moZno povazovat za hmotny
bod) vystielovana stejné velkou poc¢ateéni rychlosti vy pod riznymi thly a. Do-
kazte, ze geometrické misto vrcholl parabolickych drah, po kterych se kulicka
pohybuje, je elipsa (obr. 5).




Reseni
Pro souradnice vrcholu paraboly pfi vrhu Sikmo vzharu plati vztahy

v sina cos

p= 0" 12
p (12)
2 i 2
v sin“a
=" - 1
5, (13)

Chtéli bychom dokézat, ze pro razné uhly « lezi vrcholy vSech parabol na elipse.
Z rovnic (12) a (13) miZeme vyjadfit

g
=" 14
cosa vg sina (14)
. 2
sin2a = 227 (15)
v

Rovnici (13) umocnime na druhou, pak do ni dosadime za sin?a z rovnice

(14). Dostaneme

2.2 2 2 2
cos?a= 29 = ng = ng. (16)
vi299  2vyg  2yvg
072
0
Dale pouzijeme vztahu
sin?a + cosla =1,
kam dosadime z rovnic (14) a (15). Dostaneme
2 2
Y99 (17)
v 2yv;

Rovnici (11) vynasobime vyrazem 2yv2 a déle upravime na tvar

22+ 4y? = _2yv(2)'

Postupnymi Gpravami se nyni pokusime provést doplnéni na druhou mocninu
dvojclenu a dale upravovat, tj.



29 4g
2

Rovnice (18) je rovnici elipsy se stfedem S = [0; EO—} a poloosami a = %

)

4g 2g
2
b= Z_Og’ tj. a = g

P1i vrhu $§ikmo vzhiru vime, ze maximalni dolet je pro thel @ = 45°. Tomu
: 9

odpovidaji soutfadnice vrcholu této paraboly zmax = %, Ymax = % Y-Ova

souradnice vrcholu na ose y této paraboly je tedy vlastné y-ovou souradnici
stiedu elipsy a zaroven urcuje délku poloosy b, xz-ova soufadnice urcuje délku
hlavni poloosy a (obr. 5).
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