
Tøi nároènìj¹í úlohy z fyziky, pøi jeji
h¾ øe¹ení semù¾eme setkat s elipsouMiroslava Jare¹ová { Ivo Volf, PedF UHK Hrade
 KrálovéØekne-li se elipsa v souvislosti s fyzikou, je mo¾no si pøedstavit 
elou øadusitua
í, kde se s elipsou ve fyzi
e mù¾eme setkat. Nìkomu se vybaví skládáníkolmý
h kmitù, je mo¾no si také pøedstavit napø. tyè, která se jedním kon
emopírá o svislou stìnu a druhým kon
em o podlahu a zaène sjí¾dìt po zdi dolù.Trajektorií pohybu libovolnì zvoleného bodu tyèe je také elipsa. My se alezamìøíme na pøípady, kde se elipsa asi vyskytuje nejèastìji { gravitaèní pole.Ne¾ zaèneme øe¹it jednotlivé úlohy doplòme si poznatky z uèiva fyzikystøední ¹koly je¹tì o nìkteré dal¹í poznatky potøebné k vyøe¹ení ní¾e uvede-ný
h úloh.Elipsa je mno¾ina v¹e
h bodù X v rovinì takový
h, ¾e jF1X j+ jF2X j = 2a.Oznaèíme jF1Oj = jF2Oj = f (obr. 1). Potom platí a2 = b2 + f2, èíselnávýstøednost elipsy e je de�nována jako podíl e = fa .Pro perihelium elipsy pak platí vztah (obr. 2): rP = a � f = a(1 � e), proafélium elipsy platí rA = a + f = a(1 + e). Z druhého Keplerova zákona pakplyne vztah vPvA = rArP = 1 + e1� e: (1)
F1 F2O ab fa xy

Obr. 1 S vAvPP Aa(1 + e)a(1� e)
Obr. 2Dále je¹tì odvodíme obe
ný vztah, který platí pro výpoèet ry
hlosti po-hybu planety po elipti
ké trajektorii v libovolném bodì trajektorie. K tomutoodvození pou¾ijeme zákon za
hování me
hani
ké energie.1



Víme, ¾e pohybuje-li se hmotný bod po elipti
ké trajektorii, mìní se jehookam¾itá ry
hlost i vzdálenost od støedu 
entrálního tìlesa. Mìní se tedy ijeho kineti
ká a poten
iální energie, ale 
elková me
hani
ká energie zùstávákonstantní. Pøipomeòme si, ¾e pro výpoèet kineti
ké energie platí nám dobøeznámý vztah Ek = 12mv2;kde za v dosazujeme velikost okam¾ité ry
hlosti. Nyní si je¹tì odvodíme vztahpro výpoèet gravitaèní poten
iální energie Epg tìlesa o hmotnosti m v radiál-ním gravitaèním poli tìlesa o hmotnosti M .Prá
e, kterou musíme vykonat, aby
hom tì-leso o hmotnosti m posunuli ve smìru prùvo-dièe ze vzdálenosti r1 od støedu 
entrálníhotìlesa do vzdálenosti r2 (obr. 3), je rovna pøí-rùstku jeho gravitaèní poten
iální energie M mr1 r2Obr. 3W12 = Epg2 �Epg1 = Fp(r2 � r1);kde Fp je velikost prùmìrné síly, kterou musíme pùsobit. Z Newtonova gravi-taèního zákona dostanemeF1 = {Mmr21 ; F2 = {Mmr22 ;potom Fp =pF1F2 = {Mmr1r2 :Po dosazení je Epg = Epg2 �Epg1 = {Mmr1r2 (r2 � r1);Epg = {Mmr1 � {Mmr2 = �{Mmr2 ���{Mmr1 � :Pøi popisu pohybù v radiálním gravitaèním poli volíme poten
iální energii vnekoneèné vzdálenosti rovnou nule. Pak ale je v koneèné vzdálenosti zápornáa platí Epg = �{Mmr : (2)
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Dále pou¾ijeme vztahy (1), (2) a zákon za
hování me
hani
ké energie, pomo
ítì
hto vztahù odvodíme vztah pro výpoèet velikosti okam¾ité ry
hlosti v libo-volném bodì elipti
ké trajektorie. Napí¹eme soustavu rovni
vA = vP 1� e1 + e ; (3)12mv2P � { Mma(1� e) = 12mv2A � { Mma(1 + e) ; (4)12mv2 � {Mmr = 12mv2P � { Mma(1� e) : (5)Dosadíme-li z (3) do (4) a upravíme, dostanemevP =s{Ma 1 + e1� e:Po dosazení do (5) a pøíslu¹ný
h úpravá
h obdr¾ímev =s{M �2r � 1a�; (6)
o¾ je vztah pro výpoèet velikosti okam¾ité ry
hlosti v libovolném bodì trajek-torie, který pou¾ijeme pøi výpoète
h v následují
í
h dvou úlohá
h.Vý¹e uvedený postup odvození vèetnì dal¹í
h informa
í k této problemati
eje mo¾no nalézt v [1℄.První úloha je zamìøena na pohyb tìles v na¹í sluneèní soustavì, v tomtopøípadì budeme øe¹it problémy pohybu novì objevený
h tìles v na¹í sluneènísoustavì.1. Quaoar a SednaPoèátkem øíjna 2002 probìhla ve sdìlova
í
h prostøed
í
h zpráva o objevuþdesátéÿ planety ve sluneèní soustavì. Bylo to nejvìt¹í tìleso objevené ve slu-neèní soustavì v poslední
h 72 lete
h (Pluto byl objeven v únoru 1930). Obje-vitelé tzv. þdesáté planetyÿ zvolili pro novì objevené tìleso jméno boha indi-ánského kmene Tongva v Kalifornii, 
o¾ je Quaoar.Quaoar obíhá kolem Slun
e po témìø kruhové dráze s èíselnou výstøednostíe = 0;04 a hlavní poloosou 43 AU. Nyní u¾ víme, ¾e Quaoar je pravdìpodobnìledové tìleso, v nìm¾ jsou úlomky køemièitanù rùzné velikosti a je po¹pinìnépra
hem, který zamrzl ji¾ pøi vzniku sluneèní soustavy do ledù. Quaoar neníplaneta, ale velký kuiperoid, tj. ledové tìleso v Kuiperovì pásu. Také Pluto je3



dnes pova¾ován za velkého kuiperoida, ale byl objeven v ro
e 1930; proto¾e seo nìm v této dobì toto je¹tì nevìdìlo, byl zaøazen mezi planety.Pak ale pøi¹lo pondìlí 15. bøezna 2004, kdy bylo oznámeno objevení þnovéplanetyÿ pojmenované Sedna (po inuitské bohyni moøí a o
eánù). V dobì svéhoobjevu se Sedna na
házela 90 AU od Slun
e, pøísluní 76 AU dosáhne a¾ v ro
e2075, odsluní má ve vzdálenosti 915 AU od Slun
e. Elipti
ká obì¾ná dráhaSedny je odli¹ná od v¹e
h dosud astronomy pozorovaný
h dru¾i
. Po Marsu sejedná o druhý nejèervenìj¹í objekt ve sluneèní soustavì od roku 1930. Problém,zda je Sedna planeta nebo planetka, je dnes stále diskutován.a) Na základì vý¹e uvedený
h údajù vypoètìte obì¾nou dobu kuiperoiduQuaoar a urèete ry
hlosti, kterými pro
hází v periheliu a aféliu.b) Urèete obì¾nou dobu planety Sedna, urèete ry
hlosti v periheliu, aféliua ry
hlost v dobì, kdy byla Sedna objevena.Øe¹enía) Podle zadání víme, ¾e Quaoar má a2 = 43 AU. K výpoètu obì¾né dobypou¾ijeme 3. Keplerùv zákon, ve kterém se vyskytují dal¹í údaje pro Zemi {a1 = 1 AU, T1 = 1 rok { a vyjádøíme obì¾nou dobu T2. DostanemeT2 =s�a2a1�3T1 := 282 let:K urèení ry
hlosti pohybu kolem Slun
e pou¾ijeme vztahu (6)v =s{MS�2r � 1a�PoznámkaOdvození vztahu (1) je mo¾no nalézt napø. v [1℄.Dosazením za r = rP = a(1� e) do vztahu (6) dostanemevP =s{MS� 2a(1� e) � 1a� =s{MSa 1 + e1� e := 4550 m � s�1:Do vztahu (6) dále dosadíme za r = rA = a(1 + e). DostanemevA =s{MS� 2a(1 + e) � 1a� =s{MSa 1� e1 + e := 4370 m � s�1:4



Z výpoètu je vidìt, ¾e velikosti ry
hlostí pøi prù
hodu periheliem a aféliem sev pøípadì kuiperoidu Quaoar od sebe pøíli¹ neli¹í.b) Podle zadání víme, ¾e pro Sednu je rP = 76 AU, rA = 915 AU. V dobìsvého objevu byla vzdálenost Sedny od Slun
e r = 90 AU. Po dosazení dovztahu (6) za a = 12 (rP + rA) dostanemev =s{MS�2r � 2rP + rA� =s2{MS�1r � 1rP + rA�: (7)Po èíselném dosazení do vztahu (7) obdr¾íme ry
hlost v := 4240 m � s�1; kterouse pohybovala Sedna v okam¾iku svého objevení.Dosadíme-li do vztahu (7) postupnì za r = rP a r = rA, dostaneme poúpravì vP =s2{MS rArP(rP + rA) ; (8)vA =s2{MS rPrA(rP + rA) : (9)Po èíselném dosazení je vP := 4650 m � s�1, vA := 390 m � s�1. V tomto pøípadìse na rozdíl od úlohy a) obì ry
hlosti velmi výraznì li¹í.Obì¾nou dobu dostaneme po dosazení do 3. Keplerova zákonaa31a32 = T 21T 22 ;kde index jedna znaèí údaje pro Zemi, index dvì údaje pro Sednu. Po vyjádøeníobì¾né doby T2 a dosazení za a2 = 12 (rP + rA) obdr¾ímeT2 =s (rP + rA)38a31 T1 := 11 030 let:Druhá úloha se bude týkat popisu pøe
hodu sondy z jedné obì¾né dráhy nadruhou.2. Hohmannova trajektorieObì¾ná sonda pohybují
í se po kruhové dráze kolem Slun
e ve vzdálenosti1 AU (obì¾ná dráha Zemì) byla vyslána na kruhovou obì¾nou dráhu Marsu,tj. na kruhovou dráhu o polomìru 1,52 AU. V prùbìhu letu této sondy se ome-zíme na situa
i, ¾e po 
elou dobu letu budeme zanedbávat gravitaèní pùsobení5



planet a pøihlí¾et pouze ke gravitaènímu pùsobení Slun
e. Dále budeme takéuva¾ovat, ¾e sonda má zapnuté motory pouze v okam¾i
í
h, kdy pøe
hází zkruhové dráhy na elipti
kou a naopak, ve zbývají
í èásti pohybu budou motoryvypnuty. Nìme
ký fyzik Hohmann v ro
e 1925 dokázal, ¾e energeti
ky nejvý-hodnìj¹í pro takový pøe
hod má elipti
ká pøe
hodová dráha, která se dotýkátrajektorie Zemì v místì startu a trajektorie Marsu v místì pøistání. Tato místamusí le¾et na opaèný
h straná
h od Slun
e, jak je znázornìno naobr. 4. Aby v¹e mohlo dobøe probìh-nout, je tøeba sondì na obì¾né drázeZemì zvý¹it velikost ry
hlosti o hod-notu �v1 a pak na obì¾né dráze Marsuzvý¹it velikost ry
hlosti o hodnotu �v2.a) Urèete velikosti pøírùstkù ry
h-lostí �v1, �v2.b) Urèete dobu letu po pøe
hodovétrajektorii. S r1r2 PA M Z �v1
�v2 Obr. 4Øe¹enía) Ry
hlost pohybu sondy po Hohmannovì elipti
ké trajektorii je dána vzta-hem (6). Po dosazení za a = 12(r1 + r2) dostanemev =s2{MS�1r � 1r1 + r2�: (10)V pøísluní (bod P na obr. 4) musí být r = r1. Po dosazení do vztahu (10)dostaneme vP =s2{MS� 1r1 � 1r1 + r2� =s2{MS r2r1(r1 + r2) : (11)Na poèátku pøed ury
hlením je sonda na kruhové dráze Zemì, a tudí¾ mápoèáteèní ry
hlost v0 =s{MSr1 :Je tedy �v1 = vP � v0 =r2{MS r2r1(r1 + r2) �r{MSr1 ;�v1 =r{MSr1 �r 2r2r1 + r2 � 1� := 2;9 km � s�1:6



Na kon
i Hohmannovy trajektorie má sonda ry
hlost o velikosti vA a je tøebaji zvý¹it, aby pøe¹la z elipti
ké trajektorie na kruhovou o polomìru r2, tj. abyzískala ry
hlost o velikosti vk =s{MSr2 :Ry
hlost vA získáme dosazením za r = r2 do vztahu (10)vA =s2{MS� 1r2 � 1r1 + r2� =s2{MS r1r2(r1 + r2) :Je tedy �v2 =r{MSr2 �1�r 2r1r1 + r2� := 2;6 km � s�1:b) Ch
eme-li dále urèit dobu letu po pøe
hodové trajektorii, musíme nejprveurèit dobu jednoho obìhu T po trajektorii. Doba letu pak bude tL = 12T .Proto¾e pohyb sondy probíhá po elipse, jejím¾ jedním ohniskem je Slun
e,mù¾eme pou¾ít pro výpoèet doby obìhu Keplerovy zákony.Podle 2. Keplerova zákona se musí sonda po elipti
ké trajektorii pohybovatkonstantní plo¹nou ry
hlostí o velikosti w danou vztahemw = 12rPvP;do kterého dosadíme za rP = a(1� e), za vP ze vztahu (6). Potom dostanemew = 12a(1� e)s{MS� 2rP � 1a� = 12a(1� e)s{MS� 2a(1� e) � 1a�;w = 12s{MSa2(1� e2)a = b2s{MSa ;kde b je vedlej¹í poloosa elipsy.Dobu obìhu pak vypoèítáme, kdy¾ plo
hu elipsy �ab dìlíme plo¹nou ry
hlostí.Dostaneme T = �abw = �abb2r{MSa = 2�s a3{MS :7



Doba letu po pøe
hodové trajektorii je pak dána vztahemtL = �s a3{MS := 22 422 981 s := 260 dní:Podrobnìj¹í informa
e o této problemati
e je mo¾no nalézt v publika
i:©edivý, P. { Volf, I.: Pohyb tìlesa po elipti
ké trajektorii v radiálním gravi-taèním poli . Knihovnièka FO è. 43. Hrade
 Králové, MAFY 2000. Tuto pu-blika
i je rovnì¾ mo¾né stáhnout z Internetu { http://www.uhk.
z/fo neboz http://fo.
uni.
z.PoznámkaÚlohu b) je rovnì¾ mo¾né øe¹it velmi jednodu¹e pøímým u¾itím 3. Keplerovazákona: oznaèíme-li T dobu letu sondy po pøe
hodové trajektorii,a = 1 + 1;522 AU = 1;26 AUdélku hlavní poloosy pøe
hodové trajektorie. Pro Zemi pak je a1 = 1 AU,T1 = 1 rok. Potom T = � aa1� 32 T1;tL = 12T := 260 dní:Ve tøetí úloze se budeme zabývat vrhem ¹ikmo vzhùru v homogenním tího-vém poli Zemì.3. Elipsa jako geometri
ké místo bodùZ odpalova
ího zaøízení je kulièka (kterou je mo¾no pova¾ovat za hmotnýbod) vystøelována stejnì velkou poèáteèní ry
hlostí v0 pod rùznými úhly �. Do-ka¾te, ¾e geometri
ké místo vr
holù paraboli
ký
h drah, po který
h se kulièkapohybuje, je elipsa (obr. 5).
0 x
y

Obr. 58



Øe¹eníPro souøadni
e vr
holu paraboly pøi vrhu ¹ikmo vzhùru platí vztahyx = v20 sin� 
os�g ; (12)y = v20 sin 2�2g : (13)Chtìli by
hom dokázat, ¾e pro rùzné úhly � le¾í vr
holy v¹e
h parabol na elipse.Z rovni
 (12) a (13) mù¾eme vyjádøit
os� = xgv20 sin�; (14)sin 2� = 2ygv20 : (15)Rovni
i (13) umo
níme na druhou, pak do ní dosadíme za sin 2� z rovni
e(14). Dostaneme 
os 2� = x2g2v40 2ygv20 = x2g22v20yg = x2g2yv20 : (16)Dále pou¾ijeme vztahu sin 2�+ 
os 2� = 1;kam dosadíme z rovni
 (14) a (15). Dostaneme2ygv20 + x2g2yv20 = 1: (17)Rovni
i (11) vynásobíme výrazem 2yv20 a dále upravíme na tvarx2 + 4y2 = 2yv20g :Postupnými úpravami se nyní pokusíme provést doplnìní na druhou mo
ninudvojèlenu a dále upravovat, tj.x24 + y2 � 2y v204g +�v204g�2 = �v204g�2 ;x24 +�y � v204g�2 = �v204g�2 ;9



x2�v202g�2 + �y � v204g�2�v204g�2 = 1: (18)Rovni
e (18) je rovni
í elipsy se støedem S = �0; v204g� a poloosami a = v202g ,b = v204g , tj. a = b2 :Pøi vrhu ¹ikmo vzhùru víme, ¾e maximální dolet je pro úhel � = 45Æ. Tomuodpovídají souøadni
e vr
holu této paraboly xmax = v202g , ymax = v204g . y-ovásouøadni
e vr
holu na ose y této paraboly je tedy vlastnì y-ovou souøadni
ístøedu elipsy a zároveò urèuje délku poloosy b, x-ová souøadni
e urèuje délkuhlavní poloosy a (obr. 5).Literatura:[1℄ ©edivý, P. { Volf, I.: Pohyb tìlesa po elipti
ké trajektorii v radiálnímgravitaèním poli . Knihovnièka FO è. 43, Hrade
 Králové, MAFY 2000.http://www.uhk.
z/fo nebo http://fo.
uni.
z[2℄ http://www.akademon.
z/sour
e/qua.htm[3℄ http://www.astrolexikon.webzdarma.
z/planety/quaoar/quaoar.htm[4℄ http://
s.wikipedia.org/wiki/sedna (planetka)[5℄ http://www.stanford.edu/~klynn/mars paper.htm

10


