Dopravní kinematika a grafy

Studijní text pro øeźitele FO a ostatní zájemce o fyziku

Pøemysl ľedivý { Ivo Volf

Obsah

1 Základní pojmy dopravní kinematiky 2 1.1 Poloha . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 1.2 Rychlost . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 1.3 Zrychlení . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 2 Grafy v dopravní kinematice 7 2.1 Kinematika a gra˛cké znázornìní rovnomìrného pohybu . . . . 8 2.2 Modelování reálného pohybu pomocí rovnomìrných pohybù . . 11 2.3 Urèení okam¿ité rychlosti z grafu dráhy pøi nerovnomìrném po- hybu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 2.4 Urèení dráhy nerovnomìrného pohybu z grafu rychlosti . . . . 17 2.5 Kinematika a gra˛cké znázornìní rovnomìrnì zrychleného a rovnomìrnì zpomaleného pohybu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 2.6 Modelování reálných pohybù pomocí rovnomìrných a rovnomìrnì promìnných pohybù . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

Výsledky úloh 23

1 Základní pojmy dopravní kinematiky 1.1 Poloha

Pohyby dopravních prostøedkù { vlakù, silnièních vozidel { po ¿eleznièních tratích a silnicích popisujeme fyzikálnì jako pohyby hmotných bodù vázaných na pevné trajektorie. Poloha takového hmotného bodu na trajektorii je dostateènì urèena jedinou souøadnicí de˛novanou jako vzdálenost od urèitého vzta¿ného bodu. Abychom vystaèili s kladnými souøadnicemi, volíme vzta¿ný bod v¿dy na jednom konci ¿eleznièní trati nebo silnice. Souøadnicemi jsou urèeny také polohy význaèných objektù rozmístìných podél trajektorie.

Napøíklad pro dálnici D1 Praha { Brno { Vyźkov je vzta¿ný bod na jejím zaèátku v Praze na Kaèerovì. Schéma této dálnice, které je v pøíloze automapy a jeho¿ èást je na obr. 1, nás informuje, ¿e na souøadnici 0,5 km je køi¿ovatka Spoøilov s výjezdem na Teplice, Ml. Boleslav a Hr. Králové, na ètvrtém kilometru pøijí¿díme k prvnímu benzinovému èerpadlu. O nìco dále bychom se dovìdìli, ¿e výjezd na ľtoky a Vìtrný Jeníkov má souøadnici pøesnì 100 km atd. Pro orientaci øidièù jsou v oddìlovacím pruhu dálnice rozmístìny po ka¿dém 0,5 km tabulky s vyznaèením souøadnice daného místa.

Vzdálenost na silnici samozøejmì nemìøíme þvzduźnou èarouß. Je to délka trajektorie mezi vzta¿ným bodem a daným místem neboli dráha, kterou musí urazit vozidlo, aby se ze vzta¿ného bodu dostalo do daného místa.

Obr. 1

� � � �_{�2}

1.2 Rychlost

Øidiè automobilu sleduje obvykle prùbìh jízdy pomocí náramkových hodinek a tachometru (rychlomìru) umístìného na pøístrojové desce pøed volantem (obr. 2). Jeho ruèka ukazuje velikost okam¿ité rychlosti vozidla a na poèítadle kilometrù èteme celkovou dráhu ujetou automobilem od jeho uvedení do provozu.

Z fyzikálního hlediska je okam¿itá rychlost v automobilu vektorová velièina urèená velikostí a smìrem. Mù¿eme ji vyjádøit ve tvaru v = vŠ , kde v je velikost okam¿ité rychlosti a Š je jednotkový smìrový vektor (obr. 3). Pøi pøímoèarém pohybu le¿í vektory v a Š v trajektorii (bod A), pøi køivoèarém pohybu le¿í v teènì k trajektorii (bod B). Malý úsek køivé trajektorie mù¿eme v¿dy pova¿ovat za èást kru¿nice urèené støedem køivosti S a polomìrem køivosti R. Jednotkový vektor n smìøující do støedu køivosti se nazývá normálový vektor.

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 km/h

3 1 2 3 7

1 2 3 0,� S

A B R

Š

Š v

v n�Obr. 2 Obr. 3_{Smìr okam¿ité rychlosti vozidla je ovźem dán umístìním silnice v krajinì,nemù¿eme jej ovlivnit, a pokud nezabloudíme, vìtźinou se o nìj pøíliź nezají-máme. Za dùle¿itou pova¿ujeme jen velikost okam¿ité rychlosti. Pro zjednodu-źení tedy v praxi obvykle øíkáme, ¿e na tachometru èteme okam¿itou rychlostvozidla. Nemù¿e-li dojít k nejasnosti, vyjadøujeme se nìkdy takto zkrácenì i vefyzikálních úlohách.Kontrolu tachometru mù¿eme jednoduźe provést pøi jízdì stálou rychlostí,tedy pøi rovnomìrném pohybu. Jestli¿e údaj poèítadla kilometrù vzroste z hod-noty s1 v èase t1 na hodnotu s2 v èase t2, platív = s2 − s1t2 − t1 = ´śt .3}

Pøíklad 1 Údaj poèítadla kilometrù na tachometru se pøi jízdì stálou rychlostí zvìtźil o 10 km za 7 minut a 20 sekund. Jak velká je rychlost automobilu? Øeźení Pøi výpoètu mù¿eme pou¿ít hlavní jednotky SI, nebo poèítat s jednotkami kilometr, hodina a kilometr za hodinu: v = 10 000 m 440 s

= 22,7 m·s^{−1} .= 23 m·s^{−1} , v = 10 km ( 7 60 + 20 3600 ) h = 81,8 km/h .= 82 km/h .

V této a podobných úlohách dáme patrnì pøednost výsledku v km/h.

Nebude-li pohyb automobilu pøesnì rovnomìrný, získáme pøedcházejícím výpoètem pouze prùmìrnou rychlost

v_p = s_2 − s_1 t_2 − t_1 = ´s ´t . Novìjźí tachometry jsou vybaveny i tzv. denním poèítadlem kilometrù. To mù¿eme pøed jízdou vynulovat a mìøit jen dráhu s dané jízdy. Pou¿ijeme-li pro mìøení jízdní doby t stopky, které spustíme v okam¿iku startu, mù¿eme prùmìrnou rychlost jízdy urèit z jednoduźźího vztahu v_p = st .

Chceme-li urèit okam¿itou rychlost vozidla pøi nerovnomìrném pohybu, musíme zmìøit dobu ´t, za kterou projede vozidlo velmi malý pøírùstek dráhy ´s. Výpoèet zapisujeme ve tvaru v = ´s ´t pro ´t → 0 ( neboli v = lim_{Δt→0} ´s ´t = ds dt . )

Takto urèují okam¿itou rychlost cyklocomputery montované na sportovní kola (obr. 4), které ukazují na displeji podíl obvodu kola a doby jednoho obìhu zmìøené pomocí magnetického snímaèe. Tyto pøistroje mají ovźem jeźtì øadu dalźích funkcí. Vedle okam¿ité rychlosti mohou ukazovat i prùmìrnou rychlost od zaèátku jízdy, maximální rychlost, dobu jízdy, poèet ujetých kilometrù od zaèátku jízdy nebo od doby uvedení computeru do provozu, frekvenci źlapání aj. �Obr. 4

1.3 Zrychlení

Bìhem jízdy vozidla se mìní velikost jeho okam¿ité rychlosti a v zatáèkách i její smìr. Probereme si nejprve podle obr. 5 jízdu zatáèkou. Za dobu ´t se vozidlo pøemístí z bodu A do bodu B a jeho rychlost se zmìní z v_1 na v_2. Bude-li doba ´t velmi krátká, zmìní se velikost i smìr rychlosti jen nepatrnì:

v_1 .= v_2 .= v , ´α ≪ 5^∘ .

V takovém pøípadì mù¿eme z obr. 5a,b odvodit vztahy:

´v = v_2 − v_1 = ´(v · Š) = ´v · Š + v · ´Š , |´Š | |Š | = |´Š | 1 = ´α = ´s R = v ´t R , ´Š = v ´t R n .

a) b) c)

d)

A A

B B

S v1

v1

v2 Δv · Š v · ΔŠ Δv

Š1 Š2

Š2

ΔŠ n a

a a t a t

a n a n v

v

Δs

R Δα Δα�Obr. 5_{Okam¿ité zrychlení de˛nované vztahema = ´v́t pro ´t → 0 (neboli a = limΔt→0 ´v́t = dvdt )pak mù¿eme vyjádøit ve tvaru:a = ´v́t Š + v ´Š́t = ´v́t Š + v2R n = a t + a n .Zrychlení pøi køivoèarém pohybu mù¿eme tedy rozlo¿it na dvì slo¿ky:Teèné zrychlení a t = ´v́t Š má velikost |a t| = at = | ´v́t | .5}

Urèuje èasovou zmìnu velikosti okam¿ité rychlosti. Jestli¿e se rychlost zvìtźuje, je zlomek^{Δv}_{Δt} kladný a teèné zrychlení má smìr vektoru okam¿ité rychlosti (obr. 5c). Zmenźuje-li se rychlost, je zlomek^{Δv}_{Δt} záporný a teèné zrychlení má opaèný smìr ne¿ vektor okam¿ité rychlosti (obr. 5d). Pøi rovnomìrném pohybu je teèné zrychlení nulové.

Normálové neboli dostøedivé zrychlení a_n = v 2 R n má velikost |a^n| = a^n = v^2 R a míøí v¿dy do støedu køivosti daného úseku trajektorie. Urèuje èasovou zmìnu smìru okam¿ité rychlosti.

Pøi pøímoèarém pohybu je normálové zrychlení nulové a celkové zrychlení chápeme i jako zrychlení teèné: a = a_t.

V dopravní kinematice, kde nás zajímá pøedevźím velikost okam¿ité rychlosti, se uplatní zrychlení teèné. Normálové zrychlení je naopak dùle¿ité pøi øeźení úloh z dynamiky jízdy v zatáèce, kterými se v tomto textu nebudeme zabývat.

2 Grafy v dopravní kinematice

K získání názorné pøedstavy o prùbìhu urèitého pohybu pou¿íváme grafy zobrazující závislost polohy nebo rychlosti na èase. Polohu vozidla na silnici mù¿eme urèit dráhou, kterou vozidlo projelo, jeho vzdáleností od vzta¿ného bodu nebo polohovou souøadnicí. U rychlosti vozidla mù¿eme sledovat, jak se mìní její velikost nebo polohová souøadnice.

Uká¿eme si to zjednoduźenì na pøíkladu kulièky, kterou polo¿íme na naklonìnou rovinu do bodu A a udìlíme ji poèáteèní rychlost v_0 vzhùru podél naklonìné roviny (obr. 6). Kulièka v èase t_1 dosáhne nejvyźźího bodu B, pak se vrací zpìt a v èase t_2 projede bodem A smìrem dolù. Pohyb popíźeme vzhledem ke vzta¿né soustavì, její¿ poèátek je v bodì O ≡ A a osa x smìøuje vzhùru podél naklonìné roviny. Je zøejmé, ¿e v èasovém intervalu ⟨0, t_1⟩ není rozdíl mezi dráhou s, vzdáleností d od poèátku a souøadnicí x. Neliźí se ani velikost rychlosti v a souøadnice v_x. Po dosa¿ení bodu B dráha s dále roste, ale vzdálenost d od poèátku a souøadnice x se zmenźují. Souøadnice rychlosti zmìní znaménko a nadále platí v_x = −v. Po prùjezdu bodem A se zmìní znaménko souøadnice x na záporné, ale vzdálenost d po dosa¿ení nuly se opìt zvìtźuje a nadále platí x = −d.

O ≡ A

B x

y O O t t x s s d

d

x t1 t1 t2 t2 v

v

vx vx v0�Obr. 6Také pøi gra˛ckém znázornìní pohybu dopravního prostøedku nemusíme_{v nìkterých pøípadech rozliźovat dráhu, vzdálenost od vzta¿ného bodu a po-lohovou souøadnici, pøípadnì velikost rychlosti a její souøadnici. Jindy naopakmusíme k rozdílùm mezi nimi pøihlí¿et.7}

2.1 Kinematika a gra˛cké znázornìní rovnomìrného pohybu

Na obr. 7 jsou grafy rychosti v(t) a dráhy s(t) rovnomìrného pohybu, pøi kterém se v èasovém intervalu ⟨t_1, t_2⟩ zvìtźila dráha z s_1 na s_2. Platí

´s = s_2 − s_1 = v (t_2 − t_1) = v´t .

Pøírùstek dráhy je tedy èíselnì roven obsahu vyźrafovaného obdélníka v grafu rychlosti. Dráha je lineární funkcí èasu, graf dráhy rovnomìrného pohybu je tedy èástí pøímky. Její rovnici mù¿eme vyjádøit ve tvaru: s − s_1 t − t_1 = s_2 − s_1 t_2 − t_1

= v , s = v(t − t_1) + s_1 .

O t t1 t2 v v(t)�

O t t t1 t2 s1 s2 s s(t) s α�Obr. 7Zvolíme-li na vodorovné a svislé ose stejná mìøítka, tj. jednotce èasu pøi-øadíme na vodorovné ose stejnì velký dílek jako jednotce dráhy na svislé ose,_{platí pro odchylku α grafu dráhy od vodorovné osytg α = {´s}{´t} = {v} .Smìrnice grafu | tg α | je èíselnì rovna velikosti rychlosti rovnomìrnéhopohybu. Èím strmìjźí je graf dráhy, tím vìtźí je rychlost. (To ovźem platí i pøijakékoliv jiné volbì mìøítek na osách.)Vhodnou volbou poèáteèních podmínek pohybu mù¿eme dojít i k jinýmrovnicím grafu dráhy, uvedeným na obr. 8.O tt1ss0 s = vts = vt + s0 s = v(t − t1)} ff O tt1 t2^{dd0 d1 = v1(t − t1)}d2 = d0 − v2(t − t2)^PfiObr. 8 Obr. 9_8

Chceme-li v jednom grafu zobrazit pohyby nìkolika dopravních prostøedkù, které se po komunikaci pohybují obìma smìry, pou¿ijeme místo grafu dráhy graf vzdálenosti od vzta¿ného bodu d(t). Jestli¿e napø. v èase t_1 vyjede z místa A nìjaké vozidlo stálou rychlostí v_1 smìrem k místu B le¿ícím ve vzdálenosti d_0 a v èase t_2 vyjede druhé vozidlo z místa B stálou rychlostí v_2 smìrem k místu A, mù¿eme jejich pohyby popsat rovnicemi

d_1 = s_1 = v_1(t − t_1)) , t_1 < t < t_1 + d_0 v_1 ,

d_2 = d_0 − s_2 = d_0 − v_2(t − t_2)) , t_2 < t < t_2 + d_0 v_2 , a zobrazit ve spoleèném grafu podle obr. 9. Z prùseèíku P obou èar pak snadno urèíme èas setkání obou vozidel a polohu místa, kde k setkání dojde. Ke stejnému výsledku dojdeme i øeźením rovnice d_1 = d_2.

Pøíklad 2.

Nákladní automobil vyjel v 7 h 00 min z Prahy do Brna po dálnici D1 a pohyboval se stálou rychlostí 80 km/h. Vzdálenost obou mìst je 200 km. V 7 h 30 min za ním vyjel osobní automobil jedoucí stálou rychlostí 110 km/h. Ve stejném okam¿iku vyjel na dálnici z Brna smìrem na Prahu jiný osobní automobil a udr- ¿oval stálou rychlost 100 km/h. Urèete, kdy a kde se nákladní automobil setká s obìma osobními automobily. Úlohu øeźte nejprve gra˛cky, potom poèetnì.

Øeźení Graf znázoròující, jak se mìní vzdálenosti vźech tøí vozidel od Prahy v závislosti na èase, je na obr. 10. K jeho sestrojení byly pou¿ity body zobrazující odjezdy jednotlivých vozidel z jednoho mìsta a pøíjezdy do druhého mìsta. { Nákladní automobil pojede z Prahy do Brna 2,5 h a pøijede tam v 9 h 30 min. { První osobní automobil pojede (200/110) h .= 1 h 49 min a do Brna pøijede u¿ v 9 h 19 min.

{ Druhý osobní automobil pojede 2 h a pøijede do Prahy v 9 h 30 min. Z polohy prùseèíkù P_1 a P_2 vyèteme, ¿e nákladní automobil se nejprve setká s osobním automobilem jedoucím od Brna a to v 8 h 23 min ve vzdálenosti 111 km od Prahy. Osobní automobil jedoucí od Prahy jej pøedjede v 8 h 50 min ve vzdálenosti 147 km od Prahy.

Pro poèetní øeźení napíźeme nejprve rovnice jednotlivých pohybù:

Nákladní automobil:

d_1 = v_1(t − t_1) , v_1 = 80 km/h, t_1 = 7, 0 h , 1. osobní automobil:

d_2 = v_2(t − t_2) , v_2 = 110 km/h, t_2 = 7, 5 h ,

2. osobní automobil:

d_3 = d_0 − v_3(t − t_3) , d_0 = 200 km, v_3 = 100 km/h, t_3 = 7, 5 h , Pøi výpoètu pou¿ijeme jednotky km, h a km/h. Vzdálenosti, kde doźlo k setkání vozidel, oznaèíme d^′ a d^{′′}, pøísluźné èasy t^′ a t^{′′}. Pro automobily jedoucí tým¿ smìrem øeźíme rovnici d_1 = d_2:

v_1(t^′ − t_1) = v_2(t^′ − t_2) −→ t^′ = v_2t_2 − v_1t_1 v_2 − v_1

= 8,833 h = 8 h 50 min ,

d^′ = v_1(t^′ − t_1) = 147 km .

Pro automobily jedoucí opaèným smìrem øeźíme rovnici d_1 = d_3:

v_1(t^{′′} −t_1) = d_0 −v_3(t^{′′} −t_3) → t^{′′} = d_0 + v_1t_1 + v_3t_3 v_1 + v_3

= 8,389 h = 8 h 23 min ,

d^{′′} = v_1(t^{′′} − t_1) = 111 km .

Poèetní øeźení úlohy není pøíliź slo¿ité, ale snadno v nìm pøehlédneme numerickou chybu. Ètení z grafu je spolehlivìjźí a dává i dostateènì pøesné výsledky, zejména kdy¿ pou¿ijeme milimetrový papír.

t h d km

P2 P1

7 8 9 10

100

Brno 200

Praha 0 n o1 o2qflObr. 10_{10}

2.2 Modelování reálného pohybu pomocí rovnomìrných pohybù

V pøíkladu 2. jsme øeźili úlohu o pohybech po dálnici, kde za ideálních podmínek mù¿eme jet stálou rychlostí. Nìkdy je mo¿né i slo¿itìjźí pohyby pøibli¿nì popsat jako nìkolik na sebe navazujících rovnomìrných pohybù.

Pøíklad 3 Cyklistické závody mláde¿e budou probíhat na trati dlouhé 29,5 km. Oèekáváme následující prùbìh jízdy: První úsek délky 6,0 km je po rovinì a cyklisté pojedou rychlostí 30 km/h. Na druhém úseku délky 2,0 km je mírné stoupání, cyklisté zmírní na 20 km/h. Následuje prudźí stoupání v délce 4,5 km, kde se rychlost cyklistù zmenźí na 15 km/h, a vodorovný úsek délky 9,0 km, který projedou opìt rychlostí 30 km/h. Do cíle zbývá mírné klesání a cílová rovinka, kde pøedpokládáme rychlost 36,0 km/h. a) Urèete celkovou dobu jízdy a prùmìrnou rychlost.

b) Sestrojte grafy rychlosti a dráhy. Porovnejte celkovou dráhu a obsah obrazce omezeného osou èasu a grafem rychlosti. Øeźení a) Nejprve urèíme doby prùjezdu jednotlivých úsekù a celkovou dobu jízdy.

t_1 = s_1 v_1

= 0,20 h = 12 min , t_2 = s_2 v_2

= 0,10 h = 6 min ,

t_3 = s_3 v_3

= 0,30 h = 18 min , t_4 = s_4 v_4

= 0,30 h = 18 min ,

t_5 = s_5 v_5

= 0,20 h = 12 min , t = t_1 + t_2 + t_3 + t_4 + t_5 = 1,10 h .

Prùmìrná rychlost bude

v_p = s t = 26,8 km/h .

b) Výsledky výpoètù vyu¿ijeme k sestrojení grafù na obr. 11. Obrazec ohranièený osou èasu a grafem rychlosti se skládá z obdélníkù, jejich¿ ploźné obsahy jsou èíselnì rovny souèinùm s_1 = v_1t_1, s_2 = v_2t_2 a¿ s_5 = v_5t_5. Jednotkový ploźný obsah má vyźrafovaný obdélníèek v levém dolním rohu obrazce, neboż 10 km/h · 0,1 h = 1 km. Celkový ploźný obsah obrazce je èíselnì roven celkové dráze závodníkù, s = s_1 + s_2 + s_3 + s_4 + s_5. Èasový prùbìh dráhy je zobrazen v grafu s(t).

Obr. 11 t h 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 t1 t2 t3 t4 t5 v km/h

10 20 30 40�_{th0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0}skm_{5101520}25_{rovnomìrný pohybprùmìrnou rychlostí}�_{V ¿eleznièní praxi se setkáváme s gra˛ckým jízdním øádem (gra˛konem),který znázoròuje, jak se mìní polohy vźech vlakù na urèité trati v závislosti naèase. Na obr. 12 vidíme èást takového gra˛konu pro traż Havlíèkùv Brod { Kolín{ Nymburk hl.n. Na horním a dolním okraji gra˛konu je èasová osa rozdìlenápo 10 minutách. U prùseèíku jednotlivých grafù s vynáźecími èarami stanicjsou umístìny malé èíslice, které èasový údaj upøesòují na minuty, pøípadnìpùlminuty (podtr¿ené èíslice | napø. 6 èteme jako 6 min 30 s). Na pravé stranìgra˛konu je svislá osa, na které èteme kilometrové polohy stanic, tedy jejichsouøadnice. Podobnì jako na dálnicích i podél ¿eleznic se nacházejí souøadnicovéznaèky. Jsou zhotoveny jako patníky rozmístìné pravidelnì po 100 metrech.ľikmé èáry gra˛konu zobrazují závislosti poloh vlakù na èase. Pohyby vlakùv obou smìrech jsou ovźem idealizovány, jako by se skládaly ze samých rovno-}

mìrných pohybù. Gra˛kon tedy popisuje reálné pohyby vlakù jen pøibli¿nì.

� �ff fiflffifflıȷ `´ˇ˘¯˚ ¸ßæœøÆ � �ff fiflffifflıȷ

Obr. 12

Úloha 1 Z gra˛konu na obr. 12 urèete prùmìrné rychlosti rychlíku è. 70 ANTONÍN DVOØÁK v úsecích Svìtlá nad Sázavou { Golèùv Jeníkov a Golèùv Jeníkov { Kolín. Kilometrové polohy stanic jsou 233,9 km, 267,1 km a 298,3 km.

Pøíklad 4 Cyklistické závody mláde¿e byly uspoøádány na okruhu délky 4 km, který museli závodníci projet 5krát. Pavel dosáhl prùmìrné rychlosti 40 km/h, Kája urazil jeden okruh za 7 min 30 s a Jirka dosáhl celkového èasu 42 min 30 s.

a) Urèete poøadí závodníkù v cíli.

b) Sestrojte graf závislosti polohy závodníkù na èase a odhadnìte, kdy a kde doźlo k pøedjetí nìkterého pomalejźího z uvedených tøí závodníkù závodníkem rychlejźím. Øeźení a) Pavel byl nejrychlejźí, jeden okruh projel za 0,1 h = 6 min. Jirka byl nejpomalejźí, jeden okruh projel za 8 min 30 s. Poøadí v cíli: Pavel, Kája , Jirka.

b) Pro urèení polohy závodníka na okruhu pou¿ijeme souøadnici x ∈ ⟨0, 4⟩km. Na konci okruhu se souøadnice závodníka zmìní ze 4 km na 0 km a znovu se zaèíná zvìtźovat. Z grafu na obr. 13 vidíme, ¿e Pavel pøedjel Jirku o jedno kolo pøi svém ètvrtém okruhu. Èas a místo pøedjetí urèíme výpoètem:

v_1t = v_3t + 4000 m , kde v_1 = 11,11 m·s^{−1}, v_3 = 7,843 m·s^{−1} . t = 4000 m v_1 − v_3

= 1224 s .= 20,4 min , x = v_1t − 12 000 m .= 1600 m .

V okam¿iku, kdy Pavel dojí¿dìl do cíle, zbývalo Kájovi jeźtì jedno kolo.

t min x km

0 10 20 30 4040

1 2 3 4ff^{PavelKájaJirka}fiObr. 13_{14}

Úloha 2 Autobusová linka MHD spojuje místa A, B. Jejich vzdálenost je 18 km a autobus ji pøekoná za 42 minut. První autobus vyjí¿dí z koncové stanice A v 6 h 0 min, dalźí v pravidelných intervalech 10 min. V koncové stanici B èekají 8 min a vracejí se po stejné trase zpìt. Zpáteèní jízda trvá rovnì¿ 42 minut. Kolik autobusù jedoucích v protismìru potká cestující, který vyjí¿dí ze stanice A v 7 h 0 min, a kolik cestující, který vyjí¿dí ze stanice A v 8 h 0 min? V jakých èasových intervalech je budou potkávat?

V autobusové a nákladní dopravì se pou¿ívají tachografy, které zapisují na kotouèek papíru okam¿itou rychlost vozidla a ujetou dráhu v závislosti na èase . Èást takového záznamu je na obr. 14. Èára 1 je graf okam¿ité rychlosti. Èára 2 popisuje èinnost øidièe (øízení, jiná práce, èekací doba, odpoèinek). Zubatá èára 3 registruje chod poèítadla kilometrù | bìhem pøechodu z jedné krajní polohy do druhé ujede vozidlo 5 km. Na rozdíl od ¿eleznièního gra˛konu, který je pøibli¿ný, poskytuje záznam z tachografu pøesné informace o skuteèném prùbìhu sledované jízdy.

Obr. 14 1 2 3�^{`´^~¨˝}˚ˇ˘¯˙¸_{˛‚‹›“”„«»–—V naźí ukázce se automobil pohyboval od 16 h 52 min do 18 h 20 min podálnici a od 18 h 30 min do 19 h 20 min po okresní silnici s hustým provozem.První èást jízdy se dá pøibli¿nì modelovat rovnomìrným pohybem, pøi kterém15}

automobil ujel za 88 min dráhu 114 km (odeèteno z èáry 3) a pohyboval se rychlostí 78 km/h.

Druhá èást jízdy byla mnohem slo¿itìjźí. Automobil se nìkolikrát musel zastavit a znovu rozjet. Za 50 min ujel jen 40 km a dosáhl prùmìrné rychlosti 48 km/h. Takovýto komplikovaný dìj u¿ nemù¿eme výsti¿nì modelovat rovnomìrnými pohyby. Jednotlivá rozjí¿dìní a zastavení se vźak dají dosti pøesnì popsat jako pohyby rovnomìrnì zrychlené a rovnomìrnì zpomalené.

2.3 Urèení okam¿ité rychlosti z grafu dráhy pøi nerovnomìrném pohybu

V èlánku 2.1 jsme se zabývali grafem dráhy rovnomìrného pohybu. Ten le¿í v pøímce, její¿ smìrnice je, pokud zvolíme na ose èasu stejné mìøítko jako na ose dráhy, èíselnì rovna velikosti konstantní rychlosti pohybu.

Grafem dráhy nerovnomìrného pohybu je køivka (obr. 15). Smìrnice seèny grafu, která prochází bodem A o souøadnicích [t_1, s_1] a bodem B o souøadnicích [t_2, s_2], je èíselnì rovna prùmìrné rychlosti v èasovém intervalu ⟨t_1, t_2⟩:

tg α =

{s_2 − s_1} {t_2 − t_1} = {´s} {´t} = {v_p} . O t t_1 t_2 s_1 s_2 s s(t)

A

B

B^′ B^{′′} α

α_1—

Obr. 15

Chceme-li urèit okam¿itou rychlost v èase t_1, musíme èasový interval ´t zmenźit k nule. Bod B se pøes body B^′, B^{′′} pøiblí¿í k bodu A a seèna grafu pøejde v teènu v bodì A. Velikost okam¿ité rychlosti v èase t_1 je tedy èíselnì rovna smìrnici teèny grafu v bodì A:^1) v(t_1) = tg α_1 .

Pøi pohybu dopravního prostøedku se okam¿itá rychlost v¿dy mìní spojitì (pokud ovźem nedojde k nìjaké havárii). Proto se spojitì mìní i sklon grafu dráhy. Graf má podobu hladké èáry bez ostrých zlomù.

1Právì popsaný postup se ve vyźźí matematice nazývá derivování funkce s(t) v bodì t = t_1 a zapisuje se vztahem v(t_1 ) = lim_{Δt}!_0 s(t^1 + ´t) − s(t^1) ´t .

2.4 Urèení dráhy nerovnomìrného pohybu z grafu rychlosti

Známe-li graf rychlosti nerovnomìrného pohybu a chceme-li urèit pøírùstek dráhy v èasovém intervalu ⟨t_1, t_2⟩, mù¿eme postupovat podobnì jako v pøíkladu 3 a nahradit nerovnomìrný pohyb øadou po sobì jdoucích rovnomìrných pohybù. Èasový interval rozdìlíme na malé dílèí intervaly velikosti ´t, ve kterých se velikost okam¿ité rychlosti zmìní jen nepatrnì. Mù¿eme tedy pohyby v tìchto dílèích intervalech pøibli¿nì nahradit rovnomìrnými pohyby s rychlostmi rovnými skuteèným okam¿itým rychlostem na poèátcích dílèích intervalù. Grafem rychlosti takto získaného náhradního pohybu je þschodováß èára, která se liźí od grafu skuteèného pohybu tím ménì, èím kratźí intervaly ´t zvolíme (obr. 16).

Elementární pøírùstek dráhy náhradního pohybu ´s = v´t v ka¿dém dílèím intervalu je èíselnì roven obsahu jednoho obdélníkového prou¿ku (v obr. 16 vyznaèeno źrafovanì). Celá dráha náhradního pohybu je èíselnì rovna obsahu vyteèkované plochy. Pøi velmi jemném dìlení (´t → 0) se náhradní pohyb prakticky neliźí od skuteèného pohybu a vyteèkovaná plocha pøejde v obrazec omezený grafem rychlosti skuteèného pohybu a osou èasu (obr. 17).

Vztah mezi poèáteèní hodnotou dráhy s_1, koneènou hodnotou dráhy s_2 a obsahem vyteèkovaného obrazce P je tedy s_2 − s_1 = P , pøièem¿ jednotkový obsah má obdélník, jeho¿ jednu stranu tvoøí jednotková úseèka na ose èasu a druhou stranu jednotková úseèka na ose rychlosti. Jestli¿e èas vynáźíme v sekundách a rychlost v m·s^{−1}, odpovídá jednotkovému obsahu dráha 1 m. Vynáźíme-li èas v hodinách a rychlost v km · h^{−1} jako v pøíkladu 3, odpovídá jednotkovému obsahu dráha 1 km.^2)

O t t1 t2 Δt v

v

Δs = v · Δt v(t)ffi

O t t1 t2 v

v(t) PfflObr. 16 Obr. 172_{Právì popsaný postup se ve vyźźí matematice nazývá integrace funkce v(t) v intervalu⟨t1, t2⟩ a získaný výsledek se zapisuje vztahem s2 − s1 = t2∫t1 v dt .17}

2.5 Kinematika a gra˛cké znázornìní rovnomìrnì zrychleného a rovnomìrnì zpomaleného pohybu

Rovnomìrnì zrychlený je ka¿dý pohyb, pøi kterém se velikost okam¿ité rychlosti v závislosti na èase rovnomìrnì zvìtźuje. Teèné zrychlení a_t má konstantní velikost a stejný smìr jako okam¿itá rychlost v . Pøi rovnomìrnì zpomaleném pohybu se velikost okam¿ité rychlosti v závislosti na èase rovnomìrnì zmenźuje. Teèné zrychlení a_t má konstantní velikost a opaèný smìr ne¿ okam¿itá rychlost v .

Je-li pohyb pøímoèarý, nevzniká normálové zrychlení a celkové zrychlení a se uplatòuje jako zrychlení teèné, a_t = a . V úlohách z dopravní kinematiky èasto pou¿íváme oznaèení a pro teèné zrychlení i v pøípadech, kdy se jedná o pohyb køivoèarý, ale zajímáme se jen o velikost okam¿ité rychlosti a její smìr nás nezajímá. Této nepøesnosti se dopustíme i v následujících odstavcích.

Rovnomìrnì zrychlené a rovnomìrnì zpomalené pohyby probíhají obvykle jen na krátkých úsecích trajektorie. Proto je vhodné pøi výpoètech pou¿ívat pouze hlavní jednotky soustavy SI. Budeme tedy dráhu urèovat v metrech, èas v sekundách, rychlost v m·s^{−1} a zrychlení v m·s^{−2}.

Prùbìh rovnomìrnì zrychleného pohybu s nulovou poèáteèní rychlostí znázoròují grafy na obr. 18. Ze zákona rychlosti v = at odvodíme zákon dráhy. Dráha ura¿ená od zaèátku pohybu je èíselnì rovna obsahu trojúhelníka omezeného grafem rychlosti. Polo¿íme-li s_0 = 0 (pøed startem vynulujeme poèítadlo kilometrù), platí s = vt 2 = 1 2 at^2 = v^2 2a .

O t v v = at

vt 2“_{O t}s s = 12 at2«_{18}

O t v

v0 v = v0 + at

(v0 + v)t 2”_{O t}s s = v0t + 12 at2_{v0t}»^{Prùbìh rovnomìrnì zrychleného pohybu s nenu-lovou poèáteèní rychlostí v0 znázoròují grafy naobr. 19. Zákon rychlosti má tvar}v = at + v0 .Dráhu ura¿enou v èasovém intervalu ⟨0, t⟩ urèímejako obsah lichobì¿níka. Polo¿íme-li opìt s0 = 0,platí_{s =} (v0 + v)t_{2 =} (v0 + v0 + at)t_{2 = v0t +} 1_{2at}2_{.Obr. 19Prùbìh rovnomìrnì zpomaleného pohybu s po-èáteèní rychlostí v0 znázoròují grafy na obr. 20.Pohyb mù¿e probíhat a¿ do zastavení po dobutb, kterou nazýváme brzdná doba. Zákon rychlostimá tvar v = v0 − at ,dráhu ura¿enou v èasovém intervalu ⟨0, t⟩, kdet < tb, urèíme opìt jako obsah lichobì¿níka.Polo¿íme-li s0 = 0, platís = (v0 + v)t2 = (v0 + v0 − at)t2 = v0t − 12 at2 .obr. 20 O ttbvv0 v = v0 − at(v0 + v)t2}„_{O ttbssb s = v0t − 12 at2v0t} –Celková dráha sb rovnomìrnì zpomaleného pohybu se nazývá brzdná dráha.Vztahy mezi brzdnou dobou tb, poèáteèní rychlostí v0, brzdnou dráhou sb a ve-_{likostí teèného zrychlení a pøipomínají zákony rovnomìrnì zrychleného pohybus nulovou poèáteèní rychlostí:tb = v0a , sb = v0tb2 = 12at2b = v202aKdybychom toti¿ na˛lmovali rovnomìrnì zpomalený pohyb nìjakého vozidla a¿do zastavení a pak ˛lm pustili pozpátku, dostali bychom rovnomìrnì zrychlenýpohyb s nulovou poèáteèní rychlostí, pøi kterém by couvající vozidlo v èaset = tb dosáhlo rychlosti v = v0. 19}

2.6 Modelování reálných pohybù pomocí rovnomìrných a rovnomìrnì promìnných pohybù

Pøíklad 4 Automobil jedoucí rychlostí 110 km/h zaèal brzdit a zastavil se na dráze 100 m. Jakou rychlostí se pohyboval ve vzdálenosti 10 m pøed místem zastavení?

Øeźení Budeme pøedpokládat, ¿e celé brzdìní probìhlo jako pohyb rovnomìrnì zpomalený s poèáteèní rychlostí v_0 = 110 km/h a celkovou brzdnou dráhou s_b = 100 m. Do posledního úseku brzdné dráhy o délce s_1 = 10 m vjel automobil s poèáteèní rychlostí v_1. Ze vztahu pro výpoèet brzdné dráhy vyjádøíme velikost zrychlení:

s_b = v^{20}2a , a = v^{20}2s_b = v^{21}2s_1 = konst. .

Úpravou dostaneme: ( v_1 v_0

)_2 = s^1s_b , v_1 = v_0 √ s_1 s_b = 10 km · h^{−1} · √ 0,10 = 35 km · h^{−1} .

Ke stejnému výsledku mù¿eme dojít z grafu rychlosti na obr. 21. Celková brzdná dráha a poslední úsek brzdné dráhy jsou èíselnì rovny obsahùm vyźrafovaného a vyteèkovaného trojúhelníka. Pomìr obsahù podobných trojúhelníkù je roven druhé mocninì pomìru podobnosti:

s_1 s_b = k^2 = ( v_1 v_0

)_2 . O tt_b v v0 v1Obr. 21_{Pøíklad 5Urèete, jakou dobu potøebuje osobní vlak k pøekonání vzdálenosti 2,4 kmmezi sousedními stanicemi, jestli¿e se rozjí¿dí se stálým zrychlením o velikosti0,70 m · s−2, po dosa¿ení maximální rychlosti 90 km/h se pohybuje rovnomìrnìa nakonec brzdí se zrychlením o velikosti 0,55 m · s−2 a¿ do zastavení. Sestrojtegraf rychlosti a graf dráhy popsaného pohybu.ØeźeníOznaèení daných velièin:sc = 2400 m, vm = 90 km · h−1 = 25 m·s−1, a1 = 0,70 m·s−2, a3 = 0,55 m·s−2.Rozjezd a zastavení vlaku budeme nejprve vyźetøovat jako samostatné po-hyby. Vlak potøeboval k rozjezdu dráhu s1, kterou projel za dobu t1. Brzdìní20}

probìhlo na dráze s_3 za dobu t_3. Platí:

t_1 = v_m a_1

.= 36 s, s_1 = v^2_m 2a_1

.= 450 m, t_3 = vm a_3

.= 45 s, s_3 = v^2_m 2a_3

.= 570 m.

Na rovnomìrný pohyb zbývá dráha s_2, kterou vlak projede za dobu t_2: s_2 = s_c − s_1 − s_3 .= 1380 m, t_2 = s^2v_m = 55 s Celková doba jízdy je t_c = t_1 + t_2 + t_3 = 136 s.

Graf rychlosti na obr. 22 má tvar lichobì¿níka. Z nìj mù¿eme odvodit jednoduźźí výpoèet celkové doby jízdy. Platí:

s_c = v_mt_c − v_mt_1 2 − v_mt_3 2 , t_c = s_c v_m + t_1 2 + t_3 2 = s_c v_m + v_m 2a_1 + v_m 2a_3 . Graf dráhy na obr. 22 se skládá z úseèky a dvou úsekù paraboly. Jednotlivé èásti na sebe plynule navazují. Parabolu v prvním úseku popisuje funkce s = 12 a_1t^2. Parabolu ve tøetím úseku popisuje funkce s = s_c − 12a_3(t_c − t)^2. (Uva¿te, jak by vypadal pozpátku puźtìný ˛lmový záznam pohybu.) Pøi kreslení grafu byla pou¿ita tabulka:

t/s 0 10 20 36 91 116 126 136 s_m 0 35 140 450 1830 2290 2370 2400

Obr. 22 O ts t1 t1+t2 tc 50 150 100 s m v m·s�1 v(t)

s(t) 1000

2000

10

20 30|à21

Úloha 3 Automobil se rozjí¿dìl tak, ¿e pøi zaøazené þjednièceß dosáhl bìhem prvních dvou sekund rychlosti 27 km/h, bìhem dalźích tøí sekund pøi zaøazené þdvojceß dosáhl rychlosti 54 km/h. Pak øidiè zaøadil þtrojkuß a bìhem dalźích tøí sekund dosáhl rychlosti 72 km/h, zaøadil þètyøkuß a bìhem pìti sekund dosáhl rychlosti 90 km/h, zaøadil þpìtkuß a pokraèoval v jízdì stálou rychlostí 90 km/h. Po deseti sekundách rovnomìrného pohybu si øidiè vźiml, ¿e nemá dobøe upevnìný náklad, zaèal brzdit a bìhem devíti sekund zastavil, aby závadu odstranil. Rozjezd pova¿ujte za sérii rovnomìrnì zrychlených pohybù a brzdìní za rovnomìrnì zpomalený pohyb. Nakreslete graf rychlosti a urèete celkovou dráhu automobilu.

Úloha 4 Sprinter probìhl dráhu 100 m za 9,90 s. Pøedpokládejme, ¿e prvních 30 m se rozbíhal rovnomìrnì zrychleným pohybem, a pak bì¿el stálou rychlostí a¿ do cíle. Urèete rychlost v druhé èásti pohybu.

Úloha 5 Na køi¿ovatce zastavila þna èervenouß dvì vozidla v sousedních jízdních pruzích. Po zmìnì svìtelné signalizace þna zelenouß vyrazila obì vozidla tak, ¿e první vozidlo dosáhlo rychlosti 60 km/h, která je v tomto úseku povolena, za 8,3 s a druhé vozidlo za 12,5 s.

a) Rozjezd obou vozidel zakreslete do grafu v(t). Do tého¿ grafu také zakreslete, jak se mìnila v závislosti na èase velikost relativní rychlosti vozidel, tj. velikost rychlosti, kterou mìlo jedno vozidlo ve vzta¿né soustavì spojené s druhým vozidlem.

b) Sestrojte graf, který znázoròuje, jak se bìhem rozjezdu mìnila vzájemná vzdálenost obou vozidel v závislosti na èase. Potøebné vztahy odvoïte z grafu relativní rychlosti.

Výsledky úloh

1. 69 km/h, 87 km/h

2. Úlohu nejsnáze vyøeźíme pomocí jednoduchého gra˛konu. Z nìj vyèteme, ¿e první cestující potká 6 autobusù jedoucích v protismìru a druhý jich potká 9. Budou-li se autobusy pohybovat stálou rychlostí, bude je potkávat pravidelnì ka¿dých 5 minut.

6 t h x km

7 8 9

18ĄflObr. 23_{3. O tsvm·s�1 10 20 301020}ı_{Obr. 24s = v1t12 + (v1 + v2)t22 + (v2 + v3)t32 + (v3 + v4)t42 + v4t5 + v4t62 .= 570 m .23}

4. Z grafu rychlosti odvodíme:

v_mt_c = 2s_1 + s_2 ,

v_m =

2s_1 + s_2 t_c = 130 m 9,9 s = = 13,1 m·s^{−1} = 47,3 km · h^{−1} . O t tc v vm

s1 s2

Obr. 25ȷ

5. Dané velièiny: v_m = 60 km/h = 16,7 m·s^{−1}, t_1 = 8,3 s, t_2 = 12,5 s.

a) Graf rychlosti je na obr. 26. Relativní rychlost v_r vozidel se nejprve rovnomìrnì zvìtźovala a v èase t_1 dosáhla maximální hodnoty v_{rm} = v_m − v_m t^1t_2 = v_m t^2 − t^1t_2 .

Po dosa¿ení maxima se rovnomìrnì zmenźovala a v èase t_2 klesla na nulu. b) Vzájemná vzdálenost vozidel v urèitém èase je èíselnì rovna obsahu obrazce ohranièeného grafem relativní rychlosti. Pro 0 < t < t_1 platí: v_r = v_{rm} tt_1 , d = v^rt2 = v^m(t^2 − t^1)t^22t_1t_2 .

V èase t = t_1 dostáváme: d_1 = v^{rm}t^12 = v^m(t^2 − t^1)t^12t_2 .= 23 m . V èase t = t_2 dosáhne vzdálenost vozidel hodnoty

d_m = v^{rm}t^22 = v^m(t^2 − t^1)2 .= 35 m a dále ji¿ neroste (obr. 27).

Pro t_1 < t < t_2 platí: v_r = v_{rm} t^2 − tt_2 − t_1 ,

d = d_m − v^r(t^2 − t)2 = v^m(t^2 − t^1)2 − v^m(t^2 − t)^22t_2 = v^m(2t^2t − t^1t^2 − t^2)2t_2 . v m·s�1

t s t1 t2 vm

vrm vr v1 v2

5 10 15 0

10 20ffi^{dmdmd1} tst1 t25 10 15010^{203040}fflObr. 26 Obr. 27_{24}