ODPOROVE SILY
Studijni text pro Fesitele FO a ostatni zajemce o fyziku
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Uvod

V textu predkladdme Etenafum soustavné pojednédni o odporovych silach
a o jejich vlivu na pohyb téles. V mechanice se Casto fesi problémy za velmi
zjednodusujicich predpokladi, odporové sily se zanedbavaji. Tim mize dojit
k podstatnému zkresleni reality.

Jako piiklad zna¢ného vlivu odporu prostifedi na pohyb téles miZeme uvést
§ikmy vrh. Problém casto feSime, jako by $lo o pohyb ve vakuu. To lze ve
vzduchu s dostateénou presnosti pfedpokladat jen pfi malych rychlostech fadu
10m-s—!. Piijde-li vSak napf. o puskovou stielu vystielenou po¢ateéni rychlosti
900m-s~! pod eleva¢nim tihlem 30°, bude skute¢na délka vrhu (tj. dostiel)
¢init pouhych 6% délky, kterou bychom vypocetli pro vakuum.

Uéinek odporovych sil na pohyb téles je ale nejen nepfiznivé omezujici. Jako
pfiklad uvedeme uZzite¢ny ucinek t¥eni, ktery ndm umoziuje chizi, aniz bychom
si to bézné uvédomovali. Staéi vSak, dojde-li k podstatnému zmenseni souéini-
tele tfeni pri naledi a mame znemoznénou chuzi i jizdu automobilem.

PredloZeny studijni text se zabyva vSemi druhy odporovych sil, se kterymi
se miZeme setkat v mechanice. Pfedevsim je to tfeni vznikajici mezi pevnymi
télesy. Dalsi vyznamnou skupinou odporovych sil jsou sily v tekutinich puso-
bici proti pohybu pevnych téles, kterd se pohybuji riznymi rychlostmi véetné
rychlosti srovnatelnych s rychlosti zvuku v daném prostiedi.

V textu jsme se snazili o obecny rigorézni vyklad, ktery bézné stredoskolské
ucebnice kvili obtiznosti postradaji. K ilustraci vykladu je v textu zafazeno
7 feSenych prikladi. Na konci textu je zaddno 15 1loh, jejichZ samostatnym
feSenim Ctendf ziskd urcitou zbéhlost v feSeni podobnych problému napi. ve
fyzikalni olympiadé. Pro kontrolu spravnosti jsou uvedeny i vysledky.

Na predlozeny text bude volné navazovat druhy dil ,,Vliv odporovych sil na
pohyb téles“.



1 Odpor pti pohybu téles

Pohybuji-li se vaci sobé dvé dotykajici se télesa stejného nebo ruzného sku-
penstvi, pusobi proti jejich vzdjemnému pohybu sila, které fikdme odporovd
stla. Ze zkuSenosti vime, Ze tato sila ma opacny smér nez relativni rychlost, a
Ze obecné je néjakou funkci rychlosti télesa. Lze ji vyjadfit ve tvaru

F=—f(o)v’, (1)

kde v® = v /v je jednotkovy vektor ve sméru rychlosti. Funkce f(v) obecné po-
pisuje velikost odporové sily v zavislosti na rychlosti. Jeji tvar vyplyva z teorie
nebo z experimentu.
Casto uzivame specidlniho tvaru funkce f(v) a misto obecného vztahu (1)
piSeme
F = —kv"v°, (2)

kde k je konstanta, kterd vyplyva z experimentu nebo teorie a n je realné ¢islo,
jez v jednoduchych ptipadech odporovych sil muze byt 0, 1 nebo 2.

P#i rotaci pevného télesa (nap¥. v lozisku) se odpor projevuje momentem
odporové sily, ktery je namiren proti rotaci. Odvaluje-li se rota¢ni pevné téleso
po realné podlozce, vznika valivy odpor, ktery se opét projevuje momentem sily
namifenym proti rotaci, resp. proti odvalovani.



2 Treni mezi pevnymi télesy

2.1 Klidové (statické) t¥eni

Povrch realnych téles a povrch napf.
podlozky, na niz télesa spocivaji, neni
dokonale hladky. Drsnost povrchu zpu-
sobuje, ze téleso se vici podlozce uvede
do smykového pohybu, az kdyZz pusobici
sila prekrodi jistou velikost. Snadno si
to ovéiime pokusem podle obr. 1. Téle-
so uvadime do pohybu prostfednictvim
pruziny siloméru a zjistime, ze pohyb
nastane, az kdyz

Obr.1. Téleso se zafne pohybovat, aZ
kdyz sila F prekrodi jistou velikost

F = Fyp = fokn, 3)

kde fo je soucinitel klidového (statického) treni a F, je normdlové sila, kterd
pusobi kolmo na stykovou plochu a pfitlacuje téleso k podloZce. Podlozka na-
opak pusobi na téleso reakci N (nositelka této sily je rovnobéZné posunuta
vzhledem k nositelce sily F,; podrobny rozbor sil provedeme v obr. 3). Sila F,
ktera spliiuje podminku Fy < Fyq se nazyva sila klidového treni. Tato sila tedy
zarucuje, ze se stykové plochy vici sobé nepohybuji, a je tomu pfizpusobena jeji
velikost i smér. Maximdlni velikost sily Fio je ddna vztahem (3), po poruSeni
této podminky se zacina téleso smykat.

Pokusy muzeme piesnéji provadét na
sklonném drsnoméru (tribometru) podle
obr. 2, kde silou uvadéjici téleso do po-
hybu je slozka F' = F; sina tihové sily
F. = mg. Téleso se dostane do po-
hybu pfi splnéni podminky F; sinag =
= foFn = foFscosag, tedy pri sklonu
pod thlem «g, ktery spliiuje

Obr. 2. Sklonny drsnomér (tribometr)

tgao = fo- (4)

Uhel aq se nazyvé klidovy tihel treni.

Nyni provedeme podrobnou analyzu sil a jejich momentt pusobicich na té-
leso z obr. 1, které se nachazi v meznim stavu klidového tieni, kdy sila tfeni Fy =
= Fio. Na téleso piusobi sily (viz obr. 3)

e F, = F, — pfitla¢n4 sila (rovna tihové sile),
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e F — sila, ktera ma tendenci uvést téleso do pohybu,
e F;o — sila mezniho klidového tfeni (3),
o N — reakce podlozky.

Nositelka sily F necht prochézi hmotnym
stfedem S (t&ziStém) ve vzdélenosti a od
podlozky, vzdalenost b nositelky reakce N

od S budeme urcéovat.

Soustava na obr. 3 je v rovnovaze, takze
soucet sil ve vodorovném a svislém sméru i
soucet momenti (napf. vzhledem k bodu S)
musi byt nulovy:

b o enitt (111

N —Fy =0, Obr. 3. Sily pusobici na téleso v mez-
Nb— Figa =0. nim stavu klidového t¥eni

Ze tieti rovnice vzhledem ke vztahu (3) dostaneme

F F;
b:Wwa:F—t:a:foazatgao, (5)

kde ag je klidovy thel t¥eni (4). Vyslednice R reakci podlozky musi ziejmé
prochdzet bodem S, jinak by se téleso otacelo.

Vyznamny je poznatek (5), Ze reakce M podlozky je pfedsunuta pfed pritlac-
nou silu Fy; z toho plyne, Ze rozloZeni tlaku p, ve stykové ploSe musi byt nerov-
nomérné (obr. 3). Pokud by a bylo takové, ze klopny moment sily F k hrané A
(tj. Fa) nebude moci byt vyrovnin momentem dvojice sil F,, N (tj. Nb), dojde
k preklopeni télesa kolem hrany A. Potvrzuje to zkuSenost napt. s pfesouvanim
skiiné po podlaze — efektivni je tahnout ji u dna, jinak ji snadno pfeklopime.

Bude-li pro pusobici silu F na obr. 1 platit F < fgF;, nedojde k pohybu
télesa. Na této vlastnosti je zaloZena fada dulezitych ¢innosti a technickych
funkci: chiize, pohyb kolovych vozidel, spojovaci funkce hiebiku, klinu a §roubu,
pfenos momentu sily femenem, tieci spojkou atp. Pfi zméné soucinitele klido-
vého tfeni (ndledi, olej) dochdzi k poruchdm popsanych funkci.

Velikost soucinitele klidového tieni zavisi na vlastnostech povrchi, které se
stykaji — na drsnosti a na materidlu stykajicich se povrchi. Soudinitel fy a
uhel ap muzeme najit v tabulce 1 na konci tohoto textu.



2.2 Kuzel treni

Necht na téleso (o jehoZ tize zde ne-
uvazujeme) pusobi sila F, jejiz nositelka
svird s normalou stykové plochy thel [
(viz obr. 4). Bude-li splnéna podminka

Fy = FsinB < foFyn = foF cosf,

nebude se téleso pohybovat. Tuto pod-
minku muZeme psat ve tvaru

tg B < fo = tga,

Fn" F

kde jsme zavedli thel tfeni ag podle (4). Obr. 4. Kugel tieni
Ir.4. uzel treni

Bude-li tedy
IB S Qp,

téleso se nebude pohybovat. Vyjadifeno geometricky: k pohybu nedojde, bude-li
nositelka sily F prochazet vnitifkem nebo v meznim pripadé plastém kuzele
o vrcholovém thlu 2ag, ktery je opsin kolem norméaly v misté dotyku A (viz
obr. 4). KuZel se nazyva kuZel treni.

2.3 Smykové (dynamické) tieni

Pii pokusech na zafizenich popsanych na obrazcich 1 a 2 miZeme zjistit,
Ze po uvedeni télesa do pohybu je sila potfebna k udrZeni jeho rovnomérného
pfimocarého pohybu mensi nez popisuje vztah (3). Jev se nazyva smykové (dy-
namické) treni a tecnd sila, kterd se pfi ném projevuje se nazyva sila smykového
treni. MuZeme ji charakterizovat jako mechanicky odpor, ktery vznika ve sty-
kové plose dotykajicich a pohybujicich se pevnych téles pfitlacovanych k sobé
urcitou silou. Déj provazi zahfivani stykovych ploch, elektrovani téles, mecha-
nické porusovani stykovych ploch apod. Dusledkem téchto doprovodnych jevi
je tbytek (ztrdta) mechanické energie pfi smykovém tieni.

Pro silu smykového tfeni muZzeme psat

F. = —fF,/°, (6)
kde v je jednotkovy vektor ve sméru pohybu a f je soucinitel smykového trent,
ktery obdobné jako fy zdvisi na materidlech stykajicich se téles, na drsnosti je-

jich povrchii. MiZzeme jej uréit experimentalné na tribometru (obr. 2) pomoci
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thlu a, pfi kterém se téleso bude pohybovat stalou rychlosti. Za stejnych pod-
minek vzajemného styku téles plati nerovnost

f=tga <tgag = fo. (7)

Soudinitel f a thel a pro nékteré latky mizeme najit v tabulce 1 na konci textu
spole¢né s jejich hodnotami pro klidové tfeni.

Z experimentt vyplyva, Ze soufinitel smykového t¥eni (7), resp. sila (6), ne-
zavisi na velikosti plochy stykajicich se téles ani na rychlosti jejich vzajemného
pohybu. To ovSem znamend, Ze sila (6) nezdvisi ani na zméné rychlosti, tedy
na zrychleni. Tim je nezavisla rovnéz na silach pisobicich ve sméru pohybu.

Soucinitel smykového tieni 1ze oviem povazovat za konstantni jen v jistém
rozmezi rychlosti a normdlové sily. Ve skute¢nosti je f = f(v, F},), pfitemz tato
zavislost muze byt vyznamnd pii velkych rychlostech a silach.

Druhotnym efektem pfi t¥eni je zahtivani stykajicich se ploch v dusledku disi-
pace (rozptylu) mechanické energie. Neni-li tfeni suché, je-li tedy mezi styénymi
plochami viskézni kapalina (mazivo), zmensuje se zahfivanim jeho viskozita a
tfeci sila se zmensuje. Muze jit také o pruzné plastické chovini materidlu sty-
kajicich se ploch. Popsané déje mohou mit za nasledek napf. zmenseni Géinku
brzd automobilu (nebo jejich Gplné selhdni) p¥i dlouhotrvajicim brzdéni (pf¥i
sjizdéni tahlého kopce musi té7ké automobily brzdit motorem).

Vlastnosti smykového t¥eni poprvé popsal francouzsky fyzik Ch. A. Coulomb
(1736-1806), a proto se smykové tieni také nékdy nazyva Coulombovo treni.

Nase dosavadni uvahy o tfeni byly zaloZzeny jen na experimentalnich po-
znatcich a jeho pfic¢inu jsme pfipisovali vét§im ¢i mensim nerovnostem (drs-
nosti) stykajicich se ploch a druhu materidlu téchto ploch. To byl makrosko-
picky pohled na jev.

Fyzikalni podstata t¥eni je v8ak mnohem slozit&jsi, nebot sily tfeni maji
elektromagnetickou povahu, jejiz pfi¢iny je tfeba hledat v molekulach, resp.
atomech, stykajicich se latek. Nerovnosti sty¢nych ploch se na trovni atomi
projevuji v nepravidelnostech jejich uspofdddni (ve shlucich). Ve stykajicich
se plochéch téles existuje mnoho sty¢nych plosek, v nichz se atomy silnéji vza-
jemné pfitahuji (resp. vazi) nez v jinych mistech. P¥i smyku téles vznika v téchto
mistech deformace shluku atomil, poté se atomy vzajemné odtrhnou a dochazi
k jejich kmitdni, to vyZaduje energii. Proces se projevi spotfebou (ibytkem)
makroskopické mechanické energie (jako zaporné price tieci sily pfi posunu
télesa). Ubytek mechanické energie se pak projevi vzriistem kinetické energie
atomu resp. molekul, zvétsi se vnitini energie télesa a podlozky, oboji se za-
hieje. ProtoZe popsand vazba mezi atomy na sty¢né plose se bude zvétSovat
s pritlac¢nou silou F,, je sila tfeni amérna této sile.



Piiklad 1 — tyé opieni o zed

UvaZujte homogenni ty¢ opfenou o vodorovnou a svislou sténu. Soucinitel
klidového tfeni uvazujte v obou mistech dotyku stejny fo = 0,20. Vypoctéte pro
jaky nejmensi thel sklonu 3, méfeny od vodorovné roviny, ty¢ jesté nesklouzne.

Reseni

Na ty¢ pusobi kromé jeji tihy F; také re-
akce Ry, R> v bodech dotyku s vodorovnou a
svislou sténou. V disledku existence klidového
tfeni nejsou tyto sily kolmé na stény, nybrz maji
vedle normalovych slozek N;, N> jesté tecné
slozky Ty, T,, které v meznim pfipadé, kdy
jesté nedojde ke sklouznuti, nabyvaji velikosti
T1 = foNl, T2 = f0N2 (ViZ obr. 5)

Staticka rovnovaha soustavy vyzaduje, aby
soucet sil ve vodorovném a svislém sméru byl
nulovy, a aby soufet momenti k libovolnému
bodu byl nulovy. Zvolime-li O za momentovy
bod, musi platit

Ny — fONl = 07

Ni + foN; — F, =0, Obr. 5. K piikladu 1 (ty¢
opfend o zed)

E
Nilcos3 — Nslsin 8 — 70C08,8 =0.

Vypoéteme-li z prvnich dvou rovnic N; a Ny a dosadime-li do tfeti rovnice,
dostaneme po tpravé vysledek

1- /3
2fo

[ = arctg = 67,4°.
Priklad 2 — lyzaf
Lyzaf startuje z klidu a sjizdi kopec o vySce h, pfi¢emz vodorovna vzdalenost

od vrcholu k paté kopce je d. Béhem jizdy se neodpichuje ani nebrzdi a jeho
lyZe jsou v neustalém styku se snéhem. Soucinitel smykového t¥eni mezi lyZemi

vvvvv

k paté onoho kopce? Tvar svahu neznate, jen vite, ze stale klesa.

Reseni
Mechanicka energie lyzafe na zacatku, kdyz je jesté v klidu, je E = mgh.
Ubytek mechanické energie béhem pohybu je roven préci, kterou spotiebuje
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tfeci sila. Element této prace v misté, kde mé kopec sklon a, je AW = FyAr,
kde F; je tfeci sila a Ar je elementarni posunuti ve sméru pohybu (a tudiz i ve
sméru tieci sily). Plati
F, =mgfcosa,

Az

cosa’
kde Az je posunuti ve vodorovném sméru. Po dosazeni dostavame pro element
prace AW = mgfAz. Posune-li se tedy lyzai ve vodorovném sméru o vzda-
lenost x, spotiebuje tfeci sila praci W = mgfz, polozime-li toto do rovnosti
se zménou mechanické energie, dostaneme pro maximalni posunuti ve vodo-
rovném sméru z = h/f. Po roviné ujede tedy jesté vzdélenost s = h/f — d
(protoze s > 0, musi byt A > fd; pro h < fd se lyzaf zastavi nékde na svahu
nebo se viibec nerozjede). Dulezity je zde poznatek, ze préce t¥eci sily nezdvisi
na tvaru svahu.

Ar =

Priklad 3 — deska na dvou protibéZznych valcich
Dva stejné vélce o poloméru R, jejichz F
osy jsou rovnobézné a lezi ve vodorovné P
roviné ve vzdalenosti d, rotuji opa¢nymi é
sméry thlovou rychlosti w (pravy vélec )
v kladném sméru). Na tyto vélce polozime
vodorovné desku délky 2d o hmotnosti m
tak, Ze pfecnivd vpravo o vzdalenost 2z¢ 5 -
vice nez vlevo (obr.6). Mezi deskou a vélci a4~ 20 d d+ 22
je soucinitel smykového tfeni f. PopiSte
pohyb desky. Valivy odpor zanedbejte.

/A,

Obr. 6. K piikladu 3 — deska na dvou
protibéznych vélcich

Reseni

Yvew

Na desku pusobi tihova sila F; = mg s pusobistém v tézisti desky, dale
reakce sil F, a Fi, kterymi ona sama ptsobi na vélce, a tfeci sily Fi,, Fi.
Ve svislém sméru se deska nepohybuje, ani se neotaci, z toho miZeme napsat
rovnovéhu sil a jejich momentu (z je vychylka ze symetrické polohy)

d
F,+EHE=F FG<§+$):Fpa.

7 tohoto jiz mizZeme vyjadrit velikosti sil F, a F:
d+ 2z [ d—2z
2d PEMTod
Nyni predpokladejme, ze se deska pohybuje pomaleji nez obvodovou rychlosti
valce vy, = wR, a tedy valce na ni pusobi tfecimi silami o velikostech

d+2x d— 2z
2d Fy = fmg 2

F,=mg

Ftp:fmg



Napiseme pohybovou rovnici desky

2
ma = Fy — Fip = —%x,

coz je rovnice analogicka pohybové rovnici harmonickych kmiti, jeji feSeni je

T = IgCOS mt.
V d

Deska se tedy chova jako harmonicky oscilator s periodou

d
T =2m4] —.
\/ 2fg

Podivejme se nyni, co se déje, neni-li splnéna podminka, Ze se deska stale po-
hybuje pomaleji nez vy, tj. kdyz

/2
o # > Um = wR.

Necht je tedy deska vychylena z rovnovazné polohy o zg, zrychluje, az dosdhne
rychlosti vy,. V tom okamziku je jeji relativni rychlost vaci pravému valci rovna
nule a tento valec na desku nepusobi Zadnou silou ve vodorovném sméru. Deska,
je zpomalena t¥eci silou levého vélce, ale jen nepatrné, nebot okamzité zacne
pusobit tieci sila na pravém valci a jelikoz deska jes$té nepro$la rovnovaznou
polohou, vyslednice opét desku urychli na v,,. Deska se tedy az do pruchodu
rovnovaznou polohou bude pohybovat rychlosti vy,. Po prichodu rovnovaznou
polohou bude jiz vyslednice desku zpomalovat a dale se bude pohybovat jako
harmonicky oscilator se stejnou periodou jako v ptfipadé predchozim ale s am-

plitudou
[ d 2
Tm = WR m, nebot v, = %mm.

Rychlosti vy, deska dosahne tedy jiz jen pfi prichodu rovnovaznou polohou,
coz pohyb neovlivni.

Zajimavy na tomto prikladé je fakt, Ze tfeci sila zde pohyb nezpomaluje ani
netlumi, nybrz jej zpusobuje.
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3 Smykové treni v loziskach

Nyni se budeme zabyvat rota¢nim pohybem télesa, které je uchyceno na
hfideli. Konce hiidele (Eepy) jsou uloZené v kluznych loZiskich, ve kterych se
mohou otacet. Cepy podle sméru zatizeni délime na axialni a radidlni. Axialni
Cepy jsou namahané silou pusobici v ose hiidele, radidlni ¢epy jsou namdhané
silou pisobici kolmo na osu hiidele. V plose dotyku mezi ¢epem a kluznym
loziskem vznika pfi otaceni hiidele smykové tfeni. Toto tfeni zpisobuje moment
sil, ktery brzdi otaceni hiidele.

3.1 Axialni ¢epy

Axidlni ¢epy jsou namdhané silou pusobici v ose hiidele. Oznadime f soudi-
nitel smykového tfeni mezi ¢epem a kluznym loZiskem.

vaazme rovinny ¢ep (r}a valci):/,e }mdeh) 0 po- CDow
loméru R na obr. 7, ktery se otaci ahlovou rych- i

losti w. Tlak na rovinnou plochu dotyku ¢epu a |
loziska predpokladame konstantni I R
—
E, !
= —— = konst.
P= TR
F;
Uvazme mezikruZi o vnitinim poloméru r a vnéj-
§im r + Ar, kde Ar je maly pfirustek poloméru.

Plocha tohoto mezikruzi je AS = 2xrAr. T¥eni 7

na této plosce zpusobuje brzdny moment o veli- Obr. 7. Axiélni &ep
kosti
2fF
AM =rfpAS = 226 r? Ar.

Je-li zména brzdného momentu tmérna druhé mocniné poloméru krat jeho
zméné, je celkovy moment Gmérny t¥etiné celkového poloméru éepu. (K tomuto
vysledku lze dospét pomoci matematického procesu, kterému se ¥iké integrace.*
Prozatim ho muzete brat jako fakt.) Celkovy brzdny moment sily zpisobeny
tfenim v tomto lozisku tedy je

2
M= 3fER.

*) Od koneénych pfirtistki AM piejdeme k diferencidlim dM a provedeme integraci pro r
v mezich od r = 0 (st¥ed ¢epu) do » = R (okraj &epu):

M 2f R, (B of B, [r31R 2
M:/ dM:L/ r2dr = fc[r—} = ZfER.
0 R? Jo R?2 [3], 3
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3.2 Radialni éepy

Radiélni éepy jsou namahané silou pusobici kolmo na osu hiidele. Uvazujme
valcovy Cep o poloméru R, ktery je uloZen v lozisku o nepatrné vétsim polo-
méru r9. Pfedpokladejme, Ze zatézujici sila F; pusobi v roviné kolmé na osu
hiidele. Kdyz se hiidel zacne otacet, cep se odvali do polohy, ve které spojnice
jeho stfedu a bodu dotyku s loziskem svira se svislici thel ¢ (viz obr. 8). V této
poloze pak ¢ep prokluzuje po plose loziska. Pisobi na néj kromé zatézujici sily
jesté reakce loZiska F, a tfeci sila F; imérnd souciniteli smykového tfeni a re-
akci loziska, tj. Fy = fF;. Tyto sily musi byt v rovnovaze, nebot tézisté cepu
se jiz dale nepohybuje, tedy

—F, + Ficosp + fF,sinp =0, fF;cosp — Fysinp = 0.
7 téchto rovnic vylou¢ime thel ¢ a dostaneme vztah mezi silami
= FA/1+ f2a

z ¢ehoz pro brzdny moment tteci sily F; mame
fRE
VIt

M4-1i se ¢ep otacet, musi na néj pusobit hnaci moment sily My (obr. 8). Bude-li
My = M, bude otaceni rovnomeérné.

Obdobné bychom vypocet vedli i pro jiné druhy ¢epu, napf. ve tvaru komo-
lIych kuzela.

M = RF, = RfF, =

Obr. 8. Radidlni ¢ep
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4 Valeni rotacé¢niho télesa

4.1 Valeni hnaného rotac¢niho télesa po vodorovné
podloZce

Nutnou podminkou pro to, aby doslo k ¢istému valeni rotac¢niho télesa, tj.
k valeni bez smyku, je existence klidového (statického) tieni mezi télesem a
podlozkou. Klidové tfeni umoziiuje pfenos hnaci sily napf. z motoru automobilu
pres odvalujici se kolo a zpisobuje tak fizeny pohyb automobilu po vozovce.

Uvazujme hnaci kolo dopravniho pro-
stfedku odvalujici se po vodorovné vozovce
(podlozce) viz obr. 9. V této Casti pred-
pokladame, Ze kolo i podlozka jsou tuhé.
Vliv deformace kola a podlozky na pohyb
kola, neboli valivy odpor, probereme az
v oddile 4.3.

Na hnaci kolo necht pusobi svisl4 sila F;
(coZ je odpovidajici ¢ast tihové sily doprav-
niho prostfedku) a hnaci moment sily M F'
od motoru (viz obr. 9). Reakci podlozky 7777777277777
na silu F, je sila N = —F,. U¢inek hnaciho
momentu M se v bodé A dotyku s vozov-
kou projevi silou F' o velikosti F' = M/r,
kterou hnaci kolo te¢né pusobi na vozovku (na obr. 9) je znazornéna carko-
vané, nebot tato sila neptisobi na téleso). Sila F' rozhoduje o tom, zda dojde
& nedojde ke smyku kola. Reakce na silu F' je totiz sila klidového tieni Fi,
kterou pusobi vozovka na kolo. Jeji mezni velikost je Fyqg = foFz; na obr. 9 je
naznacena mezni sila Fyg. Ma-li se hnané kolo dokonale odvalovat, nema-li tedy
nastat smyk, musi byt splnéna podminka F’ < fyF, neboli

Obr. 9. Hnaci kolo dopravniho
prostiedku

M
= < foF., odkud M < forE. (8)
"

Pteneseme-li silu Fyy do osy O tak, ze zde nechiame pusobit dvé sily F, —F
(obr. 9), pficemz F = Fyy, dostaneme dvojici sil Fyo, —F, jejiz moment je
v rovnovaze s hnacim momentem M a zbyl4 sila F je hnaci sila uvazovaného
kola automobilu. Jeji mezni velikost tedy je F' = foF.

Z vyrazu (8) muZzeme analyzovat, na ¢em zavisi velikost hnaciho momentu,
aby nedochézelo ke smyku. Je to velikost tihové sily F; pfipadajici na hnaci
napravu a polomér kola (to jsou konstrukéni zélezitosti), a pak predeviim ve-
likost soucinitele fy, ktery je zavisly na stavu vozovky a na konstrukci a stavu
pneumatik.
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4.2 Valeni rotaéniho télesa po naklonéné roviné

Uvazujme tuhé homogenni rotaéni téleso na naklonéné roviné. Aby se té-
leso odvalovalo, musi mezi nim a rovinou ptsobit sila klidového t¥eni. Reseni
problému je zavislé na tom, zda budeme pozadovat, aby se téleso dokonale od-
valovalo (tj. aby vzniklo ¢isté valeni bez smyku) anebo zda nastane mezni stav,
kdy se bude téleso odvalovat a soucasné smykat. Tento problém je kompletné
feSen v textu [16] na str. 35-39 a proto se jim zde zabyvat jiz nebudeme.

4.3 Valivy odpor

V piedchozich tivahach jsme prfedpokladali idealizovany stav, kdy mezi ro-
taénim télesem a podlozkou je bodovy dotyk, resp. dotyk podél usecky. Sku-
te¢nd télesa ovSem nejsou dokonale tuhd a v misté dotyku vznikd deformace
télesa i podlozky. Takze jiz nedochézi k dotyku v bodé (u koule) nebo v pfimce
(u vélce), nybrz v dotykové plosce.

Je-li téleso v klidu, je rozlozeni tlakovych sil v dotykové ploSce pfiblizné
takové, jak je naznacCeno na obr. 10a, tedy je soumérné kolem osy télesa. Vy-
slednice N téchto tlakovych sil je reakci podlozky a lezi na téze nositelce jako
tihova sila F;. Dojde-li nyni vlivem tazné sily F k valeni, vznikne nesoumérna
deformace télesa a podlozky a v disledku toho nesoumérné rozlozeni tlaki,
jak je naznaceno na obr. 10b. Vyslednice F, nyni jiZ nelezi na nositelce tihové
sily F;, nybrz je posunuta o jistou malou vzdalenost £ ve sméru valeni, ktera
se nazyva rameno valivého odporu. V dotykové plosce s podlozkou bude na
kolo v te¢ném sméru pusobit sila klidového tfeni (na obr. 10 je naznacen mezni
pfipad Fio).

(a)

(b)

%—i@

K

Obr. 10. RozloZeni tlakovych sil v klidu (a) a p¥i odvalovani (b)
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Pro rovnomérné (nezrychlené) valeni musi opét platit rovnovaha sil a jejich
momentu, neboli

F—-Fy=0, N—-—F =0, ¢EN—rF=0.

Odtud pro rameno valivého odporu vychazi

=—r=—r 9
=37 = " Q
Proti valeni télesa pusobi tedy valivy odpor vyjadieny momentem valivého od-

poru
M, = ¢F,.

Rameno valivého odporu nemize byt libovolné velké. Aby nedochazelo pii
valeni ke smyku, musi byt taznd sila F < foF,. Pak po dosazeni do (9) dosta-
neme

& < for

Neni-li splnéna tato podminka, neni téleso schopné se odvalovat, nybrz se
smyka.

Pii vhodné volbé materialu rotac¢nich téles a podloZek mohou byt ramena
valivého odporu mala a tim je i maly moment valivého odporu. Odpor télesa
proti pohybu je pak mnohem mensi nez pfi smykani. Pro Zelezo na Zeleze (kola
vlaku) je £ &~ 5-10° m, pro kalenou ocel (kuli¢ky v loziskach) je £ ~ 5-10 ¢ m.
Pro dosazeni malych valivych odpori silni¢nich kolovych vozidel je nutné dbat
na dostate¢ny tlak vzduchu v pneumatikach.
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5 Odporové sily pri proudéni realnych tekutin

5.1 Vnitini tifeni tekutiny

P1i pohybu redlnych tekutin, tj. latek ve skupenstvi kapalném nebo plyn-
ném, se uplathuji t¥eci sily, které vznikaji mezi Casticemi tekutiny pii jejich
vzdjemném pohybu. UvaZzujme nejprve o lamindrnim proudéni tekutiny (viz
odstavec 5.2). Proudi-li napf. voda potrubim, pak vrstvicka vody tésné piilé-
hajici k jeho sténé Ine k povrchu potrubi, a je tedy v klidu.

Se vzrustajici vzdalenosti od stén rychlost vzrista a nejvétsi hodnoty nabude
v ose trubice. Obdobné tomu bude nap¥. pfi proudéni kapaliny otevienym kory-
tem (viz obr. 11). Rychlost proudéni se
v uvedenych pripadech spojité méni od Voo .
nuly az do maxima a pfitom dochazi ke g
tfeni mezi jednotlivymi vrstvami teku-
tiny. Tento jev se nazyva vnitrni treni —><
a projevuje se pusobenim te¢ného na- .
péti 7 mezi jednotlivymi vrstvami te- 7 7
kutiny (obr. 12). Te¢né napéti obecné Z -0

definujeme vztahem

Y

Obr.11. Proudéni kapa-
AF . o
T=— liny otevienym korytem

kde AF je velikost elementu sily ptsobici v te¢né roviné elementu plochy AS.
U proudici tekutiny jsou plochy, v nichz ptusobi te¢né napéti, vrstvami te-
kutiny, které se vici sobé posouvaji proménnou rychlosti v (viz obr. 12). Jev
vnitfniho tfeni pro pfipad kapalin popsal roku 1647 jiz I. Newton (1642-1727).
Vyslovil hypotézu, Ze tecné napéti y
je pfimo umérné gradientu Av/Ay
rychlosti. Zde Av je pfirustek rych- AIS v+ Av
losti mezi dvéma sousednimi vrstvami Ay <AF i
tekutiny, které jsou od sebe vzdaleny A >
o element Ay (obr. 12). MuZeme to
vyjadrit rovnici

Av z
T= nAy’ (10) Obr.12. Mezi vrstvami tekutiny, které
se vuci sobé posouvaji riznou rychlosti,

, . ,o 4 ikd te¢né é&ti 7 = AF/AS
kde konstanta timérnosti 7 se nazyva VERIKE Teene napet T /

dynamickd viskozita. Jeji jednotkou je Pa-s (pascal sekunda) = N-ssm™
= m~1.kg-s~1. Tekutina ma dynamickou viskozitu 1 Pa-s, pravé kdyz v ni pii

2
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laminarnim proudéni, p¥i némz napfi¢ proudu je gradient rychlosti o velikosti
pravé 1s7!, vzniks v kazdém jejim bodé te¢né napéti 1Pa. Vedle dynamické
viskozity se definuje také kinematickd viskozita vztahem

kde o je hustota tekutiny. Jeji jednotkou je m?-s~1.

7 experimentalnich poznatkt vyplyva, Ze u vétSiny tekutin je Newtonuv
vztah (10) splnén. U nékterych tekutin, které obsahuji shluky vétsiho poctu
molekul, jako jsou koloidni roztoky, emulze a suspenze, viskozita zavisi na gra-
dientu rychlosti. Tyto tekutiny se oznacuji jako nenewtonovske.

Viskozita zavisi na teploté a tlaku v tekutiné, s teplotou vyrazné klesa. Napf.
dynamicka viskozita vody se pii zméné teploty z 0°C na 50 ° zmensi 3,3 krat
a pii zméné z 0°C na 100 °C 6,3 krat. U glycerinu je tato zavislost jesté vyraz-
néjsi — pfi zvyseni teploty z 0°C na 100 °C se jeho viskozita zmens$i 93,1 krat.
Hustota, dynamicka viskozita a kinematickd viskozita nékterych tekutin jsou
v tabulce 2 na konci textu.

5.2 Proudéni laminarni a turbulentni

Na proudéni redlné tekutiny ma podstatny vliv vnitini tfeni, které zpuso-
buje, Ze se pfi zvétSujici se rychlosti méni charakter proudéni.

Pfi proudéni tekutiny (napf. vody nebo oleje) malou rychlosti jde o uspota-
dany pohyb ¢&astic tekutiny ve vrstevnaté rozlozenych proudnicich. Toto prou-
déni se oznaluje jako lamindrni (,lamina“ je vrstva). Tekutina se pifi ném
nepromichava a vektory rychlosti tekutiny jsou
v uvazovaném prurezu rovnobézné. I kdyz prou-
déni realné tekutiny bude laminarni, ma tendenci
prejit na proudéni virové, jak muzeme posoudit (
z nasledujici tvahy. Pfedstavme si maly element
kapaliny ve tvaru krychle uvnitt jejiho toku (viz -
obr. 13). Kolem jeji spodni stény se v nazna- .,
¢eném piipadé pohybuje kapalina pomaleji nez Obr. 13. Vanik turbulentnfho
kolem jeji horni stény, a proto vznika tendence proudéni
k rotaci elementu v nazna¢eném sméru.

Lamindrni proudéni tekutiny se v dusledku vy$e popsaného jevu muze udr-
zet jen do urcité kritické stfedni rychlosti. P¥i jejim pfekroceni za¢ne pievladat
rusivy vliv tendence ke vzniku virt a charakter proudéni se zméni z lami-
narnitho na proudéni turbulentni. P¥i ném kromé hlavniho proudéni (pfevazné
popsatelného laminarné) existuje jesté sekundarni proudéni virového, zdénlivé
neusporadaného charakteru. Pfi tomto proudéni se rychlost jednotlivych ¢astic

(DV
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nepravidelné méni, pficemZ puvodné stacionarni proudéni se stane proudénim
nestacionarnim, protoze jednotlivé ¢astice nemaji stalou rychlost co do sméru
a velikosti. Pfesto lze napf. zjistit primérné rozlozeni rychlosti v pfi¢ném pri-
fezu proudici tekutiny. V dusledku vifivého proudéni se zméni rychlostni profil
tekutiny (pojedndme o ném na piikladé vazké tekutiny ve vélcové trubici aZ ve
druhém dile).

Charakter proudéni tekutiny se d4 posoudit uzitim Reynoldsova cisla

v
kde v oznacuje velikost stfedni rychlosti toku, d charakteristickou délku (napf.
prumér kruhového prifezu trubice) a v kinematickou viskozitu. K tomuto ¢islu
dospél Osbourne Reynolds (1842-1912).

Kritickd hodnota Reynoldsova ¢isla je Rey, &~ 2300. Pro Re < Rey, je prou-
déni laminarni a pro Re > Rey, je proudéni turbulentni. Tuto hranici je vSak
tfeba brat jen orienta¢né, protoze turbulentni proudéni je velmi sloZity jev.
Lze vytvorit specidlni podminky, pfi nichz se d4 dosdhnout laminarniho prou-
déni i pfi mnohem vétsSich hodnotach Re. Naopak turbulentni proudéni mize
vzniknout i pro Re < Rey,. Proto pouzivani Reynoldsova ¢isla pfi posuzovani
proudéni v praxi vyZzaduje znacnou zkuSenost.

V teoretické literatufe (viz napf. [4]) se u trubic bere za charakteristickou
délku jeji polomér. Pak kritickd hodnota Reynoldsova ¢isla je pravé poloviéni.
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6 Odporova sila pri obtékani pevnych téles
realnou tekutinou

6.1 Odporova sila pfi laminarnim obtékani

Obtékani pevnych téles redlnou tekutinou je velmi slozity jev, pfi kterém
dochézi k relativnimu pohybu téles a tekutiny. Pti obtékani vznikaji odporové
stly, které pusobi proti relativnimu pohybu télesa v tekutiné.

Je-li relativni rychlost tekutiny
mald a nemé-li obtékané téleso
ostré hrany, je proudéni tekutiny
v okoli télesa lamindrni (obr. 14).
Zde je koule laminarné obtékana
tekutinou rychlosti v a tekutina
kouli strhava silou F’. Bule-li te-
kutina v klidu a budeme-li kouli
pohybovat rychlosti v, bude teku-
tina na kouli ptsobit odporovou
silou F = —F'. Pfi lamin4drnim
proudéni je jedinou pii¢inou od- Obr. 14. Laminérni obtékani koule
porové sily F vnitfni tfeni v tekutiné, a jak ukazuji teoretické vypocty i
experimenty, je velikost odporové sily v téchto pfipadech tmérna prvé mocniné
rychlosti. Lze tedy psat

v

///\
A
—
v
v
e ——
e —
e ——

F =—Av,

kde konstanta A zavisi na tvaru télesa a vlastnostech (viskozité) kapaliny. Jak
ukazuji feseni linearizovanych Navierovych-Stokesovych rovnic (rovnice popisu-
jici proudéni kapaliny, viz napt. [4], str. 655-661), pro pohyb koule o poloméru r
velmi malou rychlosti v v neomezeném prost¥edi o dynamické viskozité 7 je
A = 67gr a odporova sila je

F = —6mnrv. (11)

Tento vztah poprvé odvodil r. 1851 G. G. Stokes (1819-1903) a nazyva se
Stokestiv vzorec.

6.2 Odporova sila pri turbulentnim proudéni

Pfi zvétSeni rychlosti obtékani nad jistou hodnotu se lamindrni proudéni
zméni na turbulentni, pti kterém se za télesem tvori viry. Tim se zcela zméni
charakter silového pusobeni tekutiny na obtékané téleso.

Jestlize pfi velmi malych rychlostech zpisobilo pohybujici se téleso jenom
tfeni vrstev tekutiny, kdyZ do ni postupné pronikalo, musi téleso pii vétSich
rychlostech odstraiiovat tekutinu, ktera stoji pied nim. Césti této tekutiny
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udéluje rychlost, kterou se samo pohybuje. Problém pfislusné odporové sily
tesil jiz 1. Newton.
Newton uvazoval rovinnou desku o ploSe S, ktera v

se pohybuje v tekutiné o hustoté p relativni ustalenou — }
rychlosti v. Pfitom deska uvadi do pohybu tekutinu
rychlosti v (viz obr. 15). Za elementarni ¢as At deska
opiSe objem SvAt, a tak (v idealizované zjednodusené F! F
uvaze) uvede do pohybu tekutinu o hmotnosti Am =
= 0SvAt a udéli ji element hybnosti

S
Ap = vAm = vv’Am = pSv?vPAt,
T vAt 7
kde v je jednotkovy vektor ve sméru rychlosti.
Abychom desku udrzeli v pohybu rychlosti v mu- Obr.15. Pohybujici se deska
sime na ni ptisobit silou uvadi do pohybu i tekutinu
pied sebou
Ap
FI = — = —F
At ’

kde F je reakce tekutiny na silu F’, tedy odpor tekutiny p¥i pohybu desky. Pak
F = —0Sv?v°.

Protoze uvaha, na zadkladé které jsme provedli vypocet, byla zidealizovana,
zavadime do vyrazu pro odpor tekutiny Ciselny faktor C, tzv. soucinitel odporu.
Vyraz se pise ve tvaru

F = —%CQszvo (12)

a nazyva se Newtoniv vzorec. Soucinitel odporu C zavisi na tvaru télesa, ko-
riguje objem tekutiny skute¢né uvedené do pohybu a urcuje se experimen-
talné. Jeho hodnoty pro ruzné tvary téles jsou uvedeny v tabulce 3 na konci
textu. Plocha S je obsah prifezu télesa kolmého ke sméru rychlosti (nékdy
se oznacuje jako obsah ,stinového“ priifezu télesa). Pro kouli je S = 772 a
C =048 (= 1/2).

K vyrazu (12) muZeme dospét i alternativni dvahou o spotfebovaném vy-
konu sily F, tj. F - v, ktery se projevi vzriustem kinetické energie tekutiny za
jednotku ¢asu. Zahrneme-li do vahy jiz tvarovy faktor, tj. soucinitel odporu C,
dostaneme pro velikost odporové sily vztah

_1Am , 1
2 At 2
Odtud jiz plyne (po doplnéni znaménka minus a jednotkového vektoru vY)
vyraz (12).

Fov CoSv - v

v
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K odporové sile (12) itmérné druhé mocniné rychlosti je tfeba jesté pfipocitat
odporovou silu, ktera souvisi s vnitinim tfenim a je imérna prvni mocniné
rychlosti. TakZe obecnéji plati

F = —(Av + Bv*)v°. (13)

Se vzrustajici rychlosti ovSem vliv prvniho ¢lenu sldbne a vSeobecné se proto
vyuziva jen jednodussiho vztahu (12).

Pii obtékani téles se projevuje jesté jiny efekt. ZvétSujeme-li rychlost, za¢nou se viry,
které se vytvareji za télesem, odtrhivat stfidavé pravidelné po obou stranich télesa. Vznika
tzv. Karménova virové cesta (obr. 16). Tento efekt se projevuje periodicky proménnymi
vztlakovymi silami Fy. Jejich frekvenci v pro proudéni vzduchu rychlosti v popsal Eesky
fyzik F. Strouhal empirickym vztahem (viz [8])

v
v=0,185-,
d

kde d je pramér tyce.

Efekt pfi¢nych sil miZeme snadno ovéfit nap¥. pfi pohybu ruky vhodnou rychlosti ve vodé
v bazénu; sily pfi¢né rozkmitaji prsty. Pisobenim téchto sil vznikd p¥i¢né kmitdni znamé
jako chvéni telefonnich drata ve vétru, ale i jako kmitani vysokych komint a stozard. Méné
je u nas zndmé kmitani visutych lanovych (kabelovych) mosti ve vétru. Dostane-li se vlivem
nevhodné konstrukce mostu frekvence Karmanovych viri do oblasti vlastni frekvence kmitt
mostu, dochazi k rezonanci. Tato rezonance se stala osudnou napf. pro 1500 m dlouhy most
u mésta Takoma ve stdté Washington na zipadnim pobfezi USA. Ten se v roce 1940, 4 mésice
po dokonéeni, dostal pii rychlosti vétru 65km-h—! do rezonanénich kmitt. P¥i rezonanci se
mostovka vlnila s amplitudou aZz 5 metra a kroutila se s thlovou amplitudou az 45°. Posléze
se most z¥itil.

F(v)

h

<

JPA\]

b

Obr. 16. Karménova virova cesta
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6.3 Razova sila (pfi obtékani télesa vzduchem)

Platnost kvadratické zavislosti (12) odporu vzduchu na rychlosti pohybu je
omezena zhruba na rychlosti mensi nez 250 m-s~!. P¥i pohybu téles ve vzduchu
vznikaji totiz tlakové viny, které se $ifi rychlosti zvuku c,. Od télesa pohybuji-
ciho se rychlosti v se pfitom $ifi kulové tlakové vinoplochy, jejichz polomér se
zvétsuje rychlosti ¢, a jejichZ stfed se posouva rychlosti v. Za doby ¢, 2t, 3t se
tedy stfedy kulovych ploch posunou o vzdalenost vt, 2vt, 3vt a poloméry pii-
slusnych kulovych ploch budou c,t, 2¢,t, 3c,t. Na obrazku 17 jsou znazornény
t¥i kvalitativné odlisné pripady:

(a) rychlost télesa je mensi nez rychlost zvuku (v = ¢,/2),

(b) mezni pfipad, kdy je rychlost télesa rovna rychlosti zvuku,

(c) rychlost télesa je vétsi nez rychlost zvuku (v = 2¢,).

Obr. 17. Sifeni tlakovych vlnoploch od pohybujiciho se té&lesa, jejichz
obélkou je pro v > ¢, tlakova bariéra
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Je-li v > ¢,, vznika tzv. balistickd tlakovd vina, resp. tlakovd bariéra, ktera
v ptipadé v > ¢,, ma tvar kuZele o vrcholovém thlu 2+, pfi¢emz%

e 1
siny= "= 5

kde v

M== (14)
je tzv. Machovo cislo. V Cele balistické viny roste tlak, a tim i hustota vzduchu,
skokem. Pfetlak na $pici dosahuje pro M = 2,0 hodnoty asi 0,50 MPa a pro
M = 3,0 asi 1,1 MPa. Balisticka vlna vznika i pfi pohybu nadzvukovych letadel
a projevuje se znamym tfeskem.

Kdyz rychlost télesa piekracuje rychlost zvuku ve vzduchu, odpor vzduchu
nahle stoupne, nebot zhusténi vzduchu v éele pohybujiciho se télesa (tlakova
bariéra) se pfi zvukové nebo nadzvukové rychlosti nesta¢i vyrovnavat do okoli.
Vyraz pro odpor vzduchu se ponechdva ve tvaru (12), ve kterém vsak soucinitel
odporu C jiz neni konstanta nybrz funkce Machova &isla (14). Tuto zévislost
prevzatou z [9] a [13], vidime pro nékteré piipady na obr. 19. K¥ivka 1 plati
pro kouli, kfivka 2 pro tzv. normdlni strelu, jejiz tvar je nakreslen na obr. 18,
a kfivka 3 pro dalekonosné stiely. Na obr. 18 je dy raze stiely a T jeji tézisté.

do

R S —

Obr. 18. Tvar tzv. normdlni stiely
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Obr. 19. Zavislost soudinitele odporu C na velikosti Machova ¢isla M
pro kouli (1), normalni st¥elu (2) a dalekonosnou stielu (3). MéFitko
grafu je logaritmické



7 Prehled odporovych sil

Nyni muzeme ve stru¢ném shrnuti posoudit zavislost odporovych sil na rych-
losti v souvislosti se vztahy (1) a (2). Tato zavislost je vyjddiena exponentem n,
pfipadné funkci f(v).

a) Treni mezi pevnymi télesy, Coulombovo tieni
Podle vztaht (3) a (6) je nezavislé na rychlosti, n = 0.

b) Lamindrni obtékdni pevnych téles
Stokestuv vzorec (11), odporova sila je linedrni funkci rychlosti, n = 1.

¢) Turbulentni obtékdni pevnych téles
Newtontiv vzorec (12), odporova sila je kvadratickou funkci rychlosti, n =
= 2.V pfesnéjsim vyjadieni (13) jde o funkéni zdvislost (1), v daném pFipadé
o polynom 2. stupné.

d) Obtékani téles rychlosti srovnatelnou s rychlosti zvuku
Réazové sily. Na zdkladé empiricky ziskanych vysledki pro soucinitele od-
poru C je nutné pouzit funkci f(v) ve vyrazu (1). Pro ur¢ité specidlni pii-
pady lze tvar f(v) nalézt napf¥. v [9] jako polynom n-tého stupné.

Priklad 4 — mezni rychlost pfi padu
P1i padu télesa ve vzduchu se pusobenim tihového pole zvétsuje rychlost
télesa, a tim soucasné i odporova sila pusobici proti sile tihové. V rovnovazném
stavu pohybu se obé sily vyrovnaji a rychlost télesa se jiz nezvétSuje — jde
o tzv. mezni ustdlenou rychlost.
Vypodététe mezni ustalenou rychlost pro pad koule o poloméru r a o hustoté g
ve vzduchu o viskozité n a hustoté oy, a to
a) pfi lamindrnim obtékani (v)),
b) pfi turbulentnim obtékani (v).
c) Vysledky posudte numericky pro vodni kapi¢ku o polomérur = 1,0mm a
rychlosti porovnejte s rychlosti vy jejiho padu ve vakuu z vysky 1500 m.
P1i feSeni neuvazujte vztlakovou silu ve vzduchu.

Reseni
a) Rovnovdha nastane pro
4 5
gﬂr 0g — 6mnpru; = 0.
Mezni rychlost pfi laminarnim obtékani je

27“299
1= .

9n
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b) Analogicky plati A
1

gwrggg - ECSQVZ’U?

a mezni rychlost pti turbulentnim obtékani je

o — 8rog
¢V 3Co,

c) vy =127Tm-s vy =6,5ms 1,v9 = /2gh = 172m-s L.

Pozndmka: Velky rozptyl vysledkt ukazuje na nesplnéni piedpokladi, za kte-
rych byly vztahy pro vypocet odporovych sil odvozeny. Stokestiv vzorec nelze
pouzit, protoze pfi téchto vypoctenych rychlostech jiz proudéni neni laminarni.
Vysledek pro vakuum dava rychlost vzrustajici s vyskou do hodnot, které by
v piipadé desté byly doslova vrazedné. Spravné je pouziti Newtonova vzorce,
tedy feSeni ad b). Podle literatury o meteorologii 1ze Stokesuv vztah pouzit pro
kapicky mrholeni o praméru jen r < 20 ym.
Piiklad 5 — zpomalujici ¢astice v magnetickém poli

Nabité castice vléta do prostiedi, ve kterém na ni pusobi odporova sila. Smér
této sily je opaény, nez je smér rychlosti ¢astice, a budeme predpokladat, ze
jeji velikost je pfimo umérna rychlosti. Nez se ¢astice zastavi, urazi v prostiedi
dréahu /; = 10cm. Je-li v prostiedi navic homogenni magnetické pole kolmé
na smér rychlosti castice, pak se Castice zastavi ve vzdalenosti I, = 6,0 cm
od mista, kde do prostiedi vstoupila. V jaké vzdalenosti l3 od mista, kde do
prostiedi vstoupila, se Castice zastavi, bude-li mit magnetické pole indukci po-
loviéni velikosti?

Reseni
V magnetickém poli na ¢astici pusobi dvé sily. Proti sméru pohybu pusobi

treci sila F; = kv, kde v je rychlost Castice a k je blize neurcend konstanta.
Kolmo na smér pohybu pusobi sila magneticka Fi,, = quB, kde ¢ je ndboj
Castice a B velikost magnetické indukce. Zména velikosti rychlosti ve sméru
pohybu i ve sméru na néj kolmém je tedy tmérna velikosti rychlosti ¢astice. Za
maly Casovy okamzik At miZzeme psat

Ay, Fy  kAs Avy F,  qBAs

At m  mAt’ At m  mAt’
z Cehoz je vidét, ze mezi vektorem zmény rychlosti a vektorem zmény polohy
je po celou dobu pohybu konstantni tthel a konstantni pomér jejich velikosti

\/Av? + Av, ? /k2 + @ B2

As m
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Plati-li vySe uvedené vztahy pro vSechny malé zmény rychlosti a polohy, musi
platit i pro jejich celkovou zménu. Zména rychlosti je ve vSech tifech pfipadech
ze zadani rovna pocatecni rychlosti, kterou ¢astice do prostiedi vléta, z ¢ehoz

plyne

Lk Vk? + ¢>B? _ VK +¢*(B/2)?
Ym 2 m - m )

Odtud jiz jednoduchym vylou¢enim neznamych konstant dostavame vysledek

2141
I3 = L. 8,3 cm.

V3413

V takové vzdalenosti od mista, kde ¢astice do prostiedi vstoupila, se tedy za-
stavi, bude-li mit magnetické pole indukci polovi¢ni velikosti.

Priiklad 6 — maximalni rychlost automobilu

Vypoététe maximalni rychlost, které muze dosdhnout osobni automobil, je-li
P = 50,0kW vykon jeho motoru méfeny na kolech hnané napravy, S = 1,50 m?
obsah prumétu plochy karoserie do sméru rychlosti a C' = 0,30 soucinitel od-
poru. Automobil ma hmotnost m = 1 100kg. Valivy odpor pneumatik neu-
vazujte. Problém feste ve t¥ech rezimech pfimé jizdy: po roviné (rychlost vg),
z tdhlého kopce o klesani 1 : 5, tj. o = 11,3° (rychlost v;) a p¥i jizdé do téhoz
kopce (rychlost vs).

Reseni

V ustéleném stavu, pfi ném# automobil dosdhne maximalni (mezni) rych-
losti v, bude vyslednice vnéjsich sil pusobicich na automobil nulova, tj.

P 1
F=—+mgsina— ECSQUQ =0,
v

pfi¢emz pfi jizdé z kopce a > 0, pfi jizdé do kopce a@ < 0 a po roviné a = 0.
Rovnici miZeme piespat do piehlednéjsiho tvaru

v +pv+q=0, (15)

kde .
2mgsin a 2P

cSe ' 177 Cse

jsou konstanty, pfitom ¢ < 0 a znaménko p zavisi na znaménku thlu a.
Rovnice (15) m4 urcité kladny koien, nebot hodnota vyrazu v3 + pv + ¢
je pro nulovou rychlost zaporna a pro dostatecné velké v kladna. Pokud ma
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rovnice (15) t¥i redlné kofeny (jiny pocet nez 1 nebo 3 mit nemuze), oznaime
j€ Va, U, U a plati

(v —va)(v = o) (v —ve) =0 +pv +g,

tedy vavpve = —q¢ > 0 a vy + vp + v = 0. Odtud jiz plyne, Ze pravé jeden
z kofent je kladny. Rovnice (15) mé tedy vzdy prévé jeden kladny kofen, ktery
m4a vyznam ustalené rychlosti.

O poc¢tu redlnych (ne nutné kladnych) feseni (15) rozhoduje jeji diskriminant

_pr T
A=+

Je-li A > 0, m4 (15) jediny redlny kofen

v:\s/—g+\/z+3—g—\/z.

Pro A < 0 ma tfi redlné kofeny, z nichz jediny kladny je roven

—\/—@ cos 1arccos _QHE
N 3 3 2V =p3/]|"°

Ciselné pro zadané hodnoty je pro jizdu po roviné

2P
vo=/—q=1¢ CSa " 55,6m-s~! = 200kmh ",

pro jizdu z kopce (a = 11,3°) vychézi v; = 95,8m-s~! = 345km-h~! a pro
jizdu do kopce (a = —11,3°) vychazi v = 22,2m-s~! = 80km-h~!. Rychlost
vy je ovSem pro bézny automobil technicky i bezpe¢nostné nerealna.

Informace o FeSeni kubické rovnice najde ¢tenadf nap¥. v [3]. Rovnici lze téz
fesit numericky.
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8 Energie

Odporové sily nejsou konzervativni, protoze prace téchto sil na uzaviené
trajektorii neni nulova. Pro pole nekonzervativni sily nelze formulovat potenci-
alni energii Fi,, proto se pri pusobeni odporovych sil nezachovdvd mechanickd
energie uvazované soustavy definovand vztahem E,, = E, + F.

Celkovd energie soustavy E. se i pfi pusobeni odporovych sil zachovavat
musi. Zmens$ujici se mechanickd energie se zpravidla projevi zvétsenim vnit¥ni
energie U téles a naslednou tepelnou vyménou s okolim. Energetickd bilance
procesu je

E. = E,, + U = konst.

Neboli AE, = 0, tj. AE, + AU = 0, z toho AFE,, = —AU. Zména vnitini
energie je rovna praci odporovych sil na uvazované trajektorii. Ubytek mecha-
nické energie se nemusi projevit jen jako energie tepelnd, ale napft. i jako energie
elektrickd (pfi tfeni miZze dochézet k nabijeni téles).

Piiklad 7 — dva kvadry spojené pruzinkou

Na vodorovné podlozce mame dva stejné kvadry, kazdy o hmotnosti m, spo-
jené dlouhou pruZinou o tuhosti k£ (viz
obr. 20). Souéinitel klidového tfeni je fi,
smykového f>. Pruzina je na zacatku ne-
napnutd; ma klidovou délku. Jakou mini-
malni rychlosti vy musime poslat kvadr
¢. 2 smérem ke kvadru ¢. 1 opfenému
o pevnou sténu, aby se v dusledku na-
stalého déje pohnul i tento kvadr?

Obr. 20. K piikladu 7

Reseni

Kvadr ¢. 1 se pohne pouze v pripadé, kdyz se pruzina prodlouzi alespon
o délku z; = mgf1/k, toto prodlouZeni totiz zpisobi pruznou silu dostatecné
velkou na prekondni statické tfeci sily, kterd brani jeho pohybu. Oznaéme z,
délku, o kterou je pruZina zkricena v okamziku, kdy kvadr ¢. 2 je nejblize ke
kvadru ¢é. 2. Zakon zachovani mechanické energie v nasi soustavé neplati, ale
muzeme vyuZit zachovani celkové energie, zapocitame-li praci spotiebovanou
t¥eci silou W = mgfa Az, kde Az je celkové posunuti kvadru ¢. 2. Predpokla-
dame-li, ze v polohach, kdy je pruZina zkracena resp. prodlouzena o - resp. 1,
ma kvadr ¢. 2 nulovou rychlost, mizeme psat energetickou bilanci mezi kine-
tickou energii kvadru, potencialni energii pruZiny a praci odporové sily

1 1 1
Emvg = Eka:g + mgfaxe = Eka:% +mgfa(2ze + 1).
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7 ¢ehoz po dosazeni za x; dostaneme pro zs

_ mg(2fa+ f1)
ey

a pro pocateéni rychlost kvadru ¢. 2 (pfi nepatrné vétsi pocateéni rychlosti se

jiz kvéadr €. 1 pohne)
m
Vo = g4/ ?\/8f22 + 6f1f2 + f7.

Pfi¢emZ jsme piedpokladali, Ze parametry soustavy jsou takové, Ze stlaceni xo
je mozné.
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Zadani uloh
Uloha 1 — vélec versus koule

Mate kouli a valec stejné hmotnosti m, materidlu i poloméru R. Obé tyto
télesa vrhnete bez roztoceni rychlosti vy po podlaze. U vélce pfedpokladame,
ze vektor jeho rychlosti je kolmy k jeho ose. Na jaké rychlosti v se pohyb téles
ustali? Uvazujte jen smykové tieni, valivy odpor zanedbejte.

Uloha 2 — kostka

Stanovte podminku, kterd musi platit, aby se vam
podarilo uchopit kostku tak, jak je naznaCeno na ob-
rdzku 21. Soudinitel klidového ti¥eni mezi kostkou a
prsty je fo. B
Uloha 3 — formule 1

Jak byste konstruovali vlastni formuli, aby ze startu
na roviné vyjela s co nejvéts§im zrychlenim? Obr. 21. K tloze 2

Uloha 4 — $pulka

Na $pulce odvalujici se na podloZzce je navi-
nuta nit, za niz tAhneme ve vodorovném sméru
konstantni silou F. Jaky smér ma tfeci sila
pusobici v misté dotyku Spulky s podlozkou,
bude se nit navijet nebo odvijet? Uvazujte, Ze
Spulka neprokluzuje. Vysledek tvah ovéite ex- Obr. 22. K tloze 4
perimentem.

Uloha 5 — fetizek

Polovina fetizku délky [ visi ze stolu, druhd polovina leZi na stole a je na
ném upevnéna. Soudinitel dynamického tfeni mezi deskou stolu a fetizkem je f.
Najednou se upevnéni uvolni a fetizek se zacne sesouvat doli. Urcéete zavislost
jeho rychlosti na poloze do okamziku, kdy cely sjede ze stolu.

Uloha 6 — krasobruslaika

Krasobruslaika jede rovnomérné po ledu na jedné brusli. Led, ktery ma
hustotu 0,90 g-cm 2 pod brusli taje do hloubky asi A = 0,030 mm. Nz brusle je
giroky d = 3,0 mm. Skupenské teplo tani ledu je Iy = 3,3-10° J-kg~!. Vypoctéte
velikost t¥eci sily mezi brusli a ledem. Tepelnou vodivost ledu a ohfivani brusle
zanedbejte, predpokladejte, Ze teplota okolniho prostiedi je stejna jako teplota
tajiciho ledu.

Uloha 7 — valec

Jaky sklon ma naklonénd rovina, vali-li se z ni rovhomérné valec, rameno
valivého odporu je &7

Wiittitll”lltb?ziZi4
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Uloha 8 — automobil

Uvazte automobil, ktery do kopce jede na plny vykon rychlosti v; =
= 50km-h~!. Ze téhoz kopce dolii dosdhne pfi stejném vykonu rychlosti
vy = 120km-h~!. Jak rychle je tento automobil schopen jet po roving, je-li
odporova sila tmérna ¢tverci rychlosti?

Uloha 9 — cyklista

Cyklista jede po roviné maximalni rychlosti vy, = 30km-h~!. Proti nému
vane vitr o rychlosti v, = 5 km-h~!. Jakou rychlost{ jede za bezvétii?

Uloha 10 — jednoduchy experiment

Mate k dispozici dva listy tvrdého papiru, tenkou lepici pasku a stopky.
Navrhnéte co nejjednodussi pokus, na zakladé kterého budete moci fici, zda
pfi padu papiru je odpor prostiedi tmérny rychlosti ¢i ¢tverci rychlosti. Po
teoretické ivaze experiment provedte.

Uloha 11 — Millikantiv pokus

Naboj elektronu se méfi Millikanovou metodou tak, Ze se sleduje ustaleny
pohyb malé nabité olejové kapicky o poloméru r a hmotnosti m ve vzduchu
o viskozité n, jednak za pFitomnosti svislého elektrického pole E (ustdlena rych-
lost vg) a jednak bez néj (vg). Millikan méfil rozdil vg — vg a zjistil, Ze tento
rozdil nabyva diskrétnich hodnot, pficemz dvé nejbliz§i hodnoty jsou vzdaleny
o Av. Urcete z toho ndboj elektronu.

Uloha 12 — kapky desté na okné vlaku

Kvalitativné vysvétlete, pro¢ na okné rovnomérné jedouciho vlaku za desté
vznikaji $mouhy od destovych kapek ve dvou vyznaénych smérech?

Uloha 13 — mezni rychlost a laminirni proudéni

Jaka je mezni rychlost vy, ocelové kulicky o priméru d = 5,0 mm padajici
v tthovém poli v nddobé s glycerinem. Hustota oceli je g, = 8,50-103kg-m~—2 a
glycerinu ¢ = 1,32-10% kg-m 3. Dynamick4 viskozita glycerinu je n = 1,39 Pa-s.
Posudte, zda proudéni glycerinu kolem kuli¢ky je lamindrni.

Uloha 14 — podminka podobnosti p#i proudéni

Kouli o priméru d = 1,00 m obtéka proud vody rychlosti v; = 0,250 m-s~*.

Jak velkou rychlost vy musi mit proud vzduchu obtékajici stejnou kouli, aby
v obou pfipadech byla stejnd odporova sila? Teplota a tlak obou tekutin jsou
stejné: 20°C a 1,013 - 10° Pa, pfi kterych je kinematickd viskozita pro vodu
v1 =1,07-10"°m2-s7! a pro vzduch vp = 13,2- 10" m?2-s71.
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Uloha 15 — plavec

Kolika tatrankdm (porovndvame-li energetickou hodnotu jedné tatranky —
— 20kJ s praci odporové sily) se vyrovnd prace, kterou vykona plavec na pieko-
néani odporové sily, ma-li na klidné vodé uplavat 1km rychlosti v = 5,0km-h 1.
Sou¢in C'S z Newtonova vztahu je pro plavce C'S = 0,050 m?.

Reseni tloh

1. Obé télesa se po dopadu zacnou smykat po podlozZce a tieci sila je bude
roztacet az do okamziku, kdy se jejich posuvna rychlost bude rovnat rych-
losti obvodové. Tteci sila udéluje ahlové zrychleni e = rmgf/J, pohyb se
ustdli, bude-li v = wr, coz nastane v ¢ase t = (Jv)/(mgfr?), pro posuvnou
rychlost v = vg — gft. Z poslednich dvou vztaht dostaneme p¥i uvazeni
pfislusného momentu setrva¢nosti pro vélec koneénou rychlost v, = 2v0/3
pro kouli vx = 5vg/7.

2. Ozna¢me F4 (Fp) silu, kterou na kostku pusobi horni (krajni) prst.
Abychom ji udrzeli, musi platit rovhovaha mg + Fyao = Fig a Fia = Fy.
Diky tieni ale Fia < foFua a Fig < foFuB, z toho po tpravé dostaneme
mg < (f?> — 1)F,a a obdobné podminky pro ostatni sily. Jelikoz vSechny
veli¢iny vystupujici v uvedeném vztahu jsou kladné, musi byt f > 1. Je-li
toto splnéno, lze najit sily F5, Fg a jejich umisténi tak, aby kostka byla
v rovnovaze. P¥ipad f > 1 neni sice béZny, ale nastane napf. pro kostku
se ,zubatym“ povrchem, nebo pro kostku ze specidlnich materiala.

Yvew

3. Nejdulezit&jsi je, aby t€zisté formule bylo umisténo co nejblize (ve vodo-
rovném sméru) k ose zadniho pohédnéciho kola (nejlépe tak, aby t&zisté
a osy kol lezely v jedné roviné). Pak normélova slozka, kterou toto kolo
bude pisobit na zem, bude rovna témér celé tize formule a ta bude moci
zrychlovat s a = fyg, kde fy je soucinitel klidového tfeni mezi pneumatikou
a vozovkou. Tento koeficient se konstruktéfi snazi maximalizovat a miva
u $pickovych pneumatik hodnotu vétsi nez fy = 1. Dilezita je téZ odpo-
rova sila vzduchu, formule je konstruovana tak, aby ji tato sila pfitlacovala
k zemi a tim zvySovala normalovou silu.

4. T¥eci sila ma smér opalny neZ mé sila tahova, nebot kdyby bylo tfeni
nulové, pohybovala by se §pulka ve sméru pisobici sily. Spulka se bude
pohybovat ve sméru sily F', tedy nit navijet. Kdyby se pohybovala na
druhou stranu, musela by tfeci sila byt vét$i nez sila F' a tudiz celkovy
moment sily by nutil Spulku pohybovat se opaénym smérem a nemohla by
se tedy valit bez prokluzovani.
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. Oznalme s vzdélenost, o kterou jiz fetizek sjel. K feSeni vyuzijeme bi-

lanci mechanické energie se zapoctenim prace spotifebované tieci silou. Po
upravach vyjde

v=sofa-n+ 30+ 0]

. Prace, kterou vykond tieci sila, se spotifebuje na roztani ledu, z toho zis-

kame pro tieci silu Fy = holyd = 27 N.

7. Sklon roviny je a = arctgé.

8. Rychlost automobilu na roviné je

10.

11.

12.

13.

14.

15.
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2 2
o= g ) gy,
V1 + V2

. Vykon cyklisty je tmérny odporové sile krat rychlosti vzhledem k zemi

a tedy Ppax = kv = k(vm + vy)?vm, kde k je konstanta. Z toho v =
= ¢/(vm + vy)?vy = 33km-h L.

Vyuzijeme toho, ze ustalend rychlost télesa pri odporu tmérném rychlosti
je umérna hmotnosti télesa, zatimco pfi odporu imérném C¢tverci rychlosti
je tmérna odmocniné z hmotnosti. Pfi pokusu tedy zméfime jak dlouho
urcity usek pada jeden papir a pak dva k sobé slepené papiry. Podle toho
zda pomér téchto dob bude 1/2 & 1/2/2, pak jiz uréime jaké mocniné
rychlosti je tmérnéa odporova sila.

Ze Stokesova vztahu dostaneme
_ 6myr
‘T"E
Jeden smér kapek je dan rychlosti vlaku a ustalenou rychlosti padu kapek.
Druhy smér rychlosti padu kapky, kterd uz je na okné a odporovou silou
vzduchu ptsobici proti sméru jizdy vlaku.

Av.

Mezni rychlost je vy, = gd?(00 — 0)/187 = 7,03 - 10~ 2m-s 1. Reynoldsovo
Cislo Re = vydp/n = 0,100, tedy proudéni je laminérni.

Podminkou podobnosti proudéni v obou ptipadech je, aby bylo stejné Rey-
noldsovo ¢&islo. y
Vg = vl—z = 3,08 m-sL.
41

Préce odporové sily je podle Newtonova vztahu W = C'Spv?s/2 = 1,1kJ,
tj. asi dvacetina tatranky. Vysledek je nedekané maly, coZ je zpusobeno
tim, Ze ve skutecnosti je vétSina energie spotfebovana na schopnost pusobit
silou, nez ptlisobit silou po ur¢ité dréze (nemusime tasku zvedat, staci ji
drZet, abychom se namghali).



Tabulky

Tab 1. Souéinitele a thly tfeni

kombinace materiala klidové t¥eni smykové treni
fo a0 / a

ocel na ledu 0,027 1,5° 0,014 0,80°
ocel na oceli 0,11 —-0,30(6,3° — 17° | 0,07 — 0,25 | 4,0° — 14°
ocel na litiné 0,19 11° 0,18 10°
dfevo na dfevu 0,43 — 0,62 | 23° — 32° | 0,19 — 0,48 | 11° — 26°
kov na dfevu 0,20 — 0,55 | 11° —29° | 0,20 — 0,50 | 11° —27°
kize na kovu 0,25 - 0,60 | 14° — 31° | 0,12 — 0,36 | 6,8° — 20°
pryz na asfaltu 0,7—-0,8 | 35°—-39°| 0,5—-0,6 |27°—31°

Tab. 2. Hodnoty p, n a v nékterych tekutin pfi atmosferickém tlaku

hustota |dyn. viskozita | kin. viskozita
0/kgm™3 n/Pa-s v/m=2.s71
kapaliny (18°C)
aceton 0,791-10® | 0,337-10°3 4,26-1077
methylalkohol 0,792 - 10° 0,616-103 7,78-10°7
olej ricinovy 0,961 - 10° 1,278 1,33-1073
rtut 13,551-10% | 1,566-1073 1,156 - 1077
voda 0,9986- 103 | 1,065-10"3 1,066 - 106
plyny (0°C)
helium 0,1785 18,6-10°6 104-10°°¢
oxid uhliéity 1,9766 13,8-1076 6,98 - 10~
vodik 0,08987 8,4-107°¢ 93,5-107°¢
vzduch 1,2928 17,1-1076 13,2-106
Tab. 3. Soucdinitel odporu C
téleso C
kruhovéa deska (kolma k v) 1,11
¢tvercovd deska (kolmé k v) 1,05 — 1,27
koule 0,48
duté polokoule (pohyb dutou €asti vpied) 1,35 — 1,40
duté polokoule (pohyb vypuklou ¢éasti vpied) | 0,30 — 0,40
kruhovy véalec (podélné osa kolmé na v) 1,2
profily minimalniho odporu 0,003 — 0,01
trup letadla 0,045 — 0,055
osobni automobil 0,28 — 0,35
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