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1 Kinematika harmonickych kmitu

Harmonicky kmitavy pohyb mizeme ziskat promitnutim rovnomérného pohybu
hmotného bodu po kruznici do nékterého prameéru trajektorie. Z obr. 1 snadno
odvodime jeho kinematické zédkony. Pocatek vztazné soustavy volime ve stfedu
kruznicové trajektorie a pohyb po kruznici promitneme na osu y. Promitame
nejen okamzitou polohu obihajiciho bodu, ale i jeho okamzitou rychlost vy a
okamzité dostiedivé zrychleni ag, a ziskdme tak okamzitou rychlost v a oka-
mzité zrychleni a kmitajictho pramétu.
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Obr. 1

Necht promitany bod obih4 s tthlovou rychlosti w a jeho priivodi¢ délky r je
v Case t = 0 otocen oproti kladné poloose = o thel ¢y. Pak souradnice polohy,
rychlosti a zrychleni jeho primétu do osy y zavisi na ¢ase podle nasledujicich
vztaht, kterym odpovidaji grafy v pravé ¢asti obr. 1:

= Ym sin(wt + o), (1)
= Uy cos(wt + o) , (2)
a = —apysin(wt + ¢p) , (3)
kde
Yym = T je amplituda vychylky, (4)
Unm = Vg = Wr = WYy je amplituda rychlosti, (5)

am = ap = w’r = wyn je amplituda zrychlend kmitavého pohybu. (6)



Harmonicky kmitavy pohyb je stejné jako rovnomeérny pohyb po kruznici
periodicky. Pro veli¢inu w = 2—T" = 2nf zavadime u kmitavého pohybu nazev
whlova frekvence. Argument ¢ = wt + g goniometrickych funkci ve vztazich
(1) aZ (3) nazyvame fdze kmitavého pohybu, g je poddtecni faze.

Zvolime-li poc¢atecéni okamzik tak, Ze poc¢atecni faze g je nulova, je okamzita
vychylka kmitajiciho bodu popsana jednodus$sim vztahem

Y = Ym Sinwt . (7)

Kmity s kladnou pocatecni fazi ¢o > 0 ¢asové predbihaji (obr. 2) o dobu

%o
T=To (8)

Y1 = Ym Sinwt

/ Y2 V1 / Y2 = Ymsin(wt + o)
LN

Obr. 2

Ulohy

1. Na obr. 3 jsou grafy zavislosti vychylky, rychlosti a zrychleni harmonic-
kého pohybu na ¢ase. Na vodorovné ose jsou vyneseny ¢iselné hodnoty ¢asu
v sekundach, na svislé ose pak ¢iselné hodnoty okamzité vychylky v centi-
metrech. Urcete:

a) periodu, frekvenci a tthlovou frekvenci,

b) amplitudu vychylky a poc¢dtecni fazi vychylky,

c¢) amplitudu rychlosti,

d) amplitudu zrychleni,

e) Na pomocné svislé ose v pravé ¢asti obrazku doplitte méfitka a jednotky
rychlosti a zrychleni.

Napiste rovnici pro:

f) okamzitou vychylku,

g) okamzitou rychlost,

h) okamzité zrychleni tohoto harmonického pohybu.
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Obr. 3

2. Pruzinovy oscilator kmité s periodou 7' = 1,60 s. Urcete amplitudu a po-
Cateéni fazi kmit, znate-li po¢ateéni vychylku yo = 4,5 cm a pocateéni
rychlost v = —0,65 m - s~ 1.

2 Dynamika harmonickych kmita

Ze vztaht (1), (3) a (6) plyne, Ze okamzité zrychleni harmonického pohybu je
piimo tmérné okamzité vychylce a méa opacny smér:

a4 = —ay sin(wt + o) = —wym sin(wt + @) = —w?y. (9)

Podle druhého pohybového zakona F = ma je podminkou pro vznik harmo-
nického pohybu, aby také vyslednice sil ptisobicich na kmitajici hmotny bod
byla pfimo imeérné okamzité vychylce z rovnovazné polohy a méla opa¢ny smér.

Tuto podminku velmi dobte spliiuje pruzinovy oscildtor, ktery ziskame za-
véSenim zdvazi na ocelovou pruzinu (obr. 4). Pfedpoklddejme nejprve, ze hmot-
nost pruziny myg je zanedbatelna v porovnani s hmotnosti zavazi m. Na zavazi



plisobi smérem vzhiru sila pruziny Fp, ktera je pfimo timérné prodlouzeni pru-
ziny, a smérem dold tihova sila Fg. V rovnovazné poloze jsou obé sily stejné
velké:

F, =kAl = Fg =mg, (10)

kde k je tuhost pruziny. Rozkmitame-li zavazi ve svislém sméru, méni se velikost
sily Fp, zatimco sila Fg je konstantni. Nad rovnovaznou polohou pievladne sila
tithova a pod ni naopak sila pruziny. Pro soufadnici vysledné sily F plati

F=F,—Fg=k(Al—y) —mg=kAl —ky —mg = —ky. (11)
Dostali jsme pohybovou rovnici pruzinového oscilatoru

F=ma=—ky. (12)

Al

Obr. 4

Po dosazeni ze vztahu (9) do pohybové rovnice (12) uré¢ime thlovou frek-
venci, frekvenci a periodu oscilatoru:

k 1 |k m
— 2 = — = —_ = — —_ = —_—
mw-y ky, w ”m’ f 27t”m’ T QRHk' (13)

Ke stejnému vysledku mizeme dojit také pomoci zdkona zachovdni energie.
Béhem kmitani pruzinového oscilatoru se méni kineticka a potencidlni tithova
energie zavazi a také potencialni energie elastickd pruziny. Kinetickd energie
je nejvétsi pri prichodu zavazi rovnovaznou polohou, kdy potencidlni energii
soustavy zvolime jako nulovou.



Vzdaluje-li se z&vazi z rovnovazné po-
lohy, pohybuje se proti vysledné sile F a
soustava ziskava potencialni energii, ktera je
rovna praci spotfebované silou F. Nez dosahne
okamzité vychylky y, spotfebuje vysledna sila  =Z
praci, kterd je Ciselné rovna obsahu obrazce
omezeného grafem sily na obr. 5. Muzeme ji
také vypocitat jako soucin primérné velikosti
sily ky/2 a drahy y:

|FI

1
W = §ky2 =FE,. (14)

Celkova mechanickd energie harmonického kmitani je konstantni (obr. 6 — pro
jednoduchost sledujeme kmiténi s nulovou pocéatecéni fazi):

1 1 1 1
E.=E,+E = Elﬁzy2 + Em’u2 = §kzy3n sin? wt + §mvr2n cos® wt = konst. (15)

Obr. 6

Potencialni energie v krajni poloze je stejné jako kineticka energie pri pri-
chodu rovnovaznou polohou:
1

1
2k:yfn = —mu? pficem?z Um = WlYm - (16)
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Po dosazeni a tpravé opét dostavame vztahy (13):

k= mw?, w—\/? f_QTc\/% —275\/7

Urceni periody nebo frekvence harmonickych kmitd mechanické soustavy
patii k casto se vyskytujicim tllohdm. Na pruzinovém oscilatoru jsme si ukézali
dva zdkladni zpusoby Tesent:

a) Vyjdeme z pohybové rovnice a pouzijeme vztah a = —w?y.

b) Vyjdeme ze Zékona zachové,ni energie a pouiijerne vztah Um = WYnm-

vvvvv

Pii presnéjsim vypoctu periody kmit pruzinového oscildtoru musime pii-
hlédnout k hmotnosti pruziny mg. Ta se uplatiiuje jen ¢dstecné, nebot pouze
dolni konec pruziny kmité se zdvazim. Ostatni ¢asti se pohybuji pomaleji a horni
konec nekmita viibec. Kinetickou energii pruziny, jejiz jeden konec je upevnén
a druhy se pohybuje rychlosti v, vypocitdme uzitim integralniho poc¢tu podle
obr. 7:

x
ﬁj . V
dm v
x dx
l
Obr. 7
d 1 2 2 1
X x mov 2 mo o
dm:moT, Ek=/§dm<117) =3B /x dxzi?v . an
0 0
Hmotnost pruziny se tedy uplatni jen jednou tfetinou. Podle zakona zachovani
energie
1 1 mo 1 mo
T mo\ o _ 1 Mo\ 2 2 1
it = (m+ 52 ) ot = 5 (mo+ ) ik, (18)
k m+
w= |——, T =2n\| —. (19)
mo k
mt g



Uloha 3

Na lehkou pruzinu bylo zavéSeno zavazi o neznamé hmotnosti, které po
uvolnéni zacalo kmitat okolo rovnovazné polohy. Cely déj byl sledovan pomoci
elektronického siloméru, ke kterému byla pruzina hornim koncem upevnéna.
Na pfipojeném pocitaci byl ziskan graf, ktery zachycuje ¢asovy prubéh velikosti
sily ptsobici na silomér (obr. 8). Pocdtecni velikost sily je ddna tihou samotné
pruziny.
a) Urcete hmotnost zavazi a tuhost pruZiny.
b) Urcete amplitudu vychylky a amplitudu rychlosti pozorovanych kmit.

Fog ]
N
6_
2
0 |
2 4 6 8 t
Obr. 8 S

3 Torzni oscilator

Dosud jsme se zabyvali harmonickymi kmity pruzinového oscilatoru, které pro-
bihaly ve svislém sméru jako pohyb posuvny. Analogické zékony plati i pro
otacCivy kmitavy pohyb osové soumérného télesa, které je zavéseno na draté
splyvajicim s osou soumeérnosti (obr. 9 ). Kmity jsou zptisobeny pruznymi silami
v dratu vyvolanymi jeho kroucenim (torzi) pii pootoceni télesa z rovnovazné
polohy.
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Obr. 10

Chceme-li drat délky [ a poloméru r, ktery je vyroben z materidlu o modulu
pruznosti ve smyku G, drzet zkrouceny o thel «, musime na konec dratu piso-
bit dvojici vnéjsich sil, jejiz moment M, je primo imérny thlové vychylce a
(obr. 10). Plati

M,=——a=Da (20)
21
Konstanta imeérnosti D se nazyva direkéni moment. Moment vnéjsich sil je
v rovnovaze s momentem M pruznych sil dratu pusobicich proti deformaci:

M= —-Da (21)

Momenty M, a M, Ghlovou vychylku a a také tthlovou rychlost 2 = da/dt
a uhlové zrychleni € = d£2/dt otacejictho se télesa zavadime jako vektorové
veli¢iny, které umistujeme do osy otdceni podle zndmého pravidla pravé ruky.
Jejich souradnice M, M, «, {2 a ¢ jsou kladné, pokud vektor sméfuje nahoru.
Pusobi-li dvojice vnéjsich sil F, —F kolmo na konce vratidla délky d, maji

sily velikost
M, Da«a
F=—=—.
d d

Béhem pootoceni o tihel « se velikost sil postupné zvétsuje. Vnéjsi sily
vykonaji praci a zkrouceny drat ziska potencidlni energii elastickou
Da d

1
2 0L~ Zpa2, 2
2d ‘27 27¢ (23)

(22)

Ey=W =2Fm-5=2-

Uvedeme-li zavésené té€leso o momentu setrvacnosti J do otacivého pohybu
a prestaneme na né pusobit vnéj$imi silami (kromé sily tihové), rozkmité se



ptisobenim momentu M pruznjch sil dratu okolo rovnovazné polohy. Uhlova
vychylka, thlova rychlost a thlové zrychleni tohoto pohybu se fidi kinema-
tickymi zdkony analogickymi k (1) az (6) a (9), které platily u pruzinového
oscilatoru:

a = apy sin(wt + ¢o) , (24)

2= (2, cos(wt + o) , Dy = Wty , (25)
€ = —epy sin(wt + ¢o) , em = wiapy . (26)
£ =—wa. (27)

Pozor na rozdil mezi soutradnici {2 ithlové rychlosti télesa, kterd se béhem
kmitd neustdle méni, a thlovou frekvenci kmiti w = 2n/T, kterd pro dané
kmity konstantni a udava ptirtstek faze za jednotku casu!

Dosazenim z (25) do pohybové rovnice torznich kmitd
M=Je=—-Da (28)

a upravou odvodime vztah pro vypocet periody torznich kmiti:

4n> D | J
— Jw?a = —Da, wQ:%:j, T =2n D (29)

Vidime, ze direk¢ni moment dratu D a moment setrvacnosti zavéseného télesa J
maji u torzniho osciladtoru stejny vyznam jako tuhost pruziny k a hmotnost
zavazi m u oscilatoru pruzinového.

P1i odvozeni téhoz vztahu uzitim zadkona zachovani energie vychazime z pred-
pokladu, ze potencidlni energie elasticka dratu v krajni poloze je stejnd jako
kinetickd energie télesa pfi priichodu rovnovaznou polohou:

1 1 1 D
§Dafn:§Jﬂfn:§Jw2afn. Z toho wzﬂj. (30)
Uloha 4
Jako téleso torzniho oscilatoru zvolime vodorovnou ty¢ stalého prifezu
0 délce | = 1 m a hmotnosti m = 0,20 kg, kterou zavésime uprostied na

kus dratu. Jaky je direkéni moment dratu, kmité-li oscilator s periodou 6,0 s?
Jak by se zménila perioda oscilitoru, kdybychom ty¢ zkratili na polovinu?
Moment setrvacnosti tyc¢e vzhledem k ose prochéazejici kolmo jejim stiedem je
J =ml?/12.

10



4 Kyvadla

Jako kyvadlo mtzeme oznacit kazdé téleso, které se muze bez tfeni otacet okolo
(napf. [1]) se obvykle omezuji jen na rozbor vlastnosti kyvadla tvofeného malou
kulickou o hmotnosti m zavésenou na tenkém vlakné délky I. Hmotnost vldkna,
jeho deformace a odpor vzduchu zanedbavame. Kulicku povaZzujeme za hmotny
bod, jehoz pohyb je vazan na kruznici. Takto idealizované kyvadlo nazyvame
kyvadlo matematicke.
Zmény pohybového stavu matematického

kyvadla zptisobuje pohybova slozka F tihové sily Y
F¢, jejiz velikost uréime podle obr. 11:

|F|:FGsina:¥|x|. (31)

Je-li amplituda kmit velmi mald, pohybuje se
kulicka témér vodorovné a souradnici x stfedu
kulicky muZzeme povazovat za okamzitou vy-
chylku z rovnovazné polohy. Sila F je v takovém
prfipadé pfimo tumérnd vychylce a mé opacny
smér. Jsou tedy splnény podminky pro vznik
harmonickych kmiti

T = Ty sin(wt + @) . (32)

7 pohybové rounice

F =ma=—mw?z = —gx, (33) Obr. 11

kde F', a jsou z-ové soutfadnice sily a zrychleni, odvodime vztah pro vypocet
periody matematického kyvadla:

4® g l

2

W= =2 T=o2n/°. 4
2’ K\/; (34)

Pii odvozeni téchze vztahi uzitim zdkona zachovdni energie vychazime
z obr. 12. Potencialni energie kulicky v krajni poloze je stejna jako kineticka
energie pri prichodu rovnovaznou polohou, kdy rychlost kulicky dosahuje am-
plitudy vp,:

1
mgh = imvfn. (35)

11



Dale plati

2 “es
Um = Wy = %xm, (36) .
\
2 \
h=1—\1?—a22 =1-1 l—l—‘;— \\l
\
z2 z2 \
=l-1l|1-=5)=—". 37
( 2F> 21 (37) \
Po dosazeni do (35) dostaneme W Tm
2, 1 4n? l Vm
Moy = ymyEtme  TE2mfo. (8 Obr. 12

Obdobné odvodime vztah pro vypocet doby kmitu pomoci zédkona zacho-
véni energie i u jinych kyvadel. Na obr. 13 je zndzornéna krajni a rovnovazna

v

vy

rovnovaznou polohu mé velikost vy, = wxy,.
Potencialni energie kyvadla v krajni poloze

vy

>

A\
“OX
M

2
E, = mgh =mg (d— Vd? —x%) = mg:;—z’.
(39)
Stejné velka je kinetickd energie kyvadla pri
pruchodu rovnovaznou polohou:
1 Jw%?n

2 d2 (40)

d

r————-—2

2
1 1 v
Be==JR =-J(=2) =
k= 97%m =79 ( )

)
>

Moment setrvac¢nosti J kyvadla zavisi na vzda- <]

Vv

-

J = Jo+md?, (41)
kde Jy je moment setrvacnosti vzhledem k ose

e Obr. 13
dla.
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7Z rovnosti energii dostaneme hledany vztah pro vypocet doby kmitu:

z2 1 w?a? 5 4m®  mgd
mgS. =5 J 7z w T2 T (42)

J J0+md2
T=2 — =2 . 4
K mgd K\/ mgd (43)

V ucebnicich fyziky byva predchéazejici vztah Castéji odvozen na zakladé
pohybové rovnice otacivého pohybu, ke které dojdeme z obr. 14:
2
M=JE=J%)=J(;T§:—mgdsinozi—mgdozz—Da. (44)
Veli¢ina D = mgd se nazyva direkéni moment kyvadla.
Jestlize kyvadlo vychylime z rovnovazné polohy
v kladném smyslu (proti smyslu obihani hodinovych ru-
¢icek), je moment tihové sily zaporny, a naopak pfi vy-
chylce kyvadla v zaporném smyslu je moment tihové sily
kladny. Proto se v rovnici (44) objevuje zdporné zna-
ménko podobné jako v pohybové rovnici pruzinového
oscildtoru (12). Z analogie obou rovnic plyne, Ze rovnici
(44) vyhovuje FeSeni analogické k (1) a (13):

)

in(wt + o) 27 D
o = Quy sin(w , W= —=4[—
®o T 7

J J0+md2
T=2 — =2 _ 4
K\/D K\/ mgd "’ (45)

které popisuje zavislost okamzité thlové vychylky a na
case.

Obr.14

Nase odvozeni vztahu pro vypocet doby kyvu kyvadla se neobeslo bez po-
uziti pfibliznych vzorcid

h:2_d’ sina = «. (46)

Proto vztahy (33), (44) plati s dostate¢nou pfesnosti jen pii maljch ampli-
tuddch kmitt. (Pro a;, = 1° je skuteénd doba kmitu vétsi asi o 0,002 %, pro
am = 5° asi 0 0,05 %.) Tim se kyvadla lisi od torznich oscilatort, kde pohybova

13



rovnice Je = —Da plati presné i pro velké thlové vychylky, dokud deformace
kroucenim neprekro¢i meze platnosti Hookova zdkona.

P1i vétsich amplitudach vychylky nejsou uz kmity kyvadla pfesné harmo-
nické. Jejich casovy pribéh a dobu kmitu mtizeme dostateéné piesné urcit
numerickym modelovanim, které je popsano ve studijnim textu [2].

Vedle doby kmitu se u kyvadla zavadii doba kyvu 7 = T'/2. Jestlize 7 = 1 s,
nazyva se kyvadlo sekundoveé.

Kazdému kyvadlu mtzeme ptiradit redukovanou délku [*, kterou definujeme
jako délku matematického kyvadla se stejnou dobou kyvu ( obr 15). Z rovnosti

_ vf_—zwfh+”m2—2vf_ (47)

odvodime vztah pro vypocet redukované délky

Obr. 16

|
% |
: 104
O \\T
| '
| |
| |
| d |
o |
| |
| |
| |
T4 |
\ *_ \
Obr. 15 /'¢>l 4] 0
10 |
|

Naneseme-li od bodu O na polopfimku OT redukovanou délku [*, dosta-
neme bod O’, kterym mtizeme vést novou osu, opét kolmou k nékresné (obr. 16).
Okolo této osy bude kyvadlo kyvat s dobou kyvu T”, kter4 je stejnd jako doba
kyvu T okolo ptuvodni osy. Plati totiz

J' Jo +m(l* — d)?
T/ = 2 _— = 2 _—_— =
Nomg—a) ~ T\ T mg =)

14



J 2
d 2
o | \md) _, fmdt o (49)
mg

Ulohy
5. Urcete vztah pro vypocet doby kmitu homogenni ty¢e hmotnosti m a délky [,
ktera kmita kolem osy kolmé k ty¢i a prochéazejici jejim koncem.

6. Kruhova homogenni deska kmita kolem vodorovné osy kolmé k roviné desky.
Osa prochézi jejim obvodem (obr. 17). V jaké jiné vzdélenosti od stiedu
desky by mohla byt osa, aniz by se doba kmitu zménila?

7. Urcete dobu kmitu kotouce znazornéného na obr. 18 kolem vodorovné osy
jdouci bodem O kolmo na rovinu kotouce. Plna ¢ast kotouce je homogenni.

Obr. 17 Obr. 18

8. Tenk4 obruc¢ o poloméru R zavésena na skobé se po malém vychyleni z rov-
novazné polohy stane kyvadlem. Urcete jeho dobu kmitu a redukovanou
délku.

15



5 Uziti kyvadel pri méreni tihového zrychleni

Absolutni méteni tithového zrychleni v urcitém misté na Zemi muizeme pfesné
realizovat pomoci reverzniho kyvadla sestrojeného napt. podle obr. 19. Tézka
ty¢ je opatiena dvéma zavésnymi bfity O, Oz otofenymi ostfim proti sobé a
zavazim, jehoz vzdalenost x od konce tyce miizeme plynule ménit a regulovat
tak doby kmitu 77, T okolo obou bfitt. Naméiené hodnoty vyneseme do grafu
(obr. 20), ze kterého zjistime, pro kterou polohu zavazi jsou obé doby kmitu
stejné a jaka je jejich hodnota 77 = To = T. V takovém pripadé je vzdalenost
britd [ rovna redukované délce kyvadla a tithové zrychleni urcime ze vztahu

_ 4xl

-5 (50)

g

Vzdalenost briti a doba kmitu mohou byt stanoveny se zna¢nou presnosti.
Tim je zajisténa i pfesnost konec¢ného vysledku.

R 7

_Fo,

0o

Obr. 20

Obr. 19

Zname-li hodnotu tihového zrychleni g, pro néjakou zékladni stanici A,
miizeme urcit tthové zrychleni g5 na kterémkoliv jiném misté B tak, ze zméfime
timtéz kyvadlem doby kmitu T,, T na obou mistech. Pak plati

[ [ T\
T, =2n4| —— Tp =21 | ——, B = 7 ) - 1
A T mgad’ T mgpsd g ga (TB> (51)
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Pozndmka: Pfed r. 1930 vykonal zédkladni méfeni ve sklepé Ceské techniky
v Brné fyzik B. Kladivo. Urcil hodnotu tithového zrychleni

g =(9,80961=+0,00001) m-s 2

6 Priklady slozZitéjsich oscilatoru

A. Spojovani pruzin

Na obr. 21 jsou zobrazeny tii oscilatory tvofené zavazim o hmotnosti m
a dvéma pruzinami se zanedbatelnou hmotnosti o klidovych délkach iy, I5 a
tuhostech k; a ko. Jednotlivé piipady probereme postupné. Prodlouzeni pruzin
v rovnovazné poloze oscilatoru pokazdé oznacime Aly, Als.

a) Pii paralelnim spojeni pruzin se tiha za- : :
vazi rozlozi na obé pruziny. V rovnovazné 1?1 % € ;f2
1 2

poloze plati
mg = k1Al + ko Als . (52)

Vychylime-li zavazi do vysky y, sily pruzin
se zmens$i a na zavazi pusobi vysledna sila
o soufadnici
F =k (Al —y)+ko(Ala—y)—mg =

= —(k1 +k2)y. (53)

Oscilator kmita stejné, jako kdybychom
pouzili jedinou pruzinu o tuhosti

k=ky +ky. (54)

Pri paralelnim spojent pruZin se jejich tu-

hosti scitaji. a) b) c)
Obr. 21

b) Sériové spojené pruziny jsou v rovnovazné poloze obé zatiZeny celou tihou

zavazi:

mg = klAll = kQAlQ . (55)
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Vychylime-li zavazi do vysky y, zkrati se prvni pruzina o y;, druhd o y a obé
budou napnuty stejnou silou o velikosti

Fp = kl(All — yl) = kQ(AZQ — y2) . (56)
Na zavazi pusobi vysledna sila o souradnici
F=F,—mg=—ky = —kays. (57)
Porovnanim vztaht dostaneme:
F F F kiks
_ - _ - __= F=_ . 58
Y=yt S i k1+k2y (58)

Oscilator kmita stejné, jako kdybychom pouzili jedinou pruzinu, pro jejiz tuhost
plati
1 1 1 k1ks

ok “htk

Pri sériovém spojeni pruzin se scitaji prevracené hodnoty jejich tuhosti.

(59)

c) Ve tfetim pfipadé plisobi na zavazi sily pruzin v opaénych smérech. V rov-
novazné poloze plati

mg = k‘lAh — kQAZQ . (60)
Vychylime-li zavazi do vysky y, bude na né pusobit vysledna sila o souradnici
F = kl(All — y) — kQ(Alz + y) —mg = 7(]61 + kg)y (61)

Oscilator kmita stejné, jako kdybychom pouzili jedinou pruzinu o tuhosti
k=Fk +ko. (62)

Pfipady a) a c) jsou tedy co do periody kmitt ekvivalentni.

B. Kolébani nesymetrického télesa

Setrva¢nik o hmotnosti m a momentu setrvac¢nosti Jy je hiideli o polo-
méru r poloZen na vodorovné kolejnice (obr. 22). Ve vzdélenosti 1 od osy je
k setrva¢niku pfipevnén maly ptrivazek o hmotnosti m;.

o C Obr. 22

18



Odvalime-li setrva¢nik z rovnovazné polohy tak, ze se otoc¢i o maly thel
Oy, bude osa setrva¢niku po jeho uvolnéni konat harmonicky kmitavy pohyb
s amplitudou z, a pfi prichodu rovnovaznou polohou bude mit rychlost vy,
(obr. 23):

2n

T = TOm , VU = Wy = Txm,. (63)
Potencialni energie v krajni poloze
E;, = migh =migri(l — cosam) = migr (1 — /1 —sin? am) =
. 2 2
. sin® oy T2
= = — 64
migr 5 migr 92 ( )

je stejna jako kineticka energie pfi prichodu rovnovaznou polohou, kdy se se-
trvacnik otaci okolo okamzité osy prochazejici bodem P thlovou rychlosti (2,:

1
Q== Ekzimfn, kde J=Jy+mr?4+mi(r—7)2  (65)

je moment setrvacnosti vzhledem k okamzité ose. Porovnanim vztahti dosta-
neme:

22 1 w?z?
Mgy 5 = §[J0 +mr® +my(ry — 1)’ 2 (66)
mirg
= . 67
“ \/Jo+m7“2+m1(7“1 —r)? (67)

Obr. 23
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C. Kyvani tyce pusobenim pruzné sily
Homogenni ty¢ stalého prifezu

o hmotnosti m a délce [ je je jednim

koncem otacivé upevnéna v bodé O.

Ve vodorovné rovnovazné poloze je dr-

nedbatelné hmotnosti, kterd je k tyci
pripevnéna ve tfech ctvrtinach délky

(obr. 24). Ty¢ rozkyvame ve svislém

zena svislou pruzinou o tuhosti £ a za- §>? m
I

sméru tak, ze bod, ve kterém je pru-

Zina upevnéna k tyc¢i, kond harmonické Obr. 24

kmity s malou amplitudou y,,,. P¥i pri-
chodu rovnovéaznou polohou mé tedy
rychlost vy = Wy

V krajni poloze mé soustava potencialni energii £, = ky2 /2. Pii prchodu
rovnovaznou polohou se ty¢ otac¢i ihlovou rychlosti {2, a ma kinetickou energii

EBx=J .len /2, kde J je moment setrvac¢nosti tyce vzhledem k bodu O:

Um 4WYm 1

R = J=-mi?.
3, 8 "
1

3

Ze zékona zachovani energie plyne

Uloha 9

(68)

Urcete periodu malych kmitt homogenni kulicky o poloméru r, kterou po-
lozime na dno misky tvaru kulového vrchliku o poloméru R > r a vychylime

z rovnovazné polohy.
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ResSeni uloh

1 _ _2m_ 51
T—O,833HZ, w =75 =524 rad-s™,
T
6

d) am = WYy = 1,64 m-s72.

1.a)T=120s, f=

1

b) ym = 6,0 cm, v = = rad, ¢) vy = WYm = 0,314 m s,

e) Méfitka na osach rychlosti a zrychleni:
1 2

lem=02m-s7!, lcm=2m-s 2
f) {y} = 0,060 sin (5,24{15} + %) g) {v} = 0,314 cos (5,24{t} n %)
h) {CL} = —1,64sin <5,24{t} + g)

2. ReSenim soustavy rovnic 1o = ymsin@g, vo = wym cospy dostaneme

P
tgpg = 20— ZF0 _ 097187 A singe >0 — o =2,88rad,
() T’UQ
Yoo =~ — 172 cm.
sin g

3. a) Uvolnéné zavazi kmitd okolo rovnovazné polohy, ve které by se po delsi
dobé zastavilo. Kdyz se zavazi nachazi v dolni krajni poloze, ptisobi na
silomér sila o velikosti 6,6 N. Kdyz se nachazi v horni krajni poloze, pu-
sobi na silomér sila o velikosti 2,0 N. Po ustaleni zavazi v rovnovazné
poloze bude tedy na silomeér ptisobit sila o velikosti 4,3 N. Tiha samotné
pruziny je priblizné 0,2 N. Tiha zavazi mé tedy velikost 4,1 N a hmot-
nost zavazi je m = 0,42 kg. Hmotnost pruziny je mald v porovnani
s hmotnosti zavazi. Proto ji zanedbame.

7 grafu odeéteme periodu kmitt: 87'=7,0s, T =0,87s.

2
Pruzina mé tuhost k = mw? = 4KT2m =22N-m!.

b) Amplituda vysledné sily, kterd béhem kmitani ptisobi na zavazi, je
Fi, = 2,3 N. Tomu odpovidaji amplitudy vychylky a rychlosti

Fn 2TYm
Ym = — = 0,115 m Um = WYm = Y

’ =0,76m-s"1,.

4?ml?

W = 0,018 N-m- radfl.

4. D = Juw? =
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2
Moment setrvacnosti tyce poloviéni délky je J; = L % . (£> =

12°
Periody jsou v poméru % =4/ % = 2—\1/5

. Do vztahu (43) pro vypocet doby kmitu kyvadla dosadime

d:f, J=Jy+md? = imz2+m (5)2 _ L
2 12 2 3
a dostaneme hledany vztah
mi? ”
T = 2n migl = 2% @ .

2

Doba kmitu homogenni tyce pii dané poloze osy je T = 2w,/ %

. Pomoci Steinerovy véty urc¢ime moment setrvacnosti vzhledem k ose kyva-
dla:

R? 3
J:J0+mR2:mT+mR2:§mR2.

Doba kmitu potom je

3mR?
[J 2 I3R [1*
T=2 — =2 =2 — =2 —
T D T ok T % T p

a redukovana délka

3
*=-R.
2

Pfemistime-1i osu do vzdalenosti I* — R = R/2 od té7isté desky, doba kmitu
se nezméni.

. ReSeni rozdélime na nékolik ¢asti:

a) Uréeni polohy tézisté titvaru — kotouce s vy¥iznutym otvorem: Podobné

Vv

vzdélenosti R/6 pod stfedem kotouce S.
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b) Uréeni momentu setrvac¢nosti vzhledem k ose kyvadla: Od momentu setr-
vacnosti plného kotouce, jehoz hmotnost oznac¢ime m, odecteme moment
setrvacnosti vyriznutého kotouce:

+mR? — = -

T==3 2

mR? 1 m R m
4 4

c¢) Uréeni doby kmitu:

E
79
[T
8. T—2TC m—gd
9. Vyjdeme z obr. 25: } \
h=(R-r)—
Um = W,
1, 1 17
mgh = Gmig, 5 B = 5 - gmiin Obr. 25
2 17 54 5¢ 7(R—7)
B =0 = T=2
"SR T 25 e YTANTR ) ™ T g
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