RESENI
Uloha 1

Uloha T1. Zamé&feno na naértky (13 bodii)
Cast A. Balistika (4,5 bodu)
i. (0,8 b.) Hodime-li micek svisle vzhiiru, dosahne bodu x = 0,
z=v5/2g (jak plyne ze zdkona zachovani energie).
Porovname-li tento vysledek s nerovnosti z < zy —kx2 dojedeme
k zavéru, ze

vé
=35

Uvazujme asymptoticky pfipad z - —oo ; trajektorie micku

je parabola a v této limité je vodorovné posunuti (pro dané z)
velmi citlivé na kfivost paraboly: ¢im plosi je parabola, tim

Z [0.3 bodu]

vétsi je posunuti. Parabola je nejplosi, pokud je micek vrzen
vodorovné, x = vyt a z=—gt?/2, tj. trajektorie micku je
popsana rovnici z = —gx?/2v§. Pfipomenme, zZe z < zo —kx2, j.
gx? 2 g - g
9 < — < 4 g
2 = %o kx* =k < 7 Kdyby platilo k < 7 znamenalo

by to, Ze existuje mezera mezi parabolickou tseci, z <z —kx?,
a danou trajektorii z = —gt?/2. Tuto trajektorii lze vSak
povazovat za optimalni pro zasaZeni cild hluboko pod
povrchem (z - —), tedy tato mezera by neméla existovat.

Z toho usoudime, Ze
-9
2v¢

Poznamenejme, ze

[0.5 bodu]

ii. (1,2 b.) o
trajektorie micku je otocitelna a podle '

zakona  zachovani  mechanické
energie se muZeme -ekvivalentné
tdzat, jakd je minimalni velikost
pocatecni rychlosti mic¢ku nutna

k tomu, aby micek \
z nejvyssiho bodu kulové budovy dopadl na zem, aniz by
zasahl stfechu a jakd je trajektorie tohoto vrhu. Snadno si
predstavime, Ze se tato trajektorie musi nékde dotknout
stfechy nebo musime micek vrhnout vodorovné z nejvyssiho

bodu s polomérem kfivosti trjaketorie rovhym R. Skutecné,

vrzeny _

kdyby nenastal ani jeden z téchto dvou pfipadli, mohli
bychom vrhnout pod stejnym tthlem o néco mensi rychlosti a
micek by opét dopadl na zem bez toho, Ze by pred tim zasahl
stfechu.
vodorovné, trajektorie se nedotyka ani neprotina stfechu
budovy, protoze parabola ma maximalni kfivost v nejvyssim
bodé. Mohli bychom tedy ponechat stejnou velikost pocatecni
rychlosti a nepatrné zvétsit elevacni thel (z vodorovného
smeéru, mirné sikmo nahoru). Nova trajektorie nebude tecna ke
stfeSe v nejvyssim bodé, ani se stfechy nedotkne v zadném
jiném bodé. Nyni mtiZeme mirné zmensit velikost pocatecni

Navic, kdybychom v nejvyssim bodé vrhali

rychlosti a argumentovat stejné jako pfed chvili. U¢inime tedy
zavér, Ze optimalni trajektorie ma tvar zobrazeny na obrazku.
iii. (2,5 b.) Budeme-li feSit tilohu hrubou silou, napiSeme
matematicky podminku, Ze se optimalni trajektorie protina s
budovou ve dvou bodech a dotyka se v bodé jednom. Tato
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podminka bude reprezentovana algebraickou rovnici ¢tvrtého
stupné, ktera je redlné nefesitelna v daném casovém intervalu.

Vsimnéme si, ze vnitfek budovy musi leZet uvniti oblasti
bodd zasazitelnych mickem vrZzenym z nejvysstho bodu
pofatecni rychlosti o velikosti vmin. Skutecné, jestlize jsme
schopni pfehodit budovu, mtzeme zasdhnout jakykoliv bod
uvnitf zmensSovanim elevaéniho thlu. Na druhou stranu,
hranice oblasti zasazitelnych bodti se musi budovy dotykat.
Kdyby totiz byla mezera mezi hranicemi oblasti zasazitelnych
bodd a budovou, bylo by mozné zasahnout bod tésné nad
bodem dotyku trajektorie a budovy. Trajektorie prochazejici
timto bodem by se budovy nikde nedotykala, coz je spor s
predpokladem o optimalni trajektorii.

Tedy s rychlosti vo odpovidajici optimalni trajektorii, se
oblast zasaZitelnych bodt dotykd budovy. Diky symetrii,
existuji dva body dotyku této oblasti s budovou (pro mensi
rychlosti existuji 4 priaseciky, pro vyssi rychlosti zadny).
Umistime-li poc¢atek souradnic na vrchol budovy, body dotyku
jsou definovany touto soustavou rovnic:

v:  gx?

29 202
Vylou¢ime z téchto rovnic z a dostaneme bikvadratickou

x*>+z2+2zR =0, z

rovnici pro x,

2
1 gR v ve
x‘*(%) + x2 <——g—2) + (—°+R)—°= 0.
2v§ 2 v 4g g

Rychlost, pro niZz ma tato rovnice pravé dvé realna feSeni,

ziskame z podminky, Ze doskriminant této rovnice je roven 0,
1 gR 2 gR gR

(2-%) =5+ 5= %"

Rychlost ziskana feSenim této rovnice je rychlost odhodu, resp.

2.

dopadu, z nejvyssiho bodu budovy. Rychlost dopadu na zem,
resp. pocatecni rychlost vrthu ze zemé, je nutno dopocitat ze
zdkona zachovani mechanické energie,

R
Vmin = /vg +4gR =3 97

Cast B. Proudéni vzduchu okolo kidla (4 body)

i. (0,8 b.) Ve vztazné sosutavé spojené s letadlem, je v prostoru
mezi dvéma proudnicemi objemovy tok vzduchu (prodly
objem za jednotku casu) konstantni diky rovnici kontinuity.
Tento objemovy tok je dan jako soucin rychlosti proudéni a
obsahu pfi¢ného priifezu oblasti. Tedy, diky dvourozmérné
geometrii je objemovy tok pfimo umérny vzdélensto mezi
dvéma proudnicemi a l1ze ho méfit z obrazku v zadani. Jelikoz
nefouka vitr, je rychlost vzduchu ve vztazné soustavé spojené
s letadlem vo. Zméfime vzdalenodsti 2 =10 mm a b = 13 mm
(viz obr.) a mtizeme psat voa = ub a tedy u = v, %. Jelikoz jsou
v bodé P proudnice vodorovné, vSechny rychlosti jsou
rovnobézné a vektorovy soucet pfechazi v soucet skalarni.
Rychlost vzduchu vzhledem k zemije vp = vy —u = v, (1 - Z)

=23 m/s.
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ii. (1,2 b.) I kdyZ je dynamicky tlak %pvz relativné maly,
zplisobuje  jisté adiabatické komprese a
V expandujicich oblastech teplota klesa a tedy klesa i tlak
nasycenych par. Pokud teplota dosahne rosného bodu, objevi
se kapicky. Tent jev nastane nejdfive v bodé, kde je maximalni

expanze.

adiabaticka expanze, tj. kde je minimalni aerostaticky tlak a
nasledné, z Bernoulliho rovnice p+%pv2 = konst, kde je

maximalni dynamicky tlak. Tedy v misté, kde je rychlost
vzduchu vzhledem k kfidlu maximalni a vzdalenost proudnic
minimalni. Tento bod je v obr. znazornén jako Q.

iii. (2,0 b.) Nejprve musime vypocitat rosny bod vzduchu s da-
nym obsahem vodni pary (protoZe relativni zména tlaku bude
mald, mtzeme zanedbat zavislost rosného bodu na tlaku). Tlak
vodni pary je py, = psar = 2,08 kPa. Relativni zména tlaku na-
sycenych vodnich par je maly, ¢ili méizeme linearizovat jeji tep-
lotni zavislost,
Psa —Pw _ Psb — Dsa (1 —7)psa
T, =T - Ty —Ta :Ta_Tz(Tb_Ta) Psb — Psa ’

¢iselné T =~ 291,5 K. Dale, musime nalézt souvislost mezi rych-
losti vzduchu a teplotou. K tomu pouzijeme zdkon zachovani

mechanické energie. Vhodné pfipravenou verzi zdkona zacho-

vani energie predstavuje Bernoulliho rovnice. Pouziti této rov-
nice poskytne velmi dobry model reality, ale striktné feceno,
méla by byt zménéna s ohledem na stlacitelnost vzduchu a s ni
souvisejici mechanickou praci. Uvazujme 1 mol vzduchu ma-
jict hmotnost i a objem V = RT /p. Ziejmé je déj velmi rychly a
uvazované mnozstvi vzduchu velké, tedy pfenos tepla v uva-
zovaném vzduchu je zanedbatelny. Navic se jedna o déj pod-
zvukovy. Mtizeme tedy déje povaZovat za adiabatické. Uva-
zujme usek proudové trubice (myslena trubice tvofena proud-
nicemi). Oznadime fyzikalni veli¢iny na jednom jeho konci in-
dexem 1 a na druhém konci indexem 2. Jestlize na jednom
konci vtece do uvazovaného tiseku jeden mol vzduchu, stejné
mnozstvi vzduchu musi vytéci na druhém konci tseku. Vtéka-
jici plyn prinasi kinetickou energii %;wlz a vytékajici plyn od-
nasi energii %,uv%. Na vtékajicim plynu konaji tlakové sily praci
p1Vi = RT;, otékajici plyn kona préci p,V, = RT,. Definujme
jesté molarni tepelné kapacity, C, = ucy a Cp = ucp. Vtékajici
vzduch nese tepelnou energii C,RT; a vytékajici odnasi CyRT,.
Celkové miizeme tedy napsat energetickou bilanci jako %uvz +
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ez 3N v? 1 9 a?
C,T = konst. Odtud snadno vyjadiime A 5 = 7 Verit (— - 1) =

c2

¢, AT, kde c je vzdalenost proudnic v bodé Q. Tedy,

~ 23 m/s,

Verie = € —cz

kde jsme pouzili ¢ = 4,5 mm a AT = 1,5 K. Poznamenejme, zZe
ve skutecnosti bude pozadovana rychlost pravdépodobné o
néco vyssi, protoze pro rychlou kondenzaci je tfeba presyceni
par. Nicméné, fadové je tento vysledek jisté platny.

Cast C. Magneticka bréka (,,slamky”) (4,5bodii)
i. (0,8 b.) Diky supravodivym sténam
nemtize magnetické pole pfekrocit stény
brcka, tedy magneticky tok je uvnitf
trubicky  konstantni.  UvaZujeme-li
uzavienou kfivku uvnitf trubicky,
nesmi na ni byt zadna rotace
magnetického pole. Tedy, silocary
nemohou byt zakfiveny a magnetické
pole je uvnitf trubicky homogenni. Silocary vné trubicky
pripominaji silo¢ary solenoidu.
ii. (1,2 b.) Uvazujme zménu magnetické energie pri
(virtudlnim) prodlouzeni trubicky o malou délku Al
Magneticky tok trubickou ztistane zachovan. Jakakoliv zména
tok by zptsobila nenulové elektromotorické napéti i—f a
vzhledem k nulové rezistivité nekoneény proud. Tedy,
magneticka indukce je B = %. Hustota energie magnetického
pole je %. Tedy, zménu magnetické energie vypocteme

BZ 2

AW = —mnriAl = Al

I 20
Tento nartist energie je zptisoben praci, kterou vykonala sila
prodluzujici trubicku, AW = TAl. Tedy, pro silu plati

B2
- 2ugmr?

iii. (2,5 b.) Analyzujme, jad by byla zména magnetické energie,
pokud bychom jednu trubicku posunuli o malou vzdalenost.
Magnetické pole uvnitf trubicek ziistane nezménéné diky
zachovani magnetického toku, ale magnetické pole vné
trubicek se zméni. Magnetické pole vné trubicek je defnovano
nasledujici podminkou. Neeexistuje Zadna cirkulace vektoru

B, protoze vné trubidek neteou zadné proudy. Neexistuji
zadné jiné zdroje silocar, nez jsou konce trubicek. Kazdy konec
trubicky je zdrojem silocar se stalym magnetickym tokem +®.
Toto jsou presné stejné podminky, které definuji elektrické pole
¢tyZnaboji £Q. Vime, Ze je-li vzdalenost mezi naboji mnohem
vétsi, nez geometrické rozmeéry nabojl, 1ze je povazovat za
naboje bodové. Tedy, konce trubicek budeme povaZovat za
magnetické bodové nadboje. Abychom vypoditali silu mezi
dvéma magentickymi naboji (magnetickymi monopdly),
vybudujeme  korespondenci mezi magnetickymi a
elektrickymi veli¢inami.
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Mezi dvéma elektrickymi naboji Q vzdalenymi od sebe a

o 1o s 1 Q* foex uo 2 .
pusobi sila F = —-=a v misté jednoho z naboji ma elektricke
0

pole druhého hustotu energie w = tedy mtizeme

32m2e_0 a*’
psét, F = 8nwa?. Toto je obecné vyjadrenti sily (pro pfipad, kdy
maji silocary pole stejny tvar jako v pripadé dvou opacnych
naboji stejné absolutni hodnoty) zavisejici pouze na hustoté
energie a nezavisejici na ptivodu pole. Miizeme tedy toto vy-
jadfeni pouzit pro nase magnetické pole. Skutecné, silu lze vy-
pocitat jako derivaci potencialni energie podle virtualniho po-
sunuti zdroje (elektrického nebo magnetického naboje). Jsou-li
hustoty energie dvou poli rovné v jednom bodé, jsou si rovné
vsude a musi se tedy rovnat i pfislusné potencialni energie. Jak
plyne z Gaussovy véty, pro bodovy zdroj stalého magnetic-

kého toku @, ve vzdélenosti a je indukce B = i%. Tedy, hus-
4T a

. B? 1 9% «
tota energie w = — = ———. Nasledné,
219 32m2ug a?
1 @2
= —2 .
4y, a

Pro dvé brcka mame ¢tyfi magnetické naboje. Podélné sily
(rovnobézné s osami trubicek) se vyrusi (sily pro kazdé brcko
plisobi v opa¢ném sméru). Kolma sila je souctem sily pfitazlivé

2
mezi opacnymi naboji, F; = ﬁ%’ a odpudivé sily opacnych
0
2
nabojti, F, = -~ 2. Celkova piitazliva sila tedy je
0
4—\2°
F=2(F,-F)=——"—

8y, 12
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Uloha 2

Uloha T2. Kelvinovo vodni kapatko (8 bodi)

Cast A. Jedna trubicka (4 body)

i. (1,2 b.) Napiseme rovnovahu sil pro kapicku. Protoze d < r,
miiZzeme zanedbat silu %Apd Z zptisobenou nartistem tlaku Ap
uvnitt trubicky. Tedy, tihova sila %m’,fmxp g je v rovnovaze
s kapilarni silou. Jakmile se kapicka oddéli od trubicky, vodni
povrch vytvofi v blizkosti konce trubicky , kréek”, ktery ma
svislou te¢nu. Ve vodorovném prafezu krcku je kapilarni sila
svisla a vypocteme ji jako mod. Tedy,

3(30d
Tmax = %

ii. (1,2 b.) Protoze d « r, miizeme zanedbat zmény kapacity
kapicky zptisobené trubic¢kou. Pro potencial kapicky plati ¢ =
1 Q

=. Tedy,

ameg T’

Q = 4meyor.
iii. (1,6 b.) Pretlak uvnitt kapicky je zptisoben kapilarnim
tlakem 20 /r (zvysuje vnitini tlak) a elekrotstatickym tlakem
%SOEZ =%so<p2/r2 (zmenSuje vnitini tlak). Tedy, znaménko

pretlaku se bude ménit, pokud %sorpfnax /r? = 20 /7, tedy

or
Pmax = 2 S_

Vyraz pro elektrostaticky tlak uvedeny vyse lze odvodit
nasledovné. Elektrostaticka sila ptisobici na povrchovy naboj o
hustoté 7 a obsahu S je dédna vztahem F =1tS-E, kde E je
elektrické pole generované zbytkem nédboje mimo element
povrchového naboje samotny. Tato sila je kolma na povrch,
tedy vyraz F/S lze interpretovat jako tlak. Povrchovy naboj
vytvarii pole AE = t/gy (coz plyne z Gaussovy véty); uvnitf
kapicky neni zadné elektrické pole diky vodivosti kapicky.
Tedy E — iAE = 0. Vné kapicky je poleE = E + iAE.TedyE =
1 . . rv
> AE. Dohromady dostaneme vyraz uvedeny vyse.

Alternativné lze tento vyraz odvodit tivahou o virtudlnim
posunuti povrchu kondenzatoru a porovnanim tlakové prace
pAV se zménou energie elektrostatického pole ifoE ZAV.

Reseni tilohy Ize také odvodit z poZadavku, Ze mechanicka
prace dW vykonana pro infinitezimalni nartst kapicky musi
byt nulova. Ze zakona zachovani energie, dW + dW, =
od(4nr?) + %(prznaded, kde kapacita kapicky C; = 4me,r.
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Elektrickd prace dWy = Qraxdq = 4meopiacdr. Polozime-li
dW =0, dostaneme rovnici pro @p.,, ktera dava stejny
vysledek jako vyse.

Cast B. Dvé trubicky (4 body)

i. (1,2 b.) Tato uloha je v podstaté totozna s tlohou ii v ¢asti A,
s tim rozdilem, Ze okolni potencial je potencidl elektrody, —U/2
(kde U =¢q/C je napéti na kondenzatoru) a kapicka je
uzemnénd, ma tedy potencial nulovy. Jelikoz neni feceno,
ktera elektroda je kladna, lze volit opatné znaménka
potencialu. Protoze je valcova elektroda dlouha, efektivné
odstinuje potencial okoli (podlaha, zdi, atd.) Tedy, vzhledem
ke svému okoli je potencial kapicky U/2. Pouzitim vysledku
ulohy ii v ¢asti A dostaneme

Zﬂgoqrmax

—

ii. (1,5 b.) Znaménko naboje kapicky je stejné jako je naboj
opacné desky kondenzatoru (ktera je pripojena ke vzdalenéjsi
elektrodé€). Tedy, kdyz kapicka pada do misy, zvySuje naboj

Q = 2megUnpax =

kondenzatoru o dg,
dq = 2megUtpadN = 21egTipa,ndt %,

kde dN = ndt je pocet kapicek, které padaji za cas dt. Toto je
jednoducha linedrni diferencidlni rovnice, jejiz feSeni je
2ME Tnax _ TEN |60d

c ~ C |pd
iii. (1,3 b.) Kapi¢ky dopadnou do misy, jesliZe jejich mechnicka
energie mgH (kde m je hmotnost kapicky) je dostatecné velk3,
aby prekonala elektrostatickou silu. Kapicka zacéina padat,
kde je elektricky potencial 0, coz je souzet potencialu U/2
elektrody a  potencialu kapicky —U/2. Jeji pohyb neni
ovliviiovan elektrickym pole kapicky samotné, tedy musi
spadnout z potencidlové hladiny U/2 dold na potencial —U/2,
¢emuz odpovidd zména elektriostatické energie UQ < mgH,
kde Q = 2meyUtyyqy (Viz vyse). Tedy,

q=qee",y =

mgH

U =
max )
21 0 Umax Tmax

U Hod 6 |H3ga?pd?
max T | 2e0 max 6ed
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Uloha T3. Formovani protohvézdy (9 bodii)
i. (0,8 b.) Podle zadani se neménni teplota plynu, tedy pV =

konst. JelikoZ je objem umérny 73, plati p ~ 13, tedy
p(rl) — 23 — 8.
p(ro)

ii. (1 b.) Béhem uvaZovaného casového intervalu je tlak
zanedbatelny. Plyn se tedy smrstuje volnym padem. Jelikoz se
dosud koule pfili§ nesmrstila, gravitacni pole na jejim povrchu
se témeér nezmeénilo a zrychleni nejkrajnéjsi vnéjsi vrstvy plynu
1ze tedy povazovat priblizné za konstantni. Tedy,

iii. (2,5 b.) Nejkrajnéjsi vnéjsi vrstva koule je gravitacné
ovlivnéna zbytkem plynu stejnym zptisobem, jako by cela
hmotnost zbytku byla soustfedéna do stfedu koule.
Uvazujeme tedy Keplerovsky pohyb: doba padu libovolné
Castice z vnéjsi vrstvy odpovida poloviné periody velmi
vystfedné eliptické trajektorie. Se zvétsovanim vystrednosti
elipsa degeneruje v usecku spojujici obé ohniska. Jedno
ohnisku musi byt ve stfedu plynové koule (podle 1. Keplerova
zakona), druhé je ve vzdalenosti ro. Periodu uré¢ime podle 3.
Keplerova zakona z velké poloosy elipsy. Velka poloosa je
zfejmeé ro/2 a zajima nas polovina periody,

27\ r, Gm re
—= > = L =7 :
2t, ) 2 (r,12) 8Gm

Alternativné je mozné vyjit ze zdkona zachovani mechanické

. 2 Gm ;o v , . ,
energie — —-——= E (ktery je moZno ziskat integraci z 2.

e . . am Gm
Newtonova pohybového zakona #=-—7) s E=-—,
0

separovat proménné (% =— \[@) a napsat integral t =

f dar
2E+ZGTm

spocitatelny béhem casového limitu daného béhem feSeni

MFO. Nicméné pouzitim substituci & = \/m av=

V2E 1ze dojit ke stejnému vysledku jako v piipadé pouziti

Keplerova zakona.

. Tento integral je pomérné pracny a tudiz téZko
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iv. (1,7 b.) Plati stavova rovnice plynu,

_ mRT,
W

Prace gravitacni sily tedy je

4

chn 5721’33
W:—J'pdV:—mRTO d_V:3mRT0|nr_0.
Vzac ILl E 3 V lLl r3

3 0

Teplota ztistava konstantni, neméni se tedy ani vnitfni energie
plynu. Podle 1. termodynamického zdkona je tedy vyzarené
teplo rovno praci gravitacni sily W.

v. (1 b.) Smrstovani pokracuje adiabaticky, TV -1 =konst. Tedy,

3y-3
T:R{E] |
r

vi. (2 b.) Béhem kolapsu se gravitacni energie ménila na teplo.
Jelikoz je 74
odhadnout jako ATT=-Gm?(r,* —1;*) ~ ~Gm’ /1, (pfesné

feSeni integraci piidava ciselny faktor 3/5). Teplo odhadneme

<< 13, lze prfeménénou gravitacni energii

podle vztahu
m m R m m
AQ=c, —(T,-Ty)~c, —T,=———T,~—RT,.
7 H y=1lu u
Pro teplotu T: pouzijeme vysledek predchozi tlohy,

3y-3
T_TE Jelikoz catecni celkova ie byl
a=Tol . Jelikoz pocatetni celkovd energie byla
4
pfiblizné nulovd, mtizeme psat AQ + AIl = 0. Dostavame,

3y-3 L
3y-4
@zmm{&j - zr{RTorsjy ,
r, H r, umG

tedy
3y-3

4-3y
T, zTO[RTOGJ ’ )
yrle

Alternativné je mozné ziskat vysledek pfibliZnou rovnosti

hydrostatického tlaku pn,i—rzn s tlakem plynu p, =§RT4.
4

Vysledek je totozny s vysledkem uvedenym vyse.



