“ I\Ph@ Teoreticka Gast: ReSeni

‘ Physics Oympiad Uloha 1 Strana 1 ze 7

Bangkok Thailanc

A4
r

1. ReSeni

1.1 Ozna¢me O hmotny stfed. Tedy,

MR —mr =20 (D
2 GMm
MO = R 12
(2)
MowZR = GMm
D= R+ )2
Z(2),
,  GM+m) GM Gm
wi = = 3)

(R+1r)? r(R+r)? RR+1?Z

1.2 Protoze hmotnost u je zanedbatelna, nebude mit zadny gravita¢ni vliv na pohyb téles o
hmotnostech m a M. Aby téleso o hmotnosti u byla stacionarni vzhledem k obéma dal$im télesim,
musi platit

GMu Gmu GM+m)u
9 9 = 2 = — 4
T'12 cosf, + T'ZZ COs U, Hwyp (R +T‘)3 ( )
GMu GMu
r—ZSII’I 91 =r—2511’1 01 (5)
1 2

. GM . s o .
Dosadime za — Z rovnice (5) do (4) a pouzitim rovnosti sin 8, cos 6, + sin @, cos 8, =
1

sin(6, + 6,) dostaneme,
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sin(6; +6,) M+m 0 6
m 7 TRt ©)

Vzdalenosti r, a p a uhly 6; a 6, spliuji sinovou vétu,

siny; sin6;

p R
(7)
siny;  sin(6; + 6;)
r, R+r
Dosazenim (7) do (6)
1 R M+m 10
7 (R+1)* m (10)
Protoze plati —— = ——, z rovnosti (10) plyne
rotoze plati — = —, (10) plyne,
n=R+r (11)
Dosadime za GT—ZIZI Z rovnice (5) do (4) a dostaneme analogickym postupem
n=R+r (12)
Alternativne,
1 R o) T

sin(180° — ¢) ~ sin 0, 4 sin ¢ ~ sin 0,

sinff R 1, m n,

sin, r nn M n

Spole¢né se vztahem (5) mame r; = 1.

Tedy télesa leZi ve vrcholech rovnostranného trojuhelnika,
Y1 =1, =60° (13)
Vzdalenost p dostaneme z kosinové véty,
p?=1r24+(R+71)?—=2r(r + R) cos 60°
(14)

p=+12+(R+71)2+7R.

Alternativni FeSeni ulohy 1.2

Protoze hmotnost u je zanedbatelna, nebude mit zadny gravita¢ni vliv na pohyb téles o hmotnostech
m a M. Aby téleso o hmotnosti u byla stacionarni vzhledem k obéma dal§im télestim, musi platit
GMu GM+m)u
— T (4)

6, + M o6 2
cos ——C0s 60, = pwip =
r12 1 Tzz 2 = Hwop (R +71)3
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GM GM
L sing, =—tsing, (5)
n 2
Z obrazku plati:
12} R B, T
sin(180° — ¢)  sin6, sing  sin#,
sindy, R r, mn ©)
sind, r nrn, Mn
Z rovnic (5) a (6):
T‘1 == rz (7)
sing; m ®)
sinf, M
Y1 =1, 9)
Tedy rovnice (4) ptejde na
M cos6; +mcos@ =Mr3 (10)
1 2 (R +T)3 10
Z rovnic (8) a (10),
. M+m rfp |
Sln(91 + 92) = M (R _1|_ 7")3 sSin 92 (11)
Z obr,
p r
= 12
siny; sinf, (12)
Dosadime (12) do (11)
_ M+m 7rir
Sln(@l + 92) = M (R -1|—T)3 Sin lpl (13)
Z obrézku je ziejmé,
(R+71)2 =12 —2rrycos(0; + 0,) + ¥ = 2r#[1 — cos(6; + 6,)] (14)
Rovnosti (13) a (14) davaji,
) _ siny,
sin(6; + 6,) = > (15)

[1—cos(6; + 6,)]
61 + 62 = 180° — lpl - ll)z = 180° — 2¢2

1
L costhy =5, P =60% P =607

hmotnosti « od bodu O je

2
2

2

R+r V3
p= ( —R) + (R+r)7 =+R?+Rr+r?

Tedy télesa lezi ve vrcholech rovnostranného trojuhelnika o délce strany R + r. Vzdalenost bodu o
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1.3 Energie télesa hmotnosti u je dana
GMu Gmu 1 dp
(o s
r1 - u( o) tre (15)
Jelikoz k vychyleni doslo v radidlnim sméru, moment hybnosti se zachova (ozn. r; = r, = R,
m= M),

26Mu 1 [/dp\°
E=—Tﬂ+§ﬂ<(—p) +P§w5) (16)

N . , , dE
Protoze se energie zachovava, pl 0,

dE _ ZGM,udiR_I_ dpdzp_ poa)odp (17)
dt = w2 dt  Pacdee Tz dr T S\ R
dR dide dpp
18
dt  dpdt dtR (18) 60
R O p
dE 26y dp | dpdp  phutde _ .
dt R Hacaee  H 3 4t
. dp o v ,
Protoze ol 0, miizeme psat
ZGM dp pwd _0
R3 dt2 p3 '
d? 2GM twl
P_ _ p+p0 0 (20)

dtZ m3 p3

Vychyleni z R, a p, lze popsat rovnostmi

AR Ap
0

Ro
Tedy,
d?p d? 2GM Ap pws
=+ hp) = ——————py (1424 2B 21
dtz dtz (pO p) m?) (1+@>3p0 Do 3(1+A_p)3 ( )
0 R, Po Do
Pouzijeme aproximaci (1 + €)™ = 1 + ne,
d’Ap  2GM (1 Ap) (1 3A€R) N 5 (1 3Ap) -
dtz - SR(3) pO pO ERO pOwO po ( )

Dosadime Ap = %AER,
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d?Ap 2GM Ap 3poAp 3Ap
dt? Ra P ( 0 RG 00 Po (23)
Jelikoz w? = 22
9{O
d?Ap Ap  3poAp 3Ap
_ 2 2
g2 = @WoPo <1 + I 2 + wspo (1 - K) (24)
N 25)
dt? Po ERg
d?Ap 3pé
W = —(,()(Z)Ap (4 — m—(z) (26)
Z obr., py = R, cos 30°,
d?Ap 5 9 7
W = —(UOAp (4 — Z) = —Z G)OAp (27)
Uhlova frekvence je tedy g Wo-
Alternativni feSeni:
M=mdavaR=ra
2GM GM
Wl = =
8R3  4R3

Nevychylena vzdalenost télesa o hmotnosti u je V3R, tedy vychylenou polohu mohu popsat jako
V3R + ¢, kde ¢ «< V3R.

Pouzijeme druhy Newtoniv pohybovy zakon,

M (VBR+0) = pes (VR +¢) — e (V3R +)

(R2+(\/_R+Z))

2 2
A zékon zachovani momentu hybnosti ,ua)o(\/gR) = Uw (\/§R +{ ) .
Z téchto dvou rovnic dostaneme (pouzitim aproximaci pro { < R,

~ 2GM (AR +0) = dtz wiV3R :
(R2+ (V3R +Q)°) (1+¢/3R)
B 2GM (V3R +0) ~ d*q¢ wZ\/3R

(4R? + 2V3¢R)? 4 (1+4¢/V3R)’
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1+—=2—
GM d? wZV/3R
. \/§R \/§R3= 5_

e <1+%>E “ <1+ﬁ)3

\/_ 2
—w§V3R <1_—(> (1 x/ER) dtg ZJ—R( \/S;R>

£ Goi)

1.4 Relativni rychlost

Necht’ v znadi rychlost kazdé kosmické lodi na kruhové draze okolo stiedu O. Relativni rychlosti
oznacime dolnimi indexy A, B a C. Napf. vga znaci relativni rychlost kosmické lodi B pozorovanou
z kosmické lodi A

Perioda obézného pohybu je 1 rok, T = 365-24-60-60 s (28)

Rychlost v = w > L = 575 m/s (29)

0s 30°

Rychlost je mnohem mensi nez je rychlost svétla a pouzijeme tedy nerelativistickou transforamei.

V kartézskych soutfadnicich jsou rychlosti kosmickych lodi B a C,

BA

>
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Pro B, U5 = vcos 60°1 — vsin 60° j

Pro C, ¥ = vcos60°1i+ vsin60°j

Tedy Dge = —2vsin 60°§ = —/3v]j.

Rychlost kosmické lodi B pozorovana z kosmické lodi C je v/3v ~ 996 m/s. (30)

Relativni rychlosti v kazdé dvojici kosmickych lodi jsou opacné.

Alternativni FeSeni ulohy 1.4

Je mozné dostat Vec uvazovanim rotace okolo osy umisténé do jedné z kosmickych lodi.

2T

_ 106 ~
_365-24-60-6055 10®° km = 996 m/s

Vpc = wlL




