TEORETICKY PROBLEM C. 3

PROC JSOU HVEZDY TAK VELKE?

Hvézdy jsou koule horkych plynd. VétSina z nich zafi, protoze v jejich vnittku probiha
fize vodiku na helium (tj. termojadernd syntéza). V této uloze pouzijeme pfistup
klasicky i kvantové mechanicky spolecné s elektrostatikou a termodynamikou, abychom
porozuméli tomu, pro¢ musi byt hvézdy dostatecné velké, aby v nich mohl probihat
proces fuze. Odvodime, jakd musi byt hmotnost a polomér nejmensi hvézdy, ve které
muze vodik fizovat.

Obr. 1. Nase Slunce, stejné jako
vétSina hvézd, sviti v dasledku
termojaderné fuze vodiku na
helium ve vnitini ¢asti

UZITECNE KONSTANTY

Gravita¢ni konstanta G=6,7-10" m3kg?s?
Boltzmannova konstanta ~ k=1,4- 1022 JK™*
Planckova konstanta h=6,6-10%m?kgs?
Hmotnost protonu mp=1,7 - 10?" kg
Hmotnost elektronu me=9,1-103 kg
Jednotkovy elektricky naboj q=1,6 - 10° C
Permitivita vakuua 0=28,9-102 C°N1im?
Polomér Slunce Rs=7,0-108m
Hmotnost Slunce Ms=2,0 - 10% kg




1. Klasicky odhad teploty ve stifedu hvézd

Piedpokladejte, ze plyn, ze kterého se hvézda sklada, je Cisty ionizovany vodik (tj.
elektrony a protony ve stejném mnozstvi) a Ze se chova jako idealni plyn. Aby dva
protony fuzovaly, musi se (z klasického pohledu) k sobé piibliZit na vzdalenost 10™° m.
V této vzdalenosti kratkodosahova silna jadernd sila, ktera je pfitazliva, piekona
odpudivou Coulombovu silu. Nicméné, aby se takto k sobé pfibliZily, musi nejprve
odpudivou silu piekonat. Pfedpokladejme klasicky, ze se dva protony (které
povazujeme za bodové naboje) pii jednorozmérné Celni srdzce pohybuji proti sobé
kazdy stfedni kvadratickou rychlosti v, (z angl. root-mean-square velocity).

rms

la | Jakd musi byt teplota plynu T, aby se k sob& protony pfiblizily na | 1,5
vzdalenost d_ rovnou 10*° m? Uved'te vysledek a také vSechny dalgi
Ciselné hodnoty v této uloze na dvé platné cifry.

2. Zjisténi, ze pravé ziskany odhad teploty je Spatny

Abychom zkontrolovali, zda je pfedchozi odhad teploty rozumny, potfebujeme
nezavisly zptsob, jak zjistit vnitini teplotu hvézdy. Struktura hvézdy je velice
komplikovana, ale je mozné mnohé pochopit za uréitych predpokladi. Hvézdy jsou v
rovnovaze, tedy nerozpinaji se ani nesmrstuji se, protoze dovniti plsobici gravitacni
silu vyrovnava ven pusobici sila tlakova (viz obr. 2). Pro element plynu v dané
vzdalenosti r od stfedu hvézdy miZzeme psat rovnici hydrostatické rovnovahy

AP _ GM, p,
AT rz

kde P je tlak plynu, G gravita¢ni konstanta, M, hmotnost hvézdy uvniti koule o
poloméru r a p, je hustota plynu v daném mistg.



h Obr. 2. Hvézdy jsou
d v hydrostatické
rovnovaze, pti¢emz
rozdil tlaki je
vyrovnavan gravitaci

" AP=P, V7

out ~ * in

Radovy odhad velikosti stiedové teploty hvézdy lze ziskat z hodnot parametrii ve stiedu
a na povrchu hvézdy uzitim nasledujicich aproximaci:

AP=~P, R,

kde P, a P, jsou tlaky ve stfedu a na povrchu hvézdy. Protoze je P, >>P,, lze
predpokladat, ze

AP=-P.

Ve stejné aproximaci mizeme psat

Ar=R,

kde R je celkovy polomér hvézdy a

M, ~M;=M,

kde M je celkova hmotnost hvézdy.

Hustotu mizeme odhadnout jeji hodnotou ve stfedu, tedy

Pr = P

Muzete predpokladat, ze tlak je dan vztahem pro idealni plyn.

2a | Naleznéte zavislost teploty ve stiedu hvézdy T, pouze na poloméru a 0,5

hmotnosti hvézdy a fyzikéalnich konstantach.

Jako kritérium platnosti tohoto modelu pouzijeme jeho nasledujici dusledky:

2b | Uzitim rovnice odvozené v ¢asti (2a) napiste piedpokladany pomér 0,5
M /R pro hvézdu v zavislosti pouze na fyzikalnich konstantach a T_.




2C | Pomoci hodnoty T, odvozené v &asti (1a) &iselné vypoctéte hodnotu 05
o¢ekavaného poméru M /R pro hvézdu.
2d | Vypoététe nyni pomér M (Sun)/R(Sun) a ovéfte, Ze tato hodnota je 0,5

mnohem mensi nez hodnota vypoctend v ¢asti (2¢).

3. Kvantové mechanicky odhad teploty stifedu hvézd

Velky rozpor nalezeny v ¢asti (2d) naznacuje, ze klasicky odhad T_ziskany v ¢asti (1a)

neni spravny. Uvazujeme-li kvantové mechanické efekty, dostaneme lepSi vysledek.
Predpokladejme, ze se protony chovaji jako viny a jediny proton je ,,rozmazan“ na
Gsecee velikosti fadu 4, de Broglieho vinové délky. Z toho vyplyva, ze délka d, na

kterou se musi protony k sob€ pfiblizit, je fadu A, . Pfi takovémto pfiblizeni se v

kvantové mechanickém smyslu protony piekryji a mohou fizovat.

3a

Predpokladejte, ze d, = 21—2 je podminka nutnd pro fizi. Pro proton 0

rychlosti v, . naleznéte zavislost T, pouze na fyzikalnich konstantach.

1,0

3b

Ciseln& vypoctéte teplotu T_ziskanou v &asti (3a).

0,5

3c

Hodnotu T, z casti (3b) dosadte do rovnice odvozené v casti (2b) a

Ciselné vypoctéte hodnotu piedpokladaného poméru M /R pro hvézdu.
Ovéite, ze tato hodnota je docela blizkd pozorovanému poméru
M (Sun)/R(Sun).

0,5

Skute¢né, hvézdy na tzv. hlavni posloupnosti (tj. fazujici vodik) pfiblizné spliuji toto
kritérium, dané pomérem M /R, pro velky rozsah hmotnosti.

4. Pomér hmotnost/polomér hvézd

Ptedchozi shoda naznacuje, Ze kvantové mechanicky ptistup pro odhad teploty ve stfedu
Slunce je spravny.

4a

Pouzijte pfedchozi vysledek a ukazte, Ze pro jakoukoli hvézdu fazujici
vodik je pomér hmotnosti M ku poloméru R stejny a zavisi jen na
fyzikalnich konstantach. Odvod'te zavislost poméru M /R pro hvézdy
fazujici vodik.

0,5




5. Hmotnost a polomér nejmensi hvézdy

Vysledek ziskany v ¢asti (4a) napovida, Ze by hvézdy mohly mit libovolnou hmotnost,
pokud bude splnéna vyse uvedena podminka. To ov§em neni pravda.

O plynu uvnitt normalnich hvézd fazujicich vodik je znamo, ze se pfiblizné chova jako
idedlni plyn. To znamena, ze typicka vzdalenost mezi elektrony d, je v priméru vétsi nez
A, 1. jejich typickd de Broglieho vlnova délka. Jsou-li blize, nachézeji se elektrony v
tzv. degenerovaném stavu a hvézdy se pak chovaji odlisn¢. PovSimnéte si rozdilu ve
zpusobu, jak popisujeme protony a elektrony uvniti hvézdy. De Broglieho viny protonii
se musi prekryvat, aby dochdzelo k jejich srazkdm a mohly fazovat, kdezto de
Broglieho viny elektronli se nesmi prekryvat, aby se chovaly jako idedlni plyn.

Hustota hvézd roste smérem ke stiedu hvézd. Nicméné, pro tento fadovy odhad
velikosti uvazujte, Ze je hustota vSude stejna. Dale uzijte fakt, Ze m, >>m,.

Sa | Naleznéte vztah pro n,, primérnou hustotu poétu elektronii uvnitf 0,5
hvézdy.

5b | Naleznéte vztah pro d,, typickou vzdalenost mezi elektrony uvnitf 0,5
hvézdy.

5¢ | ... ) A . - o | L5
UZijte podminku d, > 2172 a napiSte rovnici pro polomér nejmensi
mozné hvézdy. Uvazujte teplotu ve stiedu hvézdy, typickou pro cely
vnitiek hvézdy.

5d | Ciseln& vypoététe hodnotu poloméru nejmensi mozné normélni hvézdy v | 0,5
metrech a v jednotkach poloméru Slunce.

5e | Ciseln& vypoététe hodnotu hmotnosti nejmensi mozné normalni hvézdy v | 0,5
kg a v jednotkach hmotnosti Slunce.

6. Fuzujici jadra helia ve starSich hvézdach

Jak hvézdy starnou, pfeméni fuzi vétsinu vodiku ve svych jadrech na helium (He), takze
jsou nuceny zacit fizovat helium na téz8i prvky, aby mohly déle svitit. Jadro helia ma



dva protony a dva neutrony, takze méa dvojnasobny naboj a piiblizn¢ Ctyfnadsobnou

A
hmotnost protonu. Vidé¢li jsme, ze d, = 21% je podminka, aby protony mohly fizovat.

\ms(He) , stfedni | 0,5
kvadratickou rychlost jader helia a T (He), teplotu nutnou k fuzi helia.

6a | Stanovte ekvivalentni podminku pro helium a naleznéte v




