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1. dloha - Houpacka s padajicim zavazim

Tuhé valcova ty¢ poloméru R je upevnéna vodorovné nad zemi. Lankem
zanedbatelné hmotnosti a délky L (L > 27R) je zavéSeno v bodé A na
vrcholu tyce zavazicko hmotnosti m, jak je naznaceno na obr. la. Houpacka
je zvednuta na troven bodu A a vypusténa z klidu, kdyz je lanko napjaté.
Zanedbejte jakékoliv napinani lanka. Predpokladejte, ze zavazicko mtize byt
povazovano za hmotny bod a kyve se pouze v roviné kolmé k ose tyce. Podle
toho jej mizeme povazovat za bodovou c¢astici. Tihové zrychleni je g.

Necht O je pocéatek vztazné soustavy. Kdyz je ¢astice v bodé P, lanko mé
tecny smér k valcovému povrchu v bodé (). Délku tseku lana Q)P oznacime
s. Jednotkové vektory v teéném a radidlnim sméru ozna¢me ¢ a r. Uhlové
posunuti 6 pruvodice O() je méfeno proti sméru hodinovych rucicek od svislé
osy = podél OA a je brano kladné.

Kdyz 6 = 0, pak je délka s rovna L a tithova potencialni energie U ¢astice
je nulova. Jak se Castice pohybuje, okamzité casové zmény velic¢in 6 a s jsou
dany veli¢inami 0 a $.

Pokud nebude feceno jinak, veskeré rychlosti (velikosti i sméry) se vzta-
huji k pevnému bodu O.



Cast A

V ¢asti A je lanko béhem pohybu ¢astice napjaté. V zavislosti na veli¢inach
danych vyse, tj. s, 0, $, 0, R, L, g, t, r, najdéte:

(a) Vztah mezi 6 a $. (0,5 bodu)
(b) Rychlost vg pohybujiciho se bodu () vzhledem k O. (0,5 bodu)

(c¢) Rychlost ¢astice v’ vzhledem k pohybujicimu se bodu @, kdyz se ¢astice
nachézi v bodé P. (0,7 bodu)

(d) Rychlost ¢astice v vzhledem k bodu O, kdyz se ¢astice nachézi v bodé
P. (0,7 bodu)

(e) t-slozku zrychleni ¢astice vzhledem k bodu O, kdyZ se nachéazi v bodé
P. (0,7 bodu)

(f) Tihovou potencidlni energii U ¢astice, kdyz je v bodé P. (0,5 bodu)

(g) Rychlost v, ¢astice v nejnizsim bodé jeji trajektorie. (0,7 bodu)

Cast B

V ¢asti B ma pomér L ku R nésledujici hodnotu:

L 9 m
- =— tg — = 3,534 + 3,352 = 6, 886
R 8 + CO g 16 Y + ) )
(h) Jaka je rychlost v, ¢astice, kdyz je isek lanka mezi body P a @) soucasné
napjaty a zaroven nejkratsi? (vyjadiete v zavislosti na g a R) (2,4 bodu)

(i) Jaka je rychlost vy Castice v nejvyssim bodé jeji trajektorie H, kdyz
se prehoupne na druhou stranu tyce? (vyjadiete v zavislosti na g a R)
(1,9 bodu)

Cast C

V casti C neni kyvadlo upevnéno v bodé A, ale je lankem spojeno pies vrchol
tyce s tézsim zavazim hmotnosti M, jak je naznaceno na obr. 1b. Zavazi mize
byt povazovano za ¢astici.



SO,

Na zacatku je zavazi upevnéno na turovni bodu A a zavazi visi dole pod
bodem O. Lanko je napnuté a jeho vodorovna ¢ast ma délku L. Zavazicko
je poté z klidu uvolnéno a zavazi zacne padat. Predpokladejme, Ze zavazicko
zlistava ve svislé roviné a muze se bez prekdzek kyvat béhem padu zavazi.

Smykové tfeni mezi lankem a povrchem tyce je zanedbatelné. Naproti
tomu, statické treni predpokladame dostatecné velké, aby ve chvili, kdy se
zavazi poprvé zastavi, se neda znovu do pohybu.

(j) Predpokladejte, ze se zavazi skuteéné zastavi po padu majicim délku
D aze (L — D) < R. Jestlize ¢astice se pak mize houpat kolem tyce
az do vychylky 6 = 27, zatimco oba tseky lana neovinuté kolem tyce
zustavaji pfimé, pomér o« = D/L nesmi byt mensi nez kritickd hod-
nota .. Zanedbejte ¢leny fadu R/L nebo vyssiho, obdrzte odhad a. v
zévislosti na poméru M/m. (3,4 bodu)



ResSeni

Cast A

(a) Protoze délka lanka L = s+ R je konstantni, jeji zména velikosti s
c¢asem musi byt nulova. Tudiz mame

§+RO=0 (A1)

(b) Vzhledem k bodu O se @ pohybuje po kruznici poloméru R s ihlovou
rychlosti 6, takze '
vo = ROt = —st (A2)

Obr. Al

(¢) Viz obr. Al. Vzhledem k bodu @ je posunuti bodu P za ¢asovy interval
At
Ar' = (sA0)(—r) + (As)t = [(s0)(—r) + st]At.

7 toho vyplyva '
v' = —sfr + st. (A3)

(d) Rychlost ¢astice vzhledem k bodu O je souc¢tem dvou relativnich rych-
losti danych rovnicemi (A2) a (A3), takze

v =0 +vg = (—s0r + it) + ROt = —s0r (A4)



Obr. A2

(e) Viz obr. A2. Slozka ve sméru vektoru —t zmény rychlosti Av je ddna
jako '
(—t) « Av = vAO = vOAL.

Tudiz t-slozka zrychleni @ = Av/At je dana vztahem
t a4 = _/Ué.

Protoze velikost rychlosti v &astice je s podle rovnice (A4), nahléd-
neme, ze t-slozka zrychleni ¢astice v bodé P je dana jako

a.t=—v0 =—(s0)0 = —s0* (A5)
Poznamenejme, ze z obr. A2 miizeme obdrzet také radialni slozku zrych-
leni jako
g.r— Cdv - d(sf)
o dt dt

(f) Viz obr. A3. Tihova potencialni energie ¢astice je dana vztahem U =
—mgh. Pomoci s a 6 ji lze vyjadrit jako

U(0) = —mg[R(1 — cosf) + ssin b (A6)

(g) V nejnizsim bodé své trajektorie musi ¢astice mit nejnizsi tihovou po-
tencialni energii U,,. Jestlize celkova mechanicka energie E Castice je



rovna U,,, jeji kineticka energie by byla nulova. Céstice by pak zi-
stala v klidu a ve stabilni rovnovazné poloze naznacené na obr. A4.
Tudiz potencialni energie dosahuje svého minima, kdyz 6 = 7/2 nebo
s=L—-7R/2.

P (v Klidu)

Obr. A3 (nahote) a obr. A4 (dole)

Z obr. A4 nebo rovnice (A6) pak pro minimalni potencidlni energii plati
Un=U(3) = —mg[R+ L — (7R/2)]. (A7)

Na pocatku je celkovd mechanicka energie E nulova. Protoze se E za-
chovava, rychlost v,, ¢astice v nejnizsim bodé trajektorie musi spliiovat

podminku
1
E=0= §mvfn + U,,. (A8)



Z rovnic (A7) a (A8) dostaneme

Um = \/29[R+ (L — 7R/2)]. (A9)

Cast B

(h) Z rovnice (A6) vychézi pro celkovou mechanickou energii ¢astice

1 1
E=0= §mv2 +U(0) = §m112 — mg[R(1 —cosf) + ssinf] (B1)

Z rovnice (A4) plyne, ze velikost rychlosti v je rovna s0. Tudi? z rovnice
(B1) dostavame

v? = (s0)? = 2g[R(1 — cos ) + s sin 6] (B2)

€T A

A

Obr. B1

Necht T je sila napinajici lanko. Potom, jak je vidét z obr. B1, t-slozka
vysledné sily piisobici na ¢astici je —7'+mgsin 0. Z rovnice (A5) vime,
7e prislusné zrychleni je rovno (—s6?). Podle druhého Newtonova za-

kona mame '
m(—s6%) = =T + mgsin 0 (B3)

Z poslednich dvou rovnic mizeme vyjadrit silu napinajici lanko:

T = m(s6* + gsin ) = w[ﬂ%(l —cosf) + 3ssind|



B4)

(

Ozna¢me funkce y; = tg(0/2) a yo = 3(6 — L/R)/2. Jejich grafy jsou

na obr. B2.

Obr. B2
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Z rovnice (B4) a obr. (B2) dostaneme vysledek naznaceny v tabulce B1.
Uhel, pii kterém y, = y;, oznacme 6, (7 < 0, < 27) a je dan vztahem

3 L 0,
— — =] =tg= B
2 (95 R) 85 (B5)
nebo ekvivalentni podminkou
L 2 0
— =0, — —tg = B6
R 3879 (56)

Protoze je pomér L/R zndm a dan vztahem

R g tgeoteg =

snadno nahlédneme, ze 65, = 97/8.

L 97 2 7T T 2 1 T
Y _Zig=(n4Z B
(7T+8> 3tg2(7r+8> (B7)

| [(yr —y2) [sind [ sila T |

O<fO<m + + +
<O <0 400 0 +

0 =0, 0 — 0
0, <6 <2 + — —

Tabulka B1 ukazuje, Ze sila 7" napinajici lanko musi byt kladna (nebot
lanko musi byt napnuté a pfimé) v rozsahu 0 < 6 < 6. Jakmile 6
dosdhne hondoty 65, napinajici sila bude nulova a ¢ast lanka, ktera neni
v kontaktu s tyc¢i, jiz nebude déale prima. Nejkratsi mozna hodnota s,,;,
pro délku s tsecky Q)P tudiz nastane pro § = , a je dana vztahem

9r 2 s 9 2R s
min =L — Rls = R | — + - cotg — — — | = — cotg — = 3,352R
° (8+3C0g16 8) 3 ‘%16

(B8)

Kdyz 6 = 0,, pak T'= 0 a rovnice (B2) a (B3) davaji
v? = —gssiné.

Tudiz rychlost v, je

- \/QQR T . 49R T
Vs = \/ —GSmin Sin Oy = \/ —— cotg — sin — = {/ —— cos —
3 16 8 3 16

vs = 1,1334/gR (B9)




11

(i) Kdyz 6 = 0, ¢astice se pohybuje jako projektil v tihovém poli. Jak je

naznaceno na obr. B3, jde o Sikmy vrh s poc¢atecni rychlosti v, z pozice
P = (xs,ys) ve sméru svirajicim thel ¢ = (371/2 — 6;) s osou y.

30

Obr. B3

Rychlost vy ¢astice v nejvyssim bodé parabolické trajektorie je rovna
y-ové slozce jeji poc¢atecni rychlosti, kdyz byla ,vystielena®. Tudiz

49R
vy = vgsin(fy — ) = gT cos 116 sing =0,4334\/gR  (B10)

Vodorovné vzdalenost H urazena ¢astici z bodu P do bodu s maximalni
vyskou je
2 2
_vgsin2(fy —7)  w

97
H = = 2sin— =0,4535R B11
S S sin2f =0, (B11)

Souradnice c¢astice, kdyz 6 = 6, jsou dany vztahy

Ty = RcosOy — $,,ip8infy = —Rcos% + Spmin sing =0,358R (B12)

Ys = Rsinf, + S,in cosy, = —R sin% — Spmin cos% = —3,478R (B13)

Evidentns je |ys| > (R + H). Céstice tudiZ miiZze doséhnout bodu své
nejvyssi vysky aniz by pfedtim udetila do povrchu tyce.
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Cast C

(j) Pfedpokladejme, Ze zavazi je na poc¢atku o délku h nize nez bod O,
jak je naznaceno na obr. C1.

h

Obr. C1

Kdyz zavazi spadne o délku D a zastavi se, zakon zachovani celkové
mechanické energie systému castice zavazi dava

~Mgh=E — Mg(h+ D) (C1)

kde E’ je celkova mechanickd energie Castice, kdyz zavazi zastavi. Z
toho vyplyva
E' = MgD (C2)

Necht A je celkova délka lanka. Pak musi byt jeji hodnota stejna pro
0 = 0 i jakékoli jiné tthlové posunuti . Pak musi platit

A=L+ZR+hs+R(0+7)+(h+D) (C3)
Poznamenejme, ze D = oL, a zavedenim A = L — D mizeme psat
A=L-D=(1-a)L (C4)
7 poslednich dvou rovnic dostaneme

s=L—D—RO=\—Rf (C5)
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Poté, co zavazi zastavi, se musi celkovd mechanickd energie Castice za-
chovavat. Podle rovnice (C2) nyni mame, namisto rovnice (B1), nasle-
dujici vztah:

1
E'=MgD = §mv2 — mg[R(1 — cos ) + ssin ] (C6)
Druha mocnina rychlosti ¢astice je tedy dana vztahem

. 2MgD
v? = (s6)* = J

+2gR[(1 — cosf) + % sin 0] (Cc7)
Protoze rovnice (B3) stale plati, sila 7' napinajici lanko je dana vztahem

—T + mgsinf = m(—s6?) (C8)
Z poslednich dvou rovnic vychazi

T = m(s6* + gsin )

7="9 [%D+2R(1—cos9)+3ssin0] (C9)
s
_ 2mgR |MD 3/ A .
T = ; {W%—(l—cos@)%—z(R—H)smH}

kde k odvozeni posledniho vztahu je uzita rovnice (C5).

Nyni uvazujme funkci

A
f(9):1—cose+g(ﬁ—9> sin 0 (C10)
Protoze A = (L — D) < R, mtzZeme psat
3N :
f(@)%1+§}—%sm0—c059:l—i—Asm(G—qb) (C11)

kde jsme oznacili

2 31
A= 1+<——), p=tg 't —2L (C12)
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(C13)

Z rovnice (C11) je vidét, ze minimalni hodnota funkce f(0) je
3A>2

n=1—A=1—4/1

Protoze sila T napinajici lanko ztistava béhem houpani ¢astice kolem
ty¢e nezadpornd, mame z rovnice (C9) nerovnost

M+1_ 1+(2R

MD
mR "™ mR
neboli
ML M) 3A\° (M) 3\
2> (22 1+(22) ~ (22 22 (15
<mR>*'-—(mR>*' +(2R> (mR>+<éR) (©15)
Z rovnic (C4), (C15) dostavame
ML ML 3L
— 12— — 1-— 16
(o) 12 [Ga) + ()] 0ot
Zanedbanim ¢lend fadu (R/L) nebo vyssiho vede posledni nerovnost
na
> 1 (%_Ig) +1 (gTL?,) —1 — 3_12 1 (C17)
o= l— = = 2
— GR)HGR) GR) T GR) Sa o 145
(C18)

Kritickd hodnota pro pomér D/L je tedy

o, =
1424
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2. uloha - A Piezoelectric Crystal Resonator
under an Alternating Voltage

N\,
N\,
N\,
|
’
4

) I / A /
Obr. 2a

Uvazujte homogenni ty¢ prufezu A a (v nestlac¢eném stavu) délky [ (obr. 2a).
Jeji délka se méni o Al, kdyz stejné velké a proti sobé piisobici sily velikosti
F piisobi na jeji konce ve sméru normal. Napéti T' na plochy na konci tyce
je definovéno jako podil F//A. Relativni zména délky tyce, tj. pomér Al/l, se
nazyva relativni prodlouzent, resp. zkraceni ! tyce. Oznacme jej S. V zéavislosti
na T a S lze Hooktv zakon vyjadiit jako

T=YS5, nebo —=Y— (1)
kde Y znac¢i Younguv modul pruZnosti materialu tyce. Poznamenejme, ze

stlacugici napéti T' odpovida F' < 0 a poklesu délky, tj. Al < 0. Takové
napéti ma tudiz zapornou hodnotu a vzhledem k tlaku p plati T'= —p.

langlicky termin je strain, coz znaéi napéti nebo zatizeni
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Pro homogenni ty¢ hustoty p, rychlost sifeni podélnych vln tyci je dan
vztahem

Y
u = ” (2)

Efekt utlumu nebo rozptyleni lze pti feSeni nasledujicich tkold zanedbat.

Cast A: mechanické vlastnosti

Homogenni ty¢ ,,polonekonecné” délky, rozprostirajici se od x = 0 do oo
(viz obr. 2b), mé hustotu p. Zpocatku je nehybna a bez napéti. Kladivko
poté jemnym uderem vyvold maly tlak p na levém konci v bodé x = 0 po

velmi kratky cas At, ¢imz zpusobi tlakovou vlnu §ifici se rychlosti u smérem
doprava.

p —— 4
compressed unstressed
I
|
z=0 00
Obr. 2b

(a) Kdyz kladivko zpusobi pohyb levého konce tyce konstantni rychlosti v
(obr. 2b), jaké je relativni prodlouzeni S a tlak p v misté levého konce
ty¢e béhem ¢asu At? Vyjadiete pouze pomoci p, u a v. (1,6 bodu)

N7

(b) Uvazujte podélnou vlnu §ifici se tyéi podél osy z. Pro prifez v bodé
x, kdyz je ty¢ nenapjaté (obr. 2¢), bud £(z,t) jeho posunuti v Case t a
predpokladejme

E(xz,t) = Eosink(x — ut), (3)
kde &, a k jsou konstanty. Urcéete odpovidajici rychlost v(x, t), prodlou-
zeni S(z,t) a tlak p(z,t) jako funkce x a t. (2,4 bodu)
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unstressed

l

Iy

p—+——t+—— v  wave motion

Obr. 2¢

Céast B: elektromechanické vlastnosti (véetné piezoelek-
trického efektu)

Uvazujte desticku kifemenného krystalu délky b, tloustky h a Sitky w (obr.
2d). Jeho délka a tloustka se méfi podél os x a z. Elektrody tvoii tenké poko-
veni na vrchu a spodku krystalu. Vodice, které slouzi také jako upevnéni (obr.
2e), jsou priletovany ke stiedtim elektrod, o kterych mizeme predpokladat,
ze jsou nehybné vzhledem k podélnym oscilacim ve sméru osy .

Uvazovany kfemenny krystal mé4 hustotu p = 2,65 . 10® kg/m? a Youngiv
modul pruznosti Y = 7,87 . 10'° N/m?2. Délka b desticky je 1,00 cm a $iika
w a vyska (tloustka) h jsou takové, ze h < w a w < b. Pokud je spina¢ K
otevieny, predpokladame pouze podélné stojaté vinéni v desticce ve sméru
08y .

Pro stojatou vlnu frekvence f = w/27 muze byt posunuti {(z,t) v Case t
prurezu desticky s rovnovaznou polohou x psano jako

E(x,t) = 2&pg(x) coswt, (0= x D) (4b)

kde & je kladna konstanta a prostorova funkce g(z) je tvaru

o)~ st (o ) et (- 2).

Funkce ¢g(z) ma maximalni hodnotu 1 a pro k plati kK = w/u. Nezapomeiite,
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ze stiedy elektrod jsou nehybné a levy i pravy kraj desticky jsou volné a musi
na né pusobit nulovy tlak (nebo napéti).

“a y

electrodes

Obr. 2e

(c) Urcete hodnoty konstant By a By v rovnici (4b) pro podélnou stojatou
vlnu v kifemenné desticce. (1,2 bodu)

(d) Které jsou dvé nejnizsi frekvence, pii kterych miize v desti¢ce vzniknout
stojaté vinéni? (1,2 bodu)

Piezoelektricky efekt je specialni vlastnost kiemennych krystalt. Stlace-
nim nebo roztazenim krystalu se generuje elektrické napéti naptic¢ krystalem
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a naopak vnéjsi napéti privedené na konce krystalu zpisobi roztazeni nebo
stlaceni v zavislosti na polarité napéti. Tudiz se mechanické a elektrické os-
cilace mohou spojit a vytvorit rezonanci.

Pro vypocet piezoelektrického efektu necht je povrchova hustota naboje
na horni a dolni elektrodé —o a +o, kdyz se desticka nachazi v elektrickém
poli intenzity F mifici ve sméru osy z. Oznac¢me prodlouzeni a napéti desticky
ve sméru osy = jako S a T. Pak muze byt piezoelektricky efekt krystalu
popsan nasledujici soustavou rovnic:

1
o =d,T +erE (5b)

kde 1/Y = 1,27 . 107! m? /N je pievracena hodnota Youngova modulu pruz-
nosti (elastic compliance) v konstantnim elektrickém poli a e = 4,06 . 107!
F/m je permitivita pfi konstantnim napéti, zatimco d, = 2,25 . 107 m/V
je piezoelektricky koeficient.

Necht je spina¢ K na obr. 2d uzavien. Mezi elektrodami vznikne stiidavé
napéti V(t) = V,, coswt a generuje ve sméru osy z v desti¢ce homogenni
elektrické pole E(t) = V/(t)/h). Kdyz je dosazeno stabilniho stavu, objevi se
v destic¢ce ve sméru osy x podélné stojaté vinéni o tthlové frekvenci w.

Jestlize elektrické pole je homogenni, vinova délka A a frekvence f podél-
nych stojatych vin v desti¢ce souvisi vztahem A = u/f s u danym rovnici
(2). Ale, jak ukazuje rovnice (5a), T'= Y S neplati, ackoliv definice napéti a
prodlouzeni ziistavaji nezménény a konce desticky ziistavaji volné a neptisobi
na né zadny tlak.

(e) Uvazte rovnice (5a) a (5b). Povrchovou hustotu nédboje o na spodni
elektrodé lze vyjadrit funkci = a t ve tvaru

o(x, 1) = [Dl cos (:1: - g) n D21 @

kde k = w/u. Naleznéte vztahy pro D; a Ds. (2,2 bodu)

(f) Celkovy povrchovy nédboj Q(t) na spodni elektrodé zavisi na V' (t) takto:

Qt) = [1 + a? (% tg%b - 1)} CoV (1) (6)

Naleznéte vyraz pro Cy a vyraz a numerickou hodnotu o?. (1,4 bodu)



20

Reseni

Cast A

(a) Viz obr. Al. Levy konec ty¢e se posune o vzdalenost vAt, zatimco
tlakova vlna urazi vzdalenost uAt, kde u = \/Y/p. Zkraceni na levém

konci je
Al —vAt  —v
S=—= = — Al
l uAt u (Ala)
7 Hookova zakona vychazi pro tlak na levém konci
p=-YS = Y% = puv (A1b)
uAt
- s
vAt

Obr. Al

(b) Rychlost v a posunuti £ svazuje stejny vztah jako u jednoduchého har-
monického kmitani (nebo rovnomérného kruhového pohybu, viz obr.
A2) o thlové frekvenci w = ku. Tudiz, je-li £(z,t) = &sink(x — ut),
potom

v(x,t) = —ku&pcos k(xz — ut) (A2)

Vztahy mezi relativnim zkracenim, tlakem a rychlosti jsou stejné jako
v Casti (a). Tudiz

S(z,t) = —v(x,t)/u = k& cos k(z — ut) (A3)
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p(z,t) = puv(z,t) = —kpu?&ycos k(x — ut)
= —YS(x,t) = —kY¢cosk(xz — ut)

Prislusné vztahy je mozné odvodit také diferencovanim:

(A4)

e _d — v ®
v(z,t) = e S(x,t) = dr’ plx,t) = de'
&o
kx — w
£
U". -----------------
Obr. A2
Cast B

(c) Protoze uhlova frekvence w a rychlost sifeni viny u jsou déany, pro vl-

novou délku plati vztah A\ = 27 /k, kde k = w/u. Zména posunuti ¢ je
tudiz popsana funkci

o= sk (e ) ot (1)

Protoze st¥edy elektrod jsou nehybné, je g(b/2) = 0. Z toho plyne By =
0. Protoze maximum funkce g(x) je rovno 1, dostavame, ze B = £1 a

g(z) = £sin > (x - g) (B2)

u

Proto lze posunuti vyjadrit vztahem

&(x,t) = +2&)sin s (x - g) coswt (B3)

u
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(d) Protoze tlak p (nebo napéti T') musi na koncich desticky vymizet (tj.

pro z = 0 a x = b), feSeni této Casti tlohy lze analogicky dostat z rezo-
nancnich frekvenci zvukové vlny v oteviené trubce délky b. Nicméné,
je-li dano, ze stfedy elektrod jsou nehybné, vsechny vyssi frekvence za-
kladniho ténu je nutno vyloucit, protoze maji v priurezu v ptli desticky
spise kmitny nez uzly.

Protoze zékladni tén méa vinovou délku A = 2b, zékladni frekvence je
dana vztahem f; = u/(2b). Pro rychlost $ifeni viny u plati

Y
u=4/—=545.10° m/s (B4)
P

a tedy, protoze b = 1,00 . 1072 m, dv¢ nejnizsi frekvence, pii nichz
vznikne stojaté vlnéni, jsou

U 3u
fi= % = 273 kHz, f3=3f1= % = 818 kHz (B5)

Jiné tesent 1uloh (c) a (d):

Podélna stojatd vina v desti¢ce ma uzel v bodé x = b/2. Mizeme na
ni nahliZzet jako na dvé viny pohybujici se v opa¢nych smérech. Tudiz
jejich posunuti a rychlost musi splnovat vyrazy

{(z,t) = 2&,sink (z—2)coswt

= & [sink (v — 3 —ut) +sink (v — 2 +ut)] (56)

v(z,t) = —ku, [cosk (x — % —ut) —cosk (z — 2 + ut)]
= 2w, sink (m — %) sin wt

(BT)

kde w = ku a prvni a druhy ¢len v hranatych zavorkach reprezentuje
vlnu postupujici ve sméru +x a —z. Poznamenejme, Ze rovnice (B6) je
identicka s rovnici (B3), kdyz polozime &,, = +&.

Pro vlnu postupujici ve sméru —x musi byt v rovnicich (Ala) a (Alb)
rychlost v nahrazena —v, takze dostavame

s=_""4 p = puv vlna postupujici podél +x (B8)
u

v
S =—ap=—puv vlna postupujici podél —z (B9)
u



23

Stejné jako v ¢asti (b), zkraceni a tlak lze vyjadrit jako

S(z,t) = —k&y[—cosk(z—2%—ut) —cosk (z— %+ ut)] B10
= 2k&,, cosk (m — g) cos wt
plz,t) = —puwé, [—cosk (z— % —ut) —cosk (z — 2+ ut)]
= —2puwé,, cosk (x — %) coswt
B11

Poznamenejme, ze v, S a p 1ze dostat také diferencovanim ¢ stejné jako
v ¢asti (b).
Napéti T nebo tlak p musi byt neustale na obou koncich desticky nulovy

(r =0 ax =b), protoZe jsou volné a nehybné. Z rovnice (B11) je to
mozné jediné tehdy, je-li cos(kb/2) = 0 neboli

2
kb:%b:%fb:m, n=1,35,... (B12)
Vyjadieno pomoci vlnové délky A lze v rovnici (B12) psat
2b
A== n=1,305,... (B13)
n

Pro frekvenci pak plati

U nu n Y
f )\ 2b 2b p? n 73757 (b )

Vysledek je identicky s rovnicemi (B4) a (B5).

Z rovnic (5a) a (bb) v zadani vyplyva, ze piezoelektricky efekt vede na
rovnice

T=Y(S—d,FE) (B15)
d2
o=Yd,S +er (1 — Y—p) E (B16)
ET
Protoze x = b/2 musi byt uzel jakékoliv podélné stojaté viny v desticce,

posunuti ¢ a relativni prodlouzeni S musi byt vyjadieno formou danou
rovnicemi (B6) a (B10), tedy, s pfihlédnutim k w = ku,

E(z,t) =&, sink (x — g) cos (wt + ¢) (B17)
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S(x,t) = k&, cosk <:c - g) cos (wt + @) (B18)

kde je nyni ve ¢lenu zavislém na Case zahrnuta fazova konstanta ¢.

Podle predpokladt je elektrické pole E mezi elektrodami homogenni a
zavisi pouze na case:

V(t) Vi, coswt
E(v,t) = 15): C;L)SW (B19)

Dosazenim rovnic (B18) a (B19) do (B15) dostaneme
b d,
T=Y |k&ncosk | x— 3 cos(wt + ¢) — Evm cos wt (B20)

Napéti 7" musi byt na obou koncich desticky (z = 0 a x = b) neustéle
nulové, protoze jsou volné a nehybné. To je mozné pouze tehdy, je-li
p=0a

kb Vin

k&, cos — =d

B21
2 "h

Protoze ¢ = 0, rovnice (B16), (B18) a (B19) implikuji, Zze povrchova
hustota naboje musi mit tutéz zavislost na case a lze ji vyjadiit jako

o(x,t) = o(x)coswt (B22)

se zavislosti na x popsanou rovnici

d2
o(x) =Ydk&p cosk |z — b +er(1-Y-2 Vin
2 ET h

Vin
— B2
n (B23)

o(x) =

d? b d?
Y—pkbcosk(m——)—i—syu( —Y—p)
cos 7 2 Er

(f) V case t je celkovy povrchovy naboj Q(t) na spodni elektrodé integra-
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lem o(x,t) z rovnice (B22) pres povrch elektrody. Vysledek je

0 < iy [t e
_ _/ Cos_cosk<x—§)+gT<1—Y§)
()P ) ()
= Cp {oﬂ (%tg@>+(1—&2)]

bw 2 dz% -3
O() =&r—7, a" =Y+ = 9,82 . 10
h ErT

dr =

kde

Pozndmka: Vysledek Cy = erbw/h lze také obdrzet uvahou ,klidové
limity“ k& = 0 v rovnicich (5) v zadani. Protoze tgx ~ x, kdyz ©z < 1,
mame o)

lim == ~ Cyla® + (1 — )] = C,

k0 V ( t) 0[ ( )] 0
Je zfejmé, ze konstanta C je kapacita deskového kondenzatoru tvo-
feného elektrodami (o plose bw) s kiemikovym krystalem (tloustky A
a permitivitou er) slouzicim jako dielektrikum. Je tudiz nutné déna
vzorcem epbw/h.
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3. uloha

Cast A - Hmotnost neutrina a rozpad neutronu

Volny neutron hmotnosti m,, se rozpada v klidu v laboratorni vztazné sou-
stavé na tTi neinteragujici ¢astice: proton, elektron a anti-neutrino. Klidova
hmotnost protonu je m,, klidovd hmotnost anti-neutrina se predpoklada ne-
nulova, ale mnohem mensi nez klidovd hmotnost elektronu m,.. Oznac¢me
rychlost svétla ve vakuu c. Méfené hodnoty hmotnosti jsou nasledujici:

m, = 939,56563 MeV /c?,

m, = 938,27231 MeV/c?,

me = 0,5109907 MeV /c2.
Vsechny energie a rychlosti vztahujeme k laboratorni vztazné soustavé. Necht
E je celkova energie elektronu vylétajiciho z mista rozpadu.

(a) Najdéte maximélni moznou hodnotu E,,., energie E a rychlost v,, anti-
neutrina, kdyz E = E,,,.. Obé veli¢iny vyjadiete pomoci klidovych
hmotnosti ¢astic a rychlosti svétla. Pokud je déno, ze m, < 7,3 eV /c?,
vypoctéte Fyu.. a pomér v,,/c na 3 platné ¢islice. (4,0 bodu)

20
Obr. 3a

Cast B - Levitace svétlem

Prihlednd sklenéna hemisféra o poloméru R a hmotnosti m mé index lomu
n. Index lomu prostfedi vné hemisféry je roven jedné. Rovnobézné paprsky
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monochromatického svétla laseru dopadaji rovnomérné a kolmo do stfedu
rovinné plochy, jak je naznaceno na obr. 3a. Tihové zrychleni g mifi svisle
dolt. Polomér ¢ kruhového prifezu paprsku laseru je mnohem mensi nez R.
Jak kulova hemisféra, tak laserovy paprsek jsou osové symetrické vzhledem
k ose z.

Sklenénd hemisféra neabsorbuje zadné svétlo laseru. Jeji povrch je pokryt
tenkou vrstvou prisvitného materialu, takze odraz svétla je zanedbatelny pti
vstupu do hemisféry i vystupu z hemisféry. Opticka draha urazena svétlem
laseru pii priichodu neodrazejicim povrchovou vrstvou je také zanedbatelna.

(b) Zanedbanim ¢lentt fadu (§/R)? a vyssiho najdéte vykon laseru P po-
tfebny k udrzeni tihy sklenéné hemisféry. (4,0 bodu)

Ndpovéda: cost ~ 1 — %, kdyz je € mnohem mensi nez 1.
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Reseni

Cast A
(a) Necht (?F.,q.), (*E,,cqp) a (*E,, cq,) jsou ¢tyFvektory hybnosti a

energie elektronu, protonu a antineutrina v klidové vztazné soustave
spojené s neutronem. Uvazujme, zZe E,, E,, E,, q., g5, g, jsou vSechny
v jednotkach hmotnosti. Proton a anti-neutrino lze povazovat za Céstice
tvorici systém s celkovou klidovou hmotnosti M., celkovou energii ¢*E,
a celkovou hybnosti c¢q.. TudiZ mame

ECZEP+EU7 QC:qp+qv7 M(?:E?_qg (Al)

Poznamenejme, zZe velikost vektoru gq. znacime ¢. a stejnd konvence
bude platit i pro ostatni vektory.

Protoze energie i hybnost se pfi rozpadu neutronu zachovava, mame
E.+E.=m, (A2)

qdc = —qe (A3)
Umocnéna na druhou dava posledni rovnice
G =q. =B —m; (A4)
Z rovnice (A4) a tfeti rovnice (A1) dostaneme
E? — M? = E? —m? (A5)

Druhy a tfeti ¢len pfesuneme na opac¢nou stranu rovnice a dale délime
rovnici (A2). Dostaneme

E.— E.= (2 —m) (A6)

My

Resenim soustavy rovnic (A2) a (A6) dostaneme

1

Fe= g = w2+ M) (A7)
1

Be= g (4 m? — M?) (48)

2m,,
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Uzitim rovnice (A8) lze rovnici (A4) pfepsat do tvaru

1
4e = om, \/(m% +mZ — M2)? — (2myme)?
1
G =75 V(M +me+ M) (mp-+me—Me) (o —met M) (mn—me — M) (A9)
my

Rovnice (A8) ukazuje, Ze maximum F, koresponduje s minimem M?2.
Klidova hmotnost M, je celkovou energii protonu a anti-neutrina ve
vztazné soustavé spojené s jejich hmotnym stiedem, a tedy dosahuje
mninima

M =m, +m, (A10)

kdyz jsou proton i anti-neutrino v klidu vzhledem k hmotnému stfedu
svého systému. Tudiz z rovnic (A8) a (A10), s pfihlédnutim k tomu, ze
maximalni energie elektronu je F = 2E,,

C2

Epar = 5— [my +m¢ = (my + my)*] ~ 1,20 MeV (A11)
mp

Kdyz plati (A10), proton a anti-neutrino se pohybuji se stejnou rych-
losti vy, svého hmotného stiredu a my mame

Um _ (Do ‘ (D& ) _ (L ‘ _
C E’U E:Ema,z Ep E:Emaz EC E:Emaa:

Um _ (2) ’ (A12)
C Ec Me=mp+my

kde posledni rovnost vyplyva z rovnice (A3). Uzitim (A7) a (A9) lze
posledni ¢len v rovnici (A12) pouzit k vypoctu rychlosti anti-neutrina,
kdyz E = Ey4.. Odtud mame (M = m, + m,)

U, \/(mn+me+M)(mn+me—M)(mn—me+M)(mn—me—l—M)

c m2 —m2 4+ M?

I ~0,00127 (A13)
C
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Jing zpusob Teseni:

Ptredpokladejme, ze v klidové soustavé spojené s neutronem elektron
vyléta ven s hybnosti cq. a energii ¢*E,, proton s cg, a ¢*E, a anti-
neutrino s cq, a c¢?E,. Oznacime-li velikost vektoru g, jako q,, dosta-
neme

Ey=my+q, Ej=m,+q¢, El=ml+q (14)

Zakony zachovani hybnosti a energie pii rozpadu neutronu vedou ke
vztahiim

E,+E,=m,—FE—e (2A)

q» +q, = —q. (3A)

Umocnéno na druhou, posledni dvé rovnice vedou na

E?+ E2 4 2E,E, = (m, — E.)? (4A)

@+ q+2g,.q0 =q. = E>—m? (54)

Odectenim rovnice (5A) od (4A) a uzitim (1A) dostaneme
m2+mi + 2(E,E, — q,.q,) = mi +mZ — 2m, E, (6A)
nebo (v ekvivalentnim tvaru)

—my — 2E,E, — gy - q.) (TA)

2 2 2
2mp B, = m; +m_ — m,

Jestlize 0 je Ghel mezi vektory g, a q,, mame g, .q, = ¢,q, c0s0 = ¢,qy,
takze rovnice (7A) vede na vztah

2m,E, < m? +m? — mg —m?2 —2(E,E, — q,q,) (8A)
Poznamenejme, Ze rovnost v (8A) plati pouze tehdy, je-li 6 = 0, tj.

energie elektronu nabyva své maximalni hodnoty pravé tehdy, kdyz se
anti-neutrino a elektron pohybuji stejnym smérem.
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v

bu

My

Necht jsou rychlosti protonu a anti-neutrina v klidové soustavé ne-
utronu cf, a c3,. Pak mame ¢, = 3,E, a ¢, = (,F,. Jak je naznaceno
na obr. Al, zavedeme thel ¢, (0 < ¢, < 7/2) pro antineutrino takto:

Guv = My, tg (bva Ev =V m% + qz = Ty, sec (bvu ﬂv = I

= sin ¢,
(94)

Obdobné pro proton piseme

q, .
qp = mytg by, E, = \/m2+ ¢2 = mysec ¢y, 6p:Ep:sln¢p
p

(94)
Rovnici (8A) pak lze vyjadfit ve tvaru
1« in o,
2m, B, £ m?2 +m2 —m2 —m?2 — 2m,m, Sin ¢ Sin ¢ (11A)
P COS P, COS Py,
Faktor na konci posledni rovnice lze prepsat do tvaru
1 —sing,sing, 1 —sing,sing, — cos @, cos ¢, .
COS ¢, COS Py N COS ¢, COS Py N
1-— - %

COS ¢y, COS Py
a snadno nahlédneme, Ze nabyvéa své minimalni hodnoty 1, kdyz ¢, =
0v, tj. kdyz se anti-neutrino a proton pohybuji se stejnou rychlosti, t;.
By = Bp. Z rovnice (11A) pak vyplyva, ze maximalni hodnota E, je
1
2m,,

(Ee)maz = 5—[my, +mg — (my +my)’] (134)
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a maximalni energie elektronu £ = ¢*E, je
Bz = (Ee)maz ~ 1,29 MeV (14A)

Kdyz se anti-neutrino a elektron pohybuji se stejnou rychlosti, mame
z rovnic (9A), (10A), (2A), (3A) a (1A) vysledek

Q_v_ Qp+QU . Qe . Eg_mg
E, E,+E, m,—E.  m,—E.

p
Uvédomme si, Ze vy, /¢ = (By)maz .- Dosazenim z rovnice (13A) do
posledniho vztahu dostaneme po tpravach shodny vysledek jako prve,
tj. vm/c =~ 0,00127.

Obr. B1

Cast B

(b) Viz obr. B1l. Lom svétla na sférickém povrchu se 1idi Snellovym zdko-

nem
nsin@; = sin 6, (B1)
Zanedbanim ¢lenti fddu (§/R)? nebo vyssiho v rozvoji funkce sinus dava

rovnice (B1)
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Pro trojihelnik AF AC na obr. Bl mame
B=0,—0;~ (n—)b; (B3)

Necht fj je frekvence dopadajiciho svétla. Jestlize n,, je pocet fotont do-
padajicich na rovinny povrch na jednotku plochy za jednotku ¢asu, cel-
kovy pocet fotonti dopadajicich na rovinny povrch za jednotku casu je
n,md?. Celkovy vykon P fotonit dopadajicich na povrch je (n,76?)(hfo),
kde h je Planckova konstanta. Tudiz

P

"= S hTe (B4)

Pocet fotontt dopadajici na kruhovy disk vnitiniho poloméru r a vnéj-
stho r + dr na rovinném povrchu za jednotku casu je n,(27rdr), kde
r = Rtg#; ~ Rb;. Proto

n,(27r dr) ~ n, (2w R*)0; db; (B5)

Zména slozky hybnosti ve sméru osy z prislusna témto fotontim, kdyz
se lamou na kulovém povrchu, je

dF, _nphf (27 dr) cos f = n, fo( R2)< 52)9 do; ~

~n, M0 (0r 2 {ei - (”_21)205} db; (B6)

C

a tedy z-slozka zmény hybnosti prislusna témto fotonim je

Oim T _1)\2
F, =27 R?n, (%> / 0, — (n—1) 9?} db; =
c o L 2
r 12
I (th) P P ] (BT)
&

kde tg 0;,, = % ~ O;,. Tudiz, s pfihlédnutim k (B5), mame

_ mwR’P hfo 52 {1_ (n—1)252} _ P {1_ (n —1)262

z — B
T w0chfy ¢ R? 4R? 4R? ] (B8)

C
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Sila zptisobujici optickou levitaci je rovna souctu z-slozek sil vyvolanych
dopadem a lomem svétla na sklenéné hemisfére a tudiz

P P P{l_(n—1)252]:(n—1)252£ (BY)

— 4+ (= FZ -

c ( ) c ¢ 4R? 4R? ¢
Kdyz dame do rovnosti tthu mg sklenéné hemisféry a posledni vysledek,
dostaneme minimalni vykon laseru potfebny k levitaci hemisféry

dmgcR?

P= 0w

(B10)



