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1. Gloha

A Bungee Jumper

(a) Skokan poprvé zastavi, kdyZ se ztracend gravitacni potencialni energie
bude rovnat ziskané energii pruznosti lana

1

ky? —2y(kL +mg) + kL* =0,  (0,1)

coz je kvadraticka rovnice. Jejimi fesenimi jsou

2(kL +mg) £ \/4(kL + mg)* — 4k>L?
Y12 = Y

kL +mqg £ +/2mgkL + m2g?
Y12 = J \/k J ga (072>

Vyhovuje kladny kofen a nizsi klidova poloha.  (0,1)

(b) Maximaélni rychlosti je dosazeno ve chvili, kdy je zrychleni nulové a sily
jsou vyrovnany, tj. pokud mg = kz. (0,1)

Tudiz plati: kinetickd energie = ztracena potencialni energie - energie
pruznosti elastického lana (0,1)

1 1
_mUZ = mg(L + SL’) - 5]41.772, (07 1)

2
Protoze je
_mg
ok
2
2 mg mg
=29(L+—) — —

2
v=y/29L+ 5, (0,2)

(c) Cas do zastaveni = doba trvani volného padu + ¢as do doby, kdy se
lano prestane napinat (0,1)

1
Délka volného padu = L = 3 gtfc



[2L
Tudiz t; = /=,  (0,2)
g

Skokan vstupuje do kmitavého pohybu s pocatecni rychlosti ziskanou
volnym padem = gt; = \/2gL = v,. (0,1)

Perioda kmitd = 27, / % =T, (0,1)

Cely cyklus kmitani mizeme znazornit grafem.

[PA . e
down ,/ '\\
vr| /i
' :
. S . Y
\ /
up
Skokan zacind kmitat v ¢ase 7 daném jako
1 v 1 291
T=—sin"" — = —sin : (0,2)

Skokan se zastavi po jedné poloviné kmitu v celkovém case

—tf+ T/2—7’ (0 1)

\/7 \/7_8 V2gL

V29L +mg?/

2L L VL
\/7 \/7{7T_S 29L+mg /kz}

To je totéz jako

2L m V2gL
— + cos™
k V2L +mg?/k




nebo jako

2L 2kL
= —+~/Ttan_1{— L}, (0,2)
\/ g k mg

B Tepelny stroj
Pokud pocitame maximalni dosazitelnou praci, predpokladame nulové ztraty
(tfeni apod.) v pracujicim motoru.
AQ; = energie z télesa A = —msAT}, (AT — ve)
AQy = msATs, (AT, + ve)

(a) Pro maximalni zisk mechanické energie muzeme ptredpokladat Carno-
tiv motor, pro ktery plati

AQ _ AQy
T, T,

béhem celé operace (druhy termodynamicky zakon).
Plati: AQ, = —msAT; a AQy = msAT, (0,2)

To To

dT: dT:
—ms/Tll =ms T; (0,2)

(b) Plati:
To
Q= —ms/dﬂ =ms(Tx — Tp)
Ta
To

Qo = ms/de =ms(Ty — T) (0,2)

TB



C

W = Ql - Q? (071)
W = ms(To - TO - TQ + TB) = ms(TA + TB — 2\/ TATB)

W =ms(vTa - VT2 (02)

(¢) Numericky pfiklad: hmotnost = objem X hustota

W =2,50 x 1,00 x 10® x 4,19 x (350 4+ 300 — 2v/350 x 300) J
W=20MJ  (0,5)

Radioaktivita a stari Zemé

(a) Ozna¢me N, puvodni pocet atomi uranu. Pak podle zakona radioak-

tivniho rozpadu plati pro jejich pocet N po uplynuti casu ¢
N = Noe™™  (0,1)
a pro pocet n atomi olova vzniklych radioaktivnim rozpadem plati

n = No(1—e), (0,1)

Tudiz
n=NeM(l—e )= N(eM-1), (0,1)

Tento vztah lze vyjadrit také jako

n=N(@2V" —1),

kde 7 je polocas rozpadu, nebo pomoci A = ITQ = 0’67%31, tedy jako

n = N(60,6931t/T . 1>’ (0,1)
Pro prislusné izotopy tedy plati:
206, — 238\(9t/450 _ 1) nebo 206, — 238\ (015408 _ 1), (0,1)

kde t je ¢as vyjadfeny v nasobcich 109 let.

(b) 207p = 233\(24/0.710 _1) nebo 207y, — 285\ (09762t 1), (0,1)



(¢) Ve smiSeném uranu (tj. obsahujicim Pb jak pfirodniho, tak radioaktiv-
niho pivodu) maji izotopy olova poméry:

204 : 206 : 207 odpovida 1,00 : 29,6 : 22,6
V ¢istém olovu (bez radioaktivity) 1,00 : 17,9 : 15,5.

Odtud vyplyva, ze olovo vytvorené radioaktivnim rozpadem uranu je
v poméru

206 : 207 = 11,7: 7,1

Vydélenim rovnic z ¢asti (a) a (b) dostaneme:

20677, 238]\]’{ 225/4,50 -1 }

207y, 235 | 9t/0,710 _ 1
popiipadé
206,, 238\ 01540t _ |
207, _ 235 { }, (0,1)
Dosazenim dostaneme
11,7 9T/450 _ 1
- 137{7}
7,1 9T/0,710 _ |
poptipadé
11,7 015407 _
1 137{60,9767_1}, (0,1)
Odtud
0,0120{27/0710 _ 1} — {27/450 _ 1}
nebo

0’ 0120{60,9762T o 1} — {20,1540T _ 1} (071)

(d) Pokud piedpokladame, ze T > 4,50 x 10° a zanedbame jednicku v
obou zéavorkach (0,2 bodu), dostaneme po tpravéch:

B log 0,0120
~ log2 x 1,1862

10° = 5, 38.10°

popiipadé
In0,0120

—0,8222

10° = 5, 38.10° (0,2)



(e)

Mizeme pouzit numerické metody. Protoze aproximovand hodnota je
dostatecné v&tsi nez 0,710 . 10° rokfl, mizeme jednicku na pravé strané
zanedbat, zatimco na pravé strané ji ponechame. Dosazenim aproximo-
vané hodnoty T' = 5,38 . 10° let na pravou stranu rovnice dostaneme
novy vyraz, z néhoz ur¢ime novou aproximovanou hodnotu blizsi sku-
tecnosti. Pokud podobnou operaci provedeme trikrat, dostaneme se k
hodnoté T' = 4,52 . 10° let, coZ jiz splituje podminku uvedenou v zadani.

Nabita koule
Hustota naboje uvniti koule je p = % (0,2)

Pro z < R plati podle Gaussovy véty pro intenzitu elektrického pole
ve vzdalenosti z od stiedu koule:

B %mcgp B Qx

drepr? dmegR®

(0,3)

Pro x > R plati pro intenzitu pole ve vzdalenosti x od stfedu koule:

Q

4eqa?

E (0,2)

Metoda 1

Pro hustotu elektrické energie pole v daném bodé plati vztah

1 1
5 DE = §eOE2 (0,1)

Necht z < R. Energie v tenké slupce tloustky dz o poloméru z je ddna
jako

1 1 2,.2
dE;, = 5eOE247rx2d:c = —4reg Qe *dz,  (0,1)

2 (47?60)2R6x
Celkovéa elektrickd energie uvnitt koule je tedy dana jako

R

Q72RG/SL’4dSL’ _ 1@l (0,2)

Eip = _
2 (47eg) 40 meg R

0



Necht z > R. Energie v tenké slupce tloustky dx o poloméru z je ddna
jako

2

1 1
dEout = §€0E247T:L‘2d1‘ = 5471'60(47_(_52w$2d1‘> (071)
0

Celkova elektricka energie vné koule je tedy dana jako

1@ 1, 1@
@[ Lar=1T L )
2 (47eg) IL‘2 8 meg R

R

E out —

Celkova energie spojena s rozlozenim naboje je tedy

1 Q*1 1Q%1 3 Q%1
Eeecm’c: = —_ == 0,1
fect 407T€0R+87T€0R 20 meg R (0,1)

Metoda 2
Tenk4 slupka s nabojem 47x?dxp se pohybuje od nekoneéna az k po-
vrchu koule poloméru z, kde je elektricky potencial (0,1)

4.3 2

L = — 0,2
4dmegx 3¢ (0.2)

a ma tudiz elektrickou potencialni energii

2

( Le )(47T:E2p)dx (0,1)

36037

Celkova energie celé koule je tudiz

R
4 ptat 4 Tp?RP
Eeectric = = -z 0,2
e = [ T dn = 2T (o)
0
UZitim vztahu p = = R3 dostaneme
4 9Q? \R> 3 Q*1
Eeectric = — ( >_:_—— 0,2
tectric = 15"\ 1672R Nrer 0



E Elektromagneticka indukce

Metoda 1: Porovnani energii

Horizontalni slozka indukce magnetického pole B indukuje elektromoto-

rické napéti (ddle EMN) v krouzku. Plati B = 44,5 x 107% cos 64° (0,2 bodu).

Magneticky indukéni tok skrz krouzek pootoceny o tihel 8 je ¢ = Bra?sin 0,

kde a je polomér krouzku. (0,1 bodu) Pak plati:
do

Indukované EMN = —- = Bmﬁdsm wit
dt dt

kde w je okamzita tthlova rychlost krouzku. Derivaci
Indukované EMN = Bra*w coswt = Bra’w cos (0,1)

Efektivni elektromotorické napéti béhem jedné otacky je

Bra’w

V2
B2r2a2w?

Primérné zahi'éti krouzku diky odporu je =5z (0,1 bodu), moment se-
trvacnosti je 3ma? (0,1 bodu) a rota¢ni energie tudiz je $ma®w? (0,1 bodu)
kde m je hmotnost krouzku.

Pisobici sila zptisobi zménu thlové rychlosti w

drl 1 d
a{zmazwz} = Zma22wd—j

(0,2)

Porovnanim dostaneme:

1, dw B?r2a?w?
— 2wW— = —— 0,1
A 2R (0.1)
dw B212a?
—_— = — dt 0,1
w mR ( Y )

Pokud oznac¢ime T' dobu, za kterou se snizi thlova rychlost na polovinu, pak
muzeme psat
w/2 T

dw B%r2%a?
—_— = dt 0,1
[ =5 o

w m
w 0
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B252,2
m2="""17 (02
m
Ponévadz R = 27}” , kde A je obsah prifezu dratu smycky (0,1 bodu) a plati

m = 2madA, kde d je hustota dratu (0,1 bodu), dosazenim dostaneme:

BT

In2=
. 4pd

(0,1)

4pd1n 2
T = Iz

Ciselné: T = 12 dni 18 hodin (0,2 bodu)

Metoda 2: Protipiisobici moment sily

Horizontélni slozka magnetického pole B = 44,5 x 1075 cos 64° (0,2
bodu)

Pritez dratu prstence je A, polomér prstence a, hustota d a mérna rezisti-
vita p. Dale ozna¢me w okamzitou thlovou rychlost (kladny smér ve sméru
hodinovych rudicek).

Odpor prstence je R = p%T“ (0,1 bodu), hmotnost prstence m = 2waAd
(0,1 bodu), moment setrvacnosti M = 1ma® (0,1 bodu), magneticky indukéni
tok prstencem pod tihlem 6 je ¢ = Bra®sinf (0,1 bodu), indukované elek-
tromotorické napéti FEMN = % = Bﬂaz% = Bra? coswt = Bra?cosl
(0,1 bodu) a indukovany proud I = Bma?®cosf/R.

Moment sily ptisobici proti pohybu je

1
BIS' = (Bma®cos )] = E(Bmﬁ)%) cos?0  (0,1)

Prace vykonana pii malém pootoceni 96 je

1 1
—(Bra?)?w=(cos 20 + 1)56 (0,1)
R 2

kde jsme uzili rovnosti cos? f = cos 20 + 1. Definujme primérny moment sily
jako préci vykonanou za jednu otocku (o tihel 27) déleny tthlem otocky 27 1.

1Smysl definice je, Ze primérny moment sily za jednu oto¢ku vykona stejnou praci jako
proménny moment sily.
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2
Protoze integral [(cos260 + 1)df = 2, je primérny moment sily uréen jako
0

1
—(Bma®)*w 0,1
—(Bra?Pw  (0,1)
Tento primérny moment sily plisobi stejné zpomalovani jako proménny mo-
ment sily, pokud je doba zpomalovani mnohem vétsi nez doba jedné otacky
(a lze ji tedy vyjadiit jako celistvy nasobek otacek). Proto

dw 1 2y2

= ——(Bma

dat 2R w  (02)

kde znaménko minus znamend pisobeni proti sméru pohybu, obdrzime po
dosazeni za R, M a dalsich apravach rovnici

dw B?
w2 92
i~ par (0%
Dale
“Pa [ B
w
o[ Za (02
Z [t 02
w 0
B*T
In2 = 2
4pd1n 2
T = I

Ciselné: T' = 12 dni 18 hodin (0,2 bodu)
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2. uloha

(a)

Zaostfeni nastane pro jeden ,cyklotronovy“ obéh elektronu. Uhlova
rychlost

Be
w=—,
m
takze doba jednoho obéhu je
m
T =2r—.
7TeB

Rychlost elektronu je
u=+/2eV/m,
urazena vzdalenost je

D =Tucos 3~ Tu = (25 /B)(Vm/e)"/2.

Odtud vyplyva, ze pomeér

e T \2
S8V (55)
m BD
Uvazujme podminku (ii) - Sila zptisobené elektrickym polem pitisobi

vzhturu.

V oblasti A sila magnetického pole ptisobi také vzhiru, elektron narazi
na horni desku a nedosdhne filmu.

V oblasti B sila magnetického pole ptisobi dolti a pokud jsou sily vy-
rovnany, neni zde nevyvazené sily a elektron vyleti z desek a exponuje

film.
Obrazek byl vzat z oblasti B.

Pozadujeme vyrovnanost sil. Elektrické sila je dana jako eV/t, velikost
magnetické sily je dana jako euB sin ¢, kde u je rychlost elektronu.
Pro podminku vyrovnani sil musi platit: © = V/tB]sin ¢|. Maximé&lni
rychlost « odpovidd minimalnimu ¢ = 23°. Ciselné pak vychézi

u =0, 896¢.
Relativisticky koeficient v = (1—v?/c?)~%/2 = 2,255. Odtud vypocteme

kinetickou energii elektronu

By = (v — 1)mc® = 641 keV.
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(d) Poté, co elektrony vyleti z prostoru desek, piisobi na né pouze sila mag-
netického pole. Approximujeme ji vertikalni silou, protoze thel elek-
tronu vzhledem k vodorovné ptimce ztistava maly.

Zrychleni zptisobené touto silou je

_ Beusin¢
=

a

Pocatec¢ni vodorovna slozka rychlosti je u, proto ¢as potfebny na do-
sdhnuti filmu po vyletu z prostoru desek je t = s/u. Vertikdlni posunuti
za tento cas je

Odtud

B Bes?sin ¢

ymau

Y

Z casti (c), pro elektron vylétajici z desek, také zname
u=V/tB|sin¢|

Tak eliminujeme u a obdrzime:

P () ()

a proto kreslime na svislou osu (y/Bssin¢$)? a na vodorovnou osu
(Bstsin¢/V)?. Odtud dostaneme po téchto substitucich graf pifimky
se smérnici (e/m)? a na vertikdlni ose tisek —(es/mc)%.

Tento tisek odecteme jako -537,7 (C s / kg)? a dostavame e/m = 1,70 .

10" C / kg. Smérnici odecteme jako 2,826 . 10" (C/kg)? a dostaneme
tak e/m = 1,68 . 10'! C/kg.
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3. uloha

Cast A

(a) Podle zadéani plati v ¢ase t =0
Ax; = acos .

Predpokladédme, 7Ze ¢as t = 50s je celistvym nasobkem periody (to
logicky plyne ze zadéni). Pak plati

0,8Az; = ae " cos(wt + ¢) = ae " cos ¢.
Délenim obou vztahii a dosazenim dostaneme
0,8 = ¢ 0
aodtud p=4,5.1073 s7L.
(b) Ze zadanych hodnot vypocteme
v=(E/p)"?*=5100m .s '

Zakladni vlnova délka tyce je (uvazte analogii s kmitajicim lanem, které
mé jeden volny konec)

)\rod =4l =4 m.

Zékladni frekvence pak je f = v/\ = 1,3 . 10 Hz a piislusna thlova
frekvence je w = 2rv/\ = 8,1 . 103 rad s~ L.

(c) Ozna¢me 6f = 0,005 Hz ,bici“ frekvenci ty¢i (rozdil frekvenci kmitani
ty¢i). Oznacme Iy, ly a A, Ao délky ty¢i a prislusné vinové délky, plati
analogicky jako v pfipadé b)

)\1 == 4[1, )\2 - 4[2

Oznacme jesté fi, fo frekvence kmitt obou tyci.Ze vztaht
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odvodime vztah

1 1 A1 — As
(5 = — = _— — =
f=f—-f=v (Az )\1) Wy

a uvdzime-li, Ze Ay — A = —0Aoq @ A1 &= A2 & A\og (nebot rozdil
vlnovych délek je nepatrny, takze soucin lze aproximovat hodnotou

2 -« Vs o
AZ.4 Spoctenou v ¢asti b), dostaneme

v
of = —ﬁékmd

a s pouzitim vztahu

v
/= Arod
dostaneme
OArod  Of 0l
Mot f L
a odtud 5f
lol| =1 7

Ciselné vychazi 6l = 3,8 . 107¢ m.

Zména v gravitacni sile ptsobici na ty¢ ve vzdalenosti x od volného
konce je mAg. Jest m = prA, kde A je obsah prifezu tyce. Zména
tlaku je mAg/A = prAg, zména napéti je rovna zméné relativniho
prodlouzeni

prAyg
dz)/dx = :
d(dx)/dx Z
Odtud dostaneme A
d(dz) = s
a integraci dostavame
Al !
A
/ d(dx) :/ PPE9 o
0 o FE
PAg
Al = —=1
E

Plati: \oq = 41, odtud Al = A),oq/4. Je také Al = 22912, Odtud lze
vyjadfit [ a vypocteme [ = 9,2 . 107 m.
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Cast B
(a) Z rovnosti vztahu
mc® = hf,

lze ptifadit fotonu (jako ¢astici) hmotnost

m = hf/c*.

GMm

Na povrchu Slunce méa foton energii hf — =5

hf'. Ze zédkona zachovani energie plyne

, Vv nekoneénu energii

;L GMm_ _G_Mh_f
a odtud oM
' = 1——1.
r=r(i-%)

(b) Oznacdime-li v = 1 — GM/Rc?, pak plati f' = ~f. Rychlost méfenuo
daleko od slunce je mozné vyjadrit vztahem ¢ = fA. Rychlost méfenou
blizko slunce lze podobné vyjadrit ¢ = f'N, pficemz pifi pocitani N
musime uvazit ,kontrakci délky“ (jak je napovézeno v zadani), tj. N =
Y. Proto vychazi, Ze

C/:f/)\/:’}/2f)\:’}/2c.

Odtud dostaneme

c c
¢ c(l—GM/Rc?)?

n, =

Uzijeme-li aproximace (1 + z)" ~ 1 + nx pro z < 1, dostaneme

2GM

rc?

n, =1+

Odtud vyplyva, ze a = 2.
(c) Podle Snellova zakona lomu:

n(r + dr)sinf = n(r) sin(6 — 6§).
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Divejme se na efektivni index lomu (zna¢me ho tsporné n) jako na
funkei proménné r, tj. piSeme n(r). Nyni uzijeme na levé strané faktu,
ze maly prirtistek funkce lze nahradit diferencidlem, ktery lze pro funkce
jedné proménné vyjadrit jako

tedy
dn(r)
dr

Na pravé strané oproti tomu rozepiSeme sin(f — §¢) pomoci znamého
vzorce

n(r+or) = n(r) + or =n(r)+ %57‘.

sin(f — §¢) = sin 0 cos 6§ — cos O sin 6¢€.

Uvédomme si, ze 0§ je velmi maly thel, takze lze aproximovat
cos 0 ~ 1, sin 0¢ ~ 6¢.

Ptihlédnutim ke vSem témto upravam dostavame

(n(r) + Z—nér) sind = n(r)siné — n(r) cosf é¢,
r

a po dalsi pfimé tprave

Z—Z&r sin = —n(r) cos 0 6.

Diagram

2) jde jen o jiny zéapis derivace funkce
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Nyni n(r) = 1+ 2GM/rc?, takze (dn/dr) = —2GM/c*r* a dale
(2GM/c*r*)sinf 6r = n(r) cos 6 6¢.
Z toho dtvodu
66 = (2GM/c*r?) tand (6r/n) ~ (2GM tan 6 /c*r?)or.

(Uvédomme si totiz, Ze efektivni index lomu je velmi blizky jedné.)
Nyni uvazme, ze r? = 22 + R?, takze r dr = x dx.

2GM [ tanfdr
/ g = 29! / bar _
c r

_ 2GM [tanOrdr 2GM dx
T2 73 T2 (xz + R2)3/2

AGM
£= }C{:Q rad = 8,4 . 1076 rad
c

a odtud




