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1. tloha

1. V rovnovaze musi byt tlak p uvnitf nddoby roven pokojovému tlaku p,
plus tlaku zpisobenému vahou pohyblivé podstavy: p = pg+ =%. To je

=7,
splnéno pred a po ozafenim. Nejprve ma plyn teplotu rovnou 7gokojové
teploté. Kvili stavové rovnici pro idealni plyn je pocatecni objem plynu
Vi= ”};TTO (kde R je plynova konstanta) a tudiz vyska h; vélce, kterou
zaplnuje plyn je hy = 7% = 1%' Po ozafeni se vyska zvysi na

he = h1 + As, a tudiZ je nova teplota

As(pomr? + mg)
nik

A
T2:T0<1+—S) — Ty +
hy

Numericky vychazi: p = 102,32 kPa, T, = 322 K = 49°C.

2. Mechanicka prace vykonana plynem proti desce je mgAs a prace vy-
konané proti tlaku v mistnosti je pomr2As, tudiZ celkova préace je

L = (mg + porr®)As =24,1]

3. Vnitini energie, diky zménam teploty, se zméni o hodnotu AU =
ne,(Ty — Tp). Zahtati uvedené do systému béhem ozafovaciho ¢asu At
je

ToA :
Q=AU+L = ncvoh—s+(mg+p07rr2)As = As(porr? +mg) <%+1>
1

Toto teplo pochazi ptimo z absorpce zafeni a shoduje se proto s absor-
bovanou svételnou energii, () = 84 J.

Ten samy vysledek mohl byt ziskdn wvazZenim izobarické transformace
a uzitim Majerova vztahu c, = ¢, + R:

As(pomr? + mg)
ni

Q = nc,(Ty — Tp) = n(c, + R)




4.

Protoze laser ma konstantni vykon, absorbovany vykon je

~Q  As 9 Co B
W—At—At(pom’ + mg) R+1 =8,4W

Energie kazdého fotonu je hc/A, a proto je pocet fotont absorbovany
kazdou sekundu 72 =22 . 10" s71.

Zména potencialni energie je rovna mechanické praci proti vaze desky,
a proto uc¢innost 7 transformace energie je

mgAs 1
’]’] = =
Q 2
L (1 LG )
mg R
Kdyz se valec otoci a jeho osa se stane horizontalni, nastane adiabaticka

expanze, kdy se tlak zméni z p na py a teplota se zméni na novou
hodnotu 75. Rovnice pro adiabaticky d€j mize byt napsana ve tvaru

= 28.107~0,3%

~

nen(2)”
p

R R
kdey =2 = VI L U 309 Vychdsd Ty — 321 K = 48°C.
Cy Cy Cy

Schéma hodnoceni

Orienta¢ni bodové schéma.

1.

0.5 Porozuméni vztahu mezi vnéjsim a vnitinim tlakem.
0.7 Pouziti posunuti desky.

0.240.2 Spravny vysledek pro vysledny tlak.

0.240.2 Spravny vysledek pro vyslednou teplotu.

0.6 Porozumeéni faktu, ze prace je konana proti tize desky
i proti atomsférickému tlaku.
0.240.2 Spravny vysledek pro praci.

1 Korektni posouzeni problému.

0.5 Spravna rovnice pro zahtivani.

0.3 Porozumeéni faktu, zZe absorbovana svételna energie je
rovna teplu.

0.2 Spravny numericky vysledek pro svételnou energii.



4. 0.240.2
0.5
0.3+0.3

5. 0.6
0.2+0.2

6. 0.8

0.4
0.4
0.5
0.2+0.2

Spravny vysledek pro svételny vykon.
Einsteiniiv vztah.
Spravny vysledek pro pocet fotont.

Vypocet zmény potencidlni energie.
Spravny vysledek pro uc¢innost.

Porozumeéni faktu, ze tlak se vrati na pokojovou hod-
notu.

Porozuméni, ze jde o adiabatickou zménu.

Rovnice pro adiabatickou zménu.

Odvozeni v pro vztah mezi specifickymi teply.
Spravny vysledek pro teplotu.

Pro spravné vysledky se davaji dvoji body: jedny za spravné analytické vy-
jadreni, druhé za numerickou hodnotu.

Za numerické Teseni nelze dat plny pocet bodi, jestlize se pocet ¢islic lisi
o vice nez jednu nez je uvedeno v autorském feseni nebo jestlize chybi ¢i jsou
Spatné jednotky. Za uvazeni tihy plynu nelze uznat zadny bonus.



2. uloha

1.

2A

2B

3A

Prispévek k magnetické indukci B od kazdého ramena ,V¢ méa ten
samy smér jako od odpovidajiciho nekone¢ného vodice a tudiz - jestlize
prochézejici proud je urcen sipkou - magnetické pole je kolmé k roviné
dratu (vzaté jako x-y rovina. Pokud uZijeme pravidlo pravé ruky v
soustavé naznac¢ené na obrazku, B(P) mifi podél kladné poloosy z.

Kv1li diivodiim symetrie, celkové pole je dvojnasobné, nez jaké generuje
kazdé z ramen, a ma ten samy smer.

Kdyz o = 7/2, ,V* se stane pfimym nekoneénym dratem. V tomto
piipadé je velikost magnetického pole B(P) zndma podle vzorce B =
i

ﬂ, a protoze tan(m/4) = 1, je faktor k =
2nd

Nasledugici Teseni je rovnocenné akceptovatelne:

10
27d”

Vodié¢ koneéné délky lezici v pfimce budi ve vzdalenosti h od sebe (v

bodé P) magnetické pole o indukci B = %M, kde uhly 6, 0
jsou uhly, pod nimiz jsou vidény konce dratu z bodu P. Mtzeme najit,

7e obé ramena ,V* davaji pole B = %ﬁ%, a tudiz celkové pole je

2rd  sina 4aT
Toto feseni je uplnéjsi, ale neni pozadovano.

Za tcelem vypoctu B(P*) mizeme uvazovat, ze ,V“ je ekvivalentni
dvéma zkiiZenym nekoneénym vodi¢tim (a a b na nasledujicim obrazku)
plus jiné ,V“, symetrické k prvnimu, oznac¢eném na obrazku V', nesou-
cim ten samy proud ¢, ale v opacném sméru.



Pak B(P*) = B.(P*) + By(P*) + By (P*). Jednotlivé piispévky jsou
B.(P*) = By(P*) = :=£— podél zdporné poloosy z; By(P*) =

- 27d sin
o tan(“lpTha), podél kladné poloosy z. Tudiz mame:

2md
* Z,uO 2 «Q
B(P*) = — — ad
() 2md [Sina tan (2)]

B(P*) = k(ﬂ) = kcot <g>
sin « 2

a vysledné pole miti podél zaporné poloosy z.

Nasledugjici Tesent je rovnocenné akceptovatelné

3B Bod P* uvnitt ,V¢ s poloviécnim rozpétim « mize byt povazovan za
bod lezici venku z jiného ,V“ s poloviénim rozpétim m — « nesouci ten
samy proud, avSak s opa¢nym smérem. Proto je

" _ T T_%) 2 e
B(P)-ktan( 5 )—k:tan<2 2) k:cot<2>

Smeér je stale podél z osz, ale podél zaporné poloosy, protoze prislusny
proud ma opac¢ny smér nez predchozi.

3C Hodnota indukce mtze byt nalezena také stejnym zptisobem jako v
bodé 2B.

4 Mechanicky moment sily M ptisobici na magnetickou jehlu polozenou
do bodu P je dan jako M = p x B, kde x znaci vektorovy soucin. Je-li



jehla vychylena z rovnovazné polohy o maly thel § (dost maly, aby
platila aproximace sin § ~ (3, druhd momentova véta dava

d?g3
dt?’

dL
M= —uBB—=— -7
nBf = —
kde znaménko minus znaci opac¢ny smér pusobeni momentu sily proti
sméru vychylky. Perioda T" malych kmitt je pak dana jako

Sepsani diferencidlni rovnice neni nutné, staci rozeznat analogii s har-
monickym oscildtorem.

Pokud oznacime indexem A vypocty zalozené na Amperové interpre-
taci, a indexem BS ty vypocty zalozené na hypotéze Biota a Savarta,
dostaneme

ifto o it
By= 0 tan (& Bpg — o
AT 9ng (2)’ BS = T2
2rld 2]d
Ty =2m .W—aa Tps =27 T
popui tan (5) Hopic
TA 2c0

TS - 7 tan (%)

Pro a = 7/2 (maximalni mozna hodnota) je T4y = Tps a pro o — 0 je

tan ()

Ty — %TBS ~ 1,128T 5. ProtoZe viraz —=2% je monoténné rostouci
2

funkci a, je % monotonné klesajici funkei thlu a. V experimentu neni
mozné rozlisit obé interpretace, pokud hodnota « je vétsi nez hodnota,
pro kterou plati T4 = 1,107ss (10% odchylka). Dosazenim do uve-
dené rovnice a za uzitim vhodné numerické metody (trigonometrickych
tabulek nebo kalkulacky) dostaneme, ze musi byt o < 0, 77rad ~ 44°.

Graficke reseni rovnice pro « je akceptovatelné, ale ponékud dlouhé.
Reseni pomoci rozvoje v tadu (aproximact) neni oproti tomu mozné.



Schéma hodnoceni

Orientacni bodové schéma.

1. 1 Pro rozeznani faktu, ze kazdé rameno dava stejny pti-
spévek.

0.5 Za spravny nacrtek.

2. 0.5 Za fakt, ze « = m/2 pro rovny drat, nebo za znalost
rovnice uvedené v c¢asti 2B.

0.25 Spréavny rovnice pro pole (pro koneény ¢i nekoneény

drat).

0.25 Hodnota k.

3. 0.7 Za rozeznani faktu, ze drat V je ekvivalentni dvéma
nekoneénym dratim plus druhé V.

0.3 Za spravné rovnice pro nekonecny drat.

0.5 Za spravny vysledek pro intenzitu pole.

0.5 Za spravny smér vektoru intenzity.

Alternativneé:
3. 0.8 Popis bodu vné V pomoci m — « polovi¢ni amplitudy
a opa¢nym smeérem proudu.
0.7 Spravny analyticky vysledek.
0.5 Spravny smér vektoru intenzity.
Alternativneé:
3. 0.5 Spravné uziti rovnic uvedenych v 2B.
1 Spravny analyticky vysledek.
0.5 Spravny smér vektoru intenzity.
4. 0.5 Spravné rovnice pro mechanicky moment.

0.5 Za aproximaci sin 5 ~ [3.

1 Spravné pohybové rovnice, zahrnujici spravné zna-
ménko, nebo rozeznani analogie s harmonickym os-
cilatorem.

0.5 Spravny analyticky vysledek pro 7'



5. 0.3 Spravné vzorce pro dvé periody.
0.3 Rozeznani limitnich hodnot pro a.
0.4 Spravny pomér mezi periodami.
1 Nalezeni vztahu mezi a a tecnou.
0.5 Vhodna aproximac¢ni hodnota a.
0.5 Konec¢na explicitni hodnota «.
Pro spravné vysledky se davaji dvoji body: jedny za spravné analytické vy-
jadreni, druhé za numerickou hodnotu.
Za numerické feseni nelze dat plny pocet bodi, jestlize se pocet ¢islic lisi
o vice nez jednu nez je uvedeno v autorském feseni nebo jestlize chybi ¢i jsou
Spatné jednotky.
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3. uloha

V zadéani byla dana rovnice trajektorie hyperboly

1A

1B

1 GM / 2FEv2h2
. v’2b2< + + G2 cos@) (1)

Za predpokladu (jak bylo zminéno v zadani), Ze orbita mé tvar kruz-

. Y s .2 L .
nice, a vzhledem k dostfedivému zrychleni Y- rovnému intenzité gra-

R
vita¢niho pole Gj;és (kde Mg je hmotnost Slunce) dostaneme obéznou

rychlost Jupitera

M,
V= GRS — 1,306 . 10* m/s

Nasledugici alternativni reseni je také mozné:

Protoze povazujeme pohyb Jupitera za kruhovy a rovnomérny, V =
wR = 2;_11%’ kde y; je perioda rotac¢niho pohybu Jupiteru, ktera je dana
v seznamu obecnych fyzikalnich konstant.

. Dvé gravitac¢ni sily ptisobici na kosmickou sondu budou v rovnovaze,

kdyz
GMm  GMgsm 2)
P (R—p)?

(kde p je vzdalenost od Jupitera a M je hmotnost Jupitera), odkud

VM(R - p) = pv/Ms (3)

vVMs+ VM
a tudiz obé pritazlivé gravitacni silz jsou v rovnovaze ve vzdalenosti asi
23,3 milioni kilometrt od Jupitera (cca 334 poloméru Jupitera).

p =0,02997R = 2,333.10° m (4)

. Pomoci jednoduché Galileiho transformace nalezneme slozky rychlosti

sondy ve vztazné soustavé spojené s Jupiterem. Plati:

/ /
v, =V, v, = Vo
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a tudiz - v Jupiterové vztazné soustave - se sonda pohybuje pod tthlem
p = arctan {? vzhledem k ose z a jeji rychlost je v' = Vg + V2

(MuZeme také uvazit vztahy cosfy = \/ﬁ = %, nebo popripadé
0
sinfy = —=— = . UZitim danych hodnot obdrzime

v3+V2
0p = 0,653 rad ~ 37,4° a v’ = 1,65 . 10* m/s.

. Protoze trajektorie druzice mize byt popsana pouze aproximované jako
vysledek gravita¢ni interakce dvou télesa (méli bychom také zahrnout
interakci se Sluncem a ostatnimi planetami), pfedpokladame velkou,
ale ne nekonec¢nou vzdalenost od Jupitera a aproximujeme celkovou
energii v Jupiterové vztazné soustavé jako kinetickou energii druzice ve
velké vzdalenosti:

1
B~ ~mu”? (5)
2
Odpovidajici numerické hodnota je £ = 112 GJ.

. Rovnice (1) ukazuje, Zze radialni vzdalenost jde do nekonecna a jeji
prevracena hodnota je rovna nule, pravé kdyz

2Ev"2b?
]_+ 1+mCOSQZO (6)
a to sice, kdyz
1
cosf) = — (7)
L+ 2E0"?h?
G?M?m

Miuzeme také uvazit, ze radidlni vzdalenost nemiize byt zaporna, a
proto jsou akceptovatelné vSechny hodnoty splnujici nerovnici

2Ev"21?
neboli .
cosf > — 9)
2Ev"%?
1+

G2M?2m
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Resen{ pro limitni piipad nerovnice (9) (tj. feSeni rovnice (7) je:

-1 1
0. = +arccos ——= =+ | ™ — arccos (10)
14 2802 2E0"2b?

G Lt e

a tudiz ahel Af (naznaceny na obr. 2) mezi dvéma asymptotami hy-
perboly je dan jako:

1
Af = (0, —0_) —m =7 — 2arccos (11)

- 2E0"?b?

G2M?2m
1
= 71 — 2arccos
U/4b2
1+ —G2M2

V poslednim vzorci jsme uzili hodnotu celkové energie vypoctenou v
predeslé casti.

6. Uhlova deviace je monoténné klesajici funkei parametru b, z éehoz vy-
plyva, ze odchylka je maximalni, pravé kdyz b je minimalni. Z diskuze
v predeslé ¢asti je jasné, ze bod nejvétsiho priblizeni je, kdyz 6 = 0, a v
tomto pripadé je minimalni vzdalenost mezi sondou a centrem planety
snadno vyjadfitelnd pomoci rovnice (1):

202 U402\
min = —— | 1 14+ —— 12
Tmin = G ( Ty G2M2> (12)
Pfevracenim rovnice (12) obdrzime parametr
2GM
b= frtn 2 (13

Miuizeme poznamenat, ze vysledek mtize byt také ziskan pomoci Gvahy,
ze diky zachovani momentu hybnosti mame

/ /
L = mv'b = mu,,;,"min
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kde mtzeme rychlost odpovidajici nejvétsimu priblizeni vypocist ze za-
kona zachovani energie jako

a1, GMm

E=_mv*=_muv,, —
2 2

T'min
a kombinaci téchto dvou vztaht opét dostaneme vztah (13).

Parametr b je rostouci funkci vzdéalenosti pii nejvétsim priblizeni; tudiz,
pokud se sonda nemuze priblizit k povrchu Jupiteru na vzdélenost vice
nez dvou poloméri (a tudiz r,,;, = 3R, kde Ry je polomér Jupiteru),
minimalni prijatelnd hodnota parametru b je

2

M

7 této rovnice obdrzime konecné maximalni moznou odchylku:

1
A0, = T — 2arccos

Ul4b%nin

1+ M2

1
AO,0e = T — 2 arccos (15)
v’ , 6GM
e (9R° * —R)

a uzitim danych numerickych hodnot vypocteme:
binin = 4,90 . 103 m ~ 7,0 Ry a Ab,,4, = 1,526 rad ~ 87,4°

. Koneény smér pohybu vzhledem k ose x vztazné soustavy spojené s
Jupiterem je dan pocatecnim tthlem plus thlovou odchylkou, tedy 6y +
AB, jestlize satelit poleti za planetu. Konecné velikosti slozek rychlosti
sondy ve vztazné soustaveé spojené s Jupiterem jsou:

vl = v cos(By + AB), v, = v'sin(0p + Ab)
zatimco v soustavé spojené se Sluncem jsou

v, = v’ cos(by + Af) -V, vy = v'sin(fy + A0)
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Tudiz konec¢néa rychlost sondy ve Slune¢ni vztazné soustavé je

v = \/(U’ cos(fy + A) — V)2 + (v'sin(fy + AF))?

V" = \/(vg +2V2 — 20'V cos(0y + AD)

v = \/(vg +2V2 — 20"V (cos 6 cos A — sin 6 sin Af) (16)

v = \/(vg +2V2 — 2V (V cos Af — vy sin Af)

V" = /(vo(vo + 2V sin Af) + 2V2(1 — cos Af)

8. Uzitim numerické hodnoty pro maximalni thlovou odchylku vypocteme
v = 2,62 .10 m/s.

Schéma hodnoceni

Orienta¢ni bodové schéma.

1.

0.4

0.4

Gravitac¢ni zédkon nebo vztahy popisujici rovnomérny
pohyb po kruznici.
Korektni pristup.

0.4+0.3 Spravny vysledek pro rychlost Jupiteru.

0.3

Spravny pristup.

0.440.3 Spravny vysledek pro vzdalenost od Jupiteru.

1

Korektni transformace soustavy souradnic.

0.34+0.2 Spravny vysledek pro rychlost sondy ve vztazné sou-

stave Jupiteru.

0.3+0.2 Spravny vysledek pro thel.

0.8

0.2

0.6
0.6
0.8

Porozuméni, jak zachézet s potencidlni energii v ne-
konecnu.
Numericky vysledek pro kinetickou energii.

Korektni pfistup.
Rovnice pro sméry asymptot.
Rovnice pro thel odchyleni sondy.
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6. 0.3+0.2 Spravny vysledek pro parametr b (minimum impact
parameter).
0.34+0.2 Spravny vysledek pro maximélni whel odchyleni
sondy.

7. 0.5 Rovnice pro slozky rychlosti ve vztazné soustave
Slunce.
0.5 Rovnice pro rychlost jako funkce tthlu odchyleni.

8. 0.5 Numericky vysledek pro kone¢nou rychlost.

Pro spravné vysledky se davaji dvoji body: jedny za spravné analytické vy-
jadreni, druhé za numerickou hodnotu.

Za numerické feseni nelze dat plny pocet bod, jestlize se pocet ¢islic lisi
o vice nez jednu nez je uvedeno v autorském reseni nebo jestlize chybi ¢i jsou
Spatné jednotky.



