Ulohy z 29. roéniku Mezinarodni fyzikalni
olympiady 1998 Reykjavik, Island

Petr Posta

Text pro soutézici FO a ostatni zdjemce o fyziku



1. 1lloha — Valeni Sestibokého hranolu

Uvazujte dlouhy, pevny, tuhy, pravidelny Sestiboky hranol jako je bézny typ
tuzky. Hmotnost hranolu je M a je rovnomeérné rozlozena. Délka kazdé strany
prifezu hranolu je a.
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Moment setrvacnosti I Sestibokého hranolu vzhledem k jeho stfedové ose

je
=2 Ma?
12
Moment setrvacnosti I’ vzhledem k rohu hranolu je
17
I'=—Mad?
12

a) (3,5 bodu) Hranol je zpocatku v klidu. Je umistén na naklonéné ro-
viné odchylené o maly tihel 6 od horizontalniho sméru. Predpokladejte,
ze povrch hranolu je jemné konkavni, takze se hranol dotyka desky
pouze svymi rohy. Efekt konkavnosti na moment setrvacnosti mize
byt zanedban. Hranol nyni uvedeme z klidu do pohybu a ten zac¢ne
nerovnomeérné valeni dolt po desce. Predpokladejte, ze tfeni predchazi
jakémukoliv klouzéni a hranol neztraci kontakt s podlozkou. Uhlova
rychlost pfedtim, neZ roh udeii na desku je w;, zatimco wy je okamzita
uhlova rychlost po dopadu na desku. Ukazte, Ze lze psat

Wy = Sw;

a urdete hodnotu koeficientu s.



b)

(1 bod) Kineticka energie valce je obdobné pied a po dopadu K; a K.
Ukazte, zZe 1ze psat
Kf = T’KZ‘

a urcete hodnotu koeficientu 7.
(1,5 bodu) Aby nastal nasledujici dopad, musi mit K; minimalni hod-

notu K; ,in, kterou lze psat ve tvaru K; i, = 6Mga kde g = 9,81 m/s?
je tihové zrychleni.

Naleznéte koeficient o v zavislosti na sklonu 6 a koeficientu r. Ve vyjad-
feni vysledku uzijte pro r algebraicky symbol, nikoliv ¢iselnou hodnotu.

(2 body) Pokud je podminka z ¢asti (c) splnéna, kinetickd energie K;
dosahne pevné hodnoty K; jak se valec vali doli po naklonéné roviné.

Pokud tento limit existuje, ukazte, ze K¢ miize byt vyjadiena pomoci
Ko = rMga
a urcete koeficient k v zavislosti na sklonu 6 a koeficientu r.

(2 body) Vypoctéte, s presnosti 0,1°, minimalni sklon roviny 6y, pro
ktery valeni, jakmile za¢ne, pokracuje neurcité dlouho.



2. uloha — Voda pod ledovou c¢epickou

Ledovéa cepicka je tlusta ledova pokryvka (vice nez nékolik km Sirokd) spo-
¢ivajici na zemi a tdhnouci se vodorovné pres desitky ¢i stovky km. V této
uloze uvazujeme tani ledu a chovani vody pod ledovou ¢epickou v bodé tani.
Miuzeme predpokladat, ze za téchto podminek led zptisobuje kolisani tlaku
jako viskozni kapalina, ale lehce se deformuje, principielné pii vertikalnim
pohybu. Pro tcely tlohy jsou dany nasledujici informace.

Hustota vody: p, = 1,000 . 10® kg/m?

Hustota ledu: p; = 0,917 . 103 kg/m?

Mérnd tepelné kapacita ledu: ¢; = 2,1 . 10 J/(kg °C)

Mérné teplo tani ledu: L; = 3,4 . 10° J/kg

Hustota horniny a magmatu: p, = 2,9 . 10® kg/m?

Mérné tepelné kapacita horniny a magmatu: ¢, = 700 J/(kg °C)

Mérné teplo tani horniny a magmatu: L, = 4,2 . 10° J/kg

Primérny vnéjsi tepelny tok skrz povrch zems: Jo = 0,06 W/m?

Bod tani ledu: Ty, = 0°C, konstanta

y =hg

Obr. 2.1

a) (0,5 bodu) Uvazujte tlustou ledovou ¢epicku umisténou v bodé pramér-
ného tepelného toku z vnitiku zemé. Uzijte data z tabulky a vypoctéte
tloustku d ledové vrstvy odtaté kazdym rokem.



b) (3,5 bodu) Uvazujte nyni horni povrch ledové ¢epicky. Povrch pod le-
dem ma4 sklon «. Horni povrch ¢epicky mé sklon 3 (viz obr. 2.1). Svisla
tloustka ledu v bodé x = 0 je hg. Z toho diuvodu mize byt horni a dolni
povrch ledu popsan rovnicemi

= xtga, Y2 = ho + 2 tg B.

Odvodte vztahy pro tlak p na spodu ledové cepicky jako funkci hori-
zontalni souradnice x.

Matematicky formulujte podminku mezi § a « tak, aby voda ve vrstvé
mezi ledovou Cepickou a zemi netekla v zadném sméru. Ukazte, ze tuto
podminku Ize psat jako tg 3 = stga. Naleznéte koeficient s.

i =08z

y = ho—

Obr. 2.2

Primka y; = 0, 8x na obr. 2.2 ukazuje povrch zemé pod ledovou ¢epic-
kou. Vertikalni tloustka hy v bodé z = 0 je 2 km. Pfedpokladejte, ze
voda na dné je v rovnovaze.



c)

Na graf nakreslete primku y; a ptidejte primku ys ukazujici horni po-
vrch ledu. Na obrazku naznacte, ktera cara je ktera.

=10

Obr. 2.3

(1 bod) Uvnitf velkého kusu ledu na vodorovné zemi a ptivodni kon-
stantni tloustkou D = 2,0 km, se zforumuje tdnim ledu kuzel vody
vysky H = 1,0 km a poloméru r = 1,0. (obr. 2.3) Pfedpokladame, Ze
zbyly led se prizptsobuje pouze vertikalnim pohybem.

Ukazte analyticky a graficky tvar povrchu ledové cepicky poté, co se
zformuje vodni kuzel a je dosazena hydrostaticka rovnovaha.

(5 bodu) Ve své ro¢ni expedici mezinarodni skupina védci zkouma
takovou ledovou ¢epicku v Antarktidé. Oblast je normalné sirokou plo-
sinou, avsak tentokrat nalezli hlubokou kraterovitou proléklinu, zfor-
movanou jako kuzel obraceny spickou dold o hloubce h = 100 m a
poloméru r = 500 m. (obr. 2.4). Tloustka ledu v této oblasti je 2000 m.



Obr. 2.4

Po diskuzi se védci usoudili, ze nejvice pravdépodobnou moznosti je,
ze zde byla mala vulkanicka erupce pod ledovou c¢epickou. Malé mnoz-
stvi magmatu (roztavené skaly) tlacilo na dné ledové ¢epicky, ztuhlo
a ochladilo se, pficemz roztavilo prislusné mnozstvi ledu. Védci zkusili
nasledné odhadnout mnozstvi pronikly objem magmatu a zkoumali, co
se stalo s roztatou vodou.

Predpokladejte, ze led se pohybuje pouze vertikidlné. Dale predpokla-
dejte, ze magma je kompletné roztavené a na pocatku ma teplotu
1200°C. Pro jednoduchost jesté predpokladejte, ze vnikani ma tvar ku-
zele s kruhovou zakladnou pod kuZelovitou proldklinou v povrchu. Cas
vystupu magmatu byl kratky vzhledem k casu tepelné vymény. Te-
pelny tok byl (pfedpoklddame) priméarné vertikalni, takze objem rozta-
tého ledu je v kazdém case ohranicen kuzelovitym povrchem umisténym
nad stfedem pronikdni magmatu.



Za téchto danych predpokladt probihd tani ledu ve dvou krocich. Pti
prvnim neni voda v tlakové rovnovaze s povrchem magmatu a tudiz od-
plave pry¢. O vodé plavajici pry¢ mtizeme predpokladat, ze mé teplotu
0°C. Néasledné je dosazeno hydrostatické rovnovahy a voda se akumu-
luje nad vniklym magmatem namisto aby odplavala pryc.

Pti dosazeni thermalni rovnovahy urcete nasledujici veli¢iny.
1. Vysku H vrcholu vodniho kuzele zformovaného pod ledovou ce-
pickou, vyhledem k ptivodnimu dolnimu okraji ledové ¢epicky.
2. Vysku h; vniklého magmatu
3. Celkovou hmotnost my,; vyprodukované vody a hmotnost m’ vody,

ktera odplavala pry¢.

Nakreslete tvar vniklého magmatu a vody, ktera ztstala pod ledem.
Uzijte systém soutfadnic navrzeny na obr. 2.4.
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3. aloha — Rychlejsi nez svétlo?

V této uloze budeme analyzovat a interpretovat meéreni provedend v roce
1994. Jednalo se o emisi radiovych vin ze slozitého kombinovaného zdroje v
nasi galaxii.

Prijimac byl nalazen na Siroky pas radiovych vln o vlnovych délkéch kolem
nékolika centimetri. Obr. 3.1 ukazuje sérii obrazkt zaznamenanych v rtiznych
¢asech. Obrysy naznacuji konstantni silu vyzafovani stejné jako vrstevnice
na geografickych mapach. Dvé maxima na obrazku jsou interpretovany jako
dva objekty pohybujici se od spole¢ného stiedu naznaceného kiizkem na ob-
razcich. (Stfed, povazovany za pevny bod v prostoru, je také silnym zaricem,
ale pfedevsim na jinych vinovych délkach). Méfeni byla provedena ve dnech
rizného data, ale ve stejny denni Cas.

Stupnice obrazku je dana tseckou vymezujici jednu thlovou vtefinu (arc
second = as). (1 as = 1/3600 tthlového stupné) Vzdalenost nebeského télesa
ve stfedu obréazku, urceného kiizkem, je odhadovana na R = 12,5 kpc. Ki-
loparsec (kpc) je roven 3,09 . 10! m. Rychlost svétla je ¢ = 3,00 . 10% m/s.
Vypocet chyb se pri feSeni nepozaduje.

a) (2 body) Ozna¢me thlovou pozici obou zafi¢l, vzhledem k jejich spo-
lecnému stfedu, 0;(t) a 0(t), kde indexy 1 a 2 oznacuji postupné levy
a pravy objekt, a t je ¢as pozorovani. Uhlové rychlosti, jak se jevi ze
Zemeé, jsou w; a wy. Prislusné piicné posuvné rychlosti obou zdroju
oznacme vj | a Uy | .

Uzitim obrazku 3.1, nakreslete graf a naleznéte s jeho pomoci hod-
noty w; a we v milithlovych vtefindch za den (milli-arc-seconds per
day = mas/d). Také urcete numerické hodnoty v{ | a vy ;. (Nékterymi
vysledky mohou byt piekvapivé.)

b) (3 body) Za tcelem rozieseni zahady vzniklé v ¢asti (a), uvazujme
svételny zdroj pohybujici se rychlosti ¢ pod thlem ¢ (0 < ¢ < 7)
smérem ke vzdalenému pozorovateli O. (Obr. 3.2) Rychlost 1ze psat
jako v = (¢, kde ¢ je rychlost svétla. Vzdalenost ke zdroji, mérena
pozorovatelem, je R. Uhlova rychlost zdroje, jak ji vidi pozorovatel,
je w, a prislusna posuvna rychlost kolméa k ¢are pohledu pozorovatele
je v',.

Naleznéte w a v/, v zavislosti na 3, R a ¢.



c)
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Obr. 3.2

(1 bod) Predpokladejme, ze oba zafi¢e, popsané v uvodu a v &asti
(a), se pohybuji v opa¢nych smérem se stejnou rychlosti v = fc. Poté
vysledky z ¢asti (b) umoziiuji vypodcist 5 a ¢ z thlovych rychlosti w;
a wy a vzdalenosti R. ¢ zde znadi tihel definovany v ¢asti (b); objektu
nalevo ptislusi index 1 v ¢asti (a).

Odvodte vzorce pro  a ¢ v zavislosti na znamych veli¢indch a urdete
jejich numerické hodnoty z dat ziskanych v ¢asti (a).

(2 body) Pro situaci s jedinym télesem v ¢asti (b) naleznéte podminku,
kdy je zdanliva kolma rychlost v/, vétsi nez rychlost svétla c.

Podminku napiste ve tvaru § > f(¢) a urfete analytické vyjadieni
funkce f.

Vykreslete graficky fyzikalné relevantni oblast (3,¢)-roviny. Ukazte Sra-
fovanim, ve které ¢asti této roviny lezi podminka v/, > c.

(1 bod) Stéle uvazujme situaci s jednim télesem popsanou v ¢asti (b).
Naleznéte vyraz pro maximalni hodnotu (v, )mae. zdanlivé kolmé rych-

losti v/, pro dané 3. VSimnéte si, Ze tato rychlost roste bez omezeni,
kdyz 6 — 1.

(1 bod) Odhad pro R dany v Gvodu neni pfili§ vérohodny. Védci proto
zacali uvazovat o lepsi a priméjsi metodé urceni R. Jedna z ideji na-
sleduje. Predpokladejte, ze muzeme urcit a zméfit Doppleriv posun
vlnovych délek A\; a Ay zareni obou zaricich objektt, pfislusné stejné
znamé puvodni vinové délce Ay v klidové vztazné soustavé vzhledem k
obéma objektim.

Vyjdeme-li z rovnic pro relativisticky Doppleriv efekt, A = Ao(1 —
Beos@)(1 — 32)71/2 a za predpokladu, 7ze oba objekty maji stejnou



12

rychlost v, ukazte, ze nezndmou 3 = v/c lze vyjadrit v zavislosti na A,

A1 a A jako
a2
= /1= ——0
b \/ (A + A2)?

Urcete ¢iselnou hodnotu koeficientu «.

Mfzete si vsimnout, ze navrhované meétfeni vlnovych délek v praxi
vlastné poskytne novy odhad vzdalenosti.



