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1. Gloha

a) Metoda Tesent 1

Pti dopadu zacne hranol rotovat kolem nové osy, tj. kolem rohu, na
ktery dopadl. Sila reakce desky nema zadny moment vzhledem k této
ose, tudiz se vzhledem k této ose zachovava moment hybnosti béh krat-
kého intervalu dopadu. Hybnost hranolu jako celku méa ten samy smeér
jako rychlost hmotného stredu (]3 = M7, kde se index C' vztahuje
k hmotnému stfedu), a tento smér snadno urc¢ime, pokud zname osu
rotace v daném case. Tésné pred dopadem je P orientovana 30° dol
vzhledem k desce, zatimco po dopadu je orientovana 30° nad desku (viz
obrazek 1.3).

Obr. 1.8

Abychom nalezli moment hybnosti vzhledem k rohu dopadu chvili pfed
dopadem, uzijeme rovnice pro moment hybnosti vzhledem libovolné
ose vztazené k momentu hybnosti L kolem osy prochazejici hmotnym
stfedem (obé osy jsou rovnobézné):
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kde se index C vztahuje k hmotnému stfedu télesa. Pokud rovnici pi-
seme pro bod dopadu, mifi vektor 7. z bodu dopadu do hmotného
stfedu télesa. Vektory na pravé strané rovnice maji oba ten samy smér.
Z toho dtivodu dostaneme pro velikosti tésné pied dopadem !

7o X Uo| = reve; sin30° = a’w; /2
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Na druhou stranu, moment hybnosti vzhledem k rohu ur¢ime po do-
padu pomoci vztahu 2

17
Ly =Tw; = —Ma?
f Wy 12 a Wy

kde se index f vzdy vztahuje vzhledem k situaci tésné po dopadu.
Mizeme poznamenat, Ze rozdil je zptisoben rozdilnymi sméry vektort
Uc, a Ug,. Nzni, kdyZ uvazime zdkon zachovani momentu hybnosti,
L; = Ly, dostaneme vztah mezi thlovymi rychlostmi:
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Odtud ihned vyplyva, ze s = 7 @ Ze je tento koeficient nezavisly na

veli¢inach a, w; a 0.

Metoda 1eseni 2

—

Pfi dopadu hranol pfijme impuls P [N . s|] od desky v rohu, kde do-
padu probéhl. Neni zadna reakce v rohu, ktery opousti desku. Impuls
ma slozku P rovnobéznou s naklonénou rovinou (kladny smér bereme
vzhiru podél naklonéné roviny (viz obr. 1.3)) a slozku P, kolmou vzhle-
dem k roviné (vzhledem k desce kladnou vzhiiru - viz stejny obr.).

1Stejny vysledek lze dostat dvojim uZitim Steinerovy véty od piedchozi osy ke stiedu
a od nové osy ke stredu
*Nebo také jinak: Ly = Iwy + M|rc x Uc,| = Iwg + Ma*wy sin 90°

5 17
Ly = (E + 1) Mawa = EMa2wf



MizZeme stanovit tii rovnice, které obsahuji tii neznamé Py, P, a po-
meér s = f . Veli¢ina P je vlastné zména rovnobézné slozky hybnosti
hranolu a Pl je odpovidajici zména kolmé slozky hybnosti hranolu.

Tudiz:
3
Py = Mo = wp)al?

1
P = M(w; + wf)a§

Nakonec dostavame:

V3

1
PLa§ —Pa- = Iw; —wy)
nebot prava strana je zména momentu hybnosti vzhledem k centralni
ose. Z téchto tii rovnic uré¢ime hodnotu s, pochopitelné stejnou jako pti
pouziti predchozi metody.

Posuvnéa rychlost hmotného stiedu tésné pred dopadem je aw; a tésné
po dopadu awy. Vime, Ze miZeme vzdy psat kinetickou energii rotuji-
ciho tuhého télesa jako sumu ,vnitini“ a ,,vnéjsi“ kinetické energie:

1 1
Kear = 51(«02 + éMU%

Odtud vidime, zZe pro nés ptipad je celkova kinetické energie K. primo
amérna w?, a proto dostavame

112 121
17 289

tedy j —121~0419
a tedy je r = o5 ~ 0,419.

Kineticka energie K po dopadu musi byt schopna vyzdvihnout hmotny
stied do jeho nejvyssi polohy, pfimo nad bod dotyku. Uhel, o ktery se
posune 7¢ je

Q@

r=——20

2
kde a = 60° je thel pfi vrcholu trojihelnika dotykajiciho se stfedu
hranolu 3. Energie potiebna pro tot zdvihnuti stiedu je

Eq = Mga(1l — cosz) = Mga(l — cos(30° — 0))

30becné je a = 2w /N



a my dostavame podminku
Ky =1rK; > Ey = Mga(l — cos(30° — 0))

tudiz .
o= ;(1 — cos(30° — 60))

(Lze uvazit, ze cos(30° — ) = @ cosf + sind).

Necht K, a Ky, jsou kinetické energie pred a po n-tém dopadu. Uka-
zali jsme, Ze plati vztah
Kﬁn = TKi,n

kde r = % pro Sestiboky hranol. Mezi nasledujicimi dopady vyska
hmotného stredu hranolu klesne o a sin 6 a jeho kineticka energie vzroste
z tohoto dlivodu

A = Mgasiné
Tudiz mame
Kipy1=rK;, +A

Nemusime psat kompletni vyraz pro Kj , jako funkci K;; a n, abychom
nalezli limitu. To by byl skuteény dikaz, Ze limita existuje (viz dole),
avsak to je jiz ddno v zadani. Tudiz mizeme psat K;,41 ~ K;, s
libovolnou pfesnosti pro dostatecné vysoké n. Limita K o musi splilovat
tuto iteracni podminku, tj.

Ki,O = TKi,O + A

a FeSenim dostaneme

Odtud




Miuzeme taky vytesit problém explicitné, pokud sepiSeme tplnou sou-
stavu rovnic:
Kis=1K;1 + A,

Ki,3 = TKi72 + A= TzKZ'J + (1 + T)A,

Ki,n = TnilKZ'J —+ (1 +r+---+ Tan)A’
1 — n—1
Kin - Tn_lKl'l —'— 7TA
K 5 1_T

Pokud piseme limitu pro n — oo, dostaneme

A
1—r

Ki,n - Ki,O =

coz je ten samy vysledek jako pfedchozi.

Pokud vypocteme zménu kinetické energie béhem celého cyklu, tj. tésné
po predchozim dopadu ¢islo n tésné pred nasledujici dopad n + 1, do-
staneme

AKi,n = i,n+1_Ki,n = (T—l)TnilKiJ +7’n71A = Tnil(A—(l—T)KLl)

Tato zména je kladna, pokud pocatecni hodnota K,;; < K, takze
K;, bude stoupat k limitni hodnoté K . Jestlize na druhou stranu
je K1 > K, kinetickd energie K, tésné pfed dopadem bude klesat
k limité K; .

Vsechny tyto uvahy pripominaji pohyb se tfenim, které se zvétsuje
s rychlosti. Matematicky feceno, hlavni rozdil je, ze zde pocitame s di-
ferenc¢nimi rovnicemi namisto diferencialnich.

e) Aby hranol stale pokracoval v pohybu, musi byt limitni hodnota Kj;
v ¢asti (d) vétsi nez minimalni hodnota pro pokracovani pohybu nale-
zena v Casti (c):

1 1
T rA =1 TMgasin@ > Mga(1 — cos(30° — 60))/r
Polozime A = ;- = %:

Asinf > 1 — cos30°cosf —sin30°sin 0



(A+1/2)sinf ++3/2cosf > 1

Abychom vytesili tuto nerovnici polozime *

U = arccos A+1/2 ~ 35, 36°
VA+1/2)2+3/4

a obdrzime

cosusing + sinusin® > 1/1/(A + 1/2)2 + 3/4

sin(u +6) > 1/1/(A+1/2)2 + 3/4
0 > arcsin{1/\/(A +1/2)2+3/4} —u ~ 41,94° — 35,36° = 6, 58°.
Odtud tedy

0y ~ 6, 58°

Pokud 6 > 6, a kinetickd energie pifed prvnim dopadem je vyhovujici
vysledkiim ¢asti (c), nastane neurcité dlouhy valivy pohyb.

4Mizete samoziejmé vyfesit jakoukoliv rovnost ¢isté numerickou cestou, nebo postup-
nym odhadovanim, nebo uzitim aproximaci sin¢ ~ ¢ a cos ¢ ~ 1 — ¢?/2.



2. tloha
a) Na zakladé zakona zachovani energie mame
Jg - 1 rok = L;pd,

_JQ-lrok

d
Lip;

=6,1.1073 m.

b) Necht p, je atmosféricky tlak a povazujme ho za konstantni. V hloubce
z uvnitt ledové cepicky je tlak dan jako

P = pigZz + Pa-
Tudiz na spodu ledové cCepicky, kde z = yo — y;:
P = pig(y2 — y1) + pa = pigz(tg f — tga) + pigho + pa.

Aby se voda pod ledovou ¢epickou nepohybovala, tlak musi byt hyd-
rostaticky (trividlné, ale mtze byt dokdzano z Bernoulliho rovnice), tj.

p = konstanta — p, gy, = konstanta — p,,gxtga.

Tudiz
pigr(tg B — tga) = pugrtga,
coz vede k
w — M A
tg B = _Pw TP tga = — ptga ~ —0,091tgq,
A
s=—= _ _p 091.
Pi

(Znaménko minus je dulezité.)

Tento vysledek muze byt ziskan riaznymi tvahami o hmotném elementu
vody pod ledem pti pozadavku rovnovahy. Nyni pokracujme v feSeni.

Pro tga = 0,8 dostaneme tg 5 = —0,073 a tudiz funkci

Yo =2 km — 0,073z.



c)

Jestlize se led prizpiisobuje pouze vertikadlnim pohybem, nalezneme, ze
kuzelova proléklina v povrchu mé ten samy polomér 1,0 km jako vniklé
magma. Podle (b) ma hloubku
A A

p'r’ tga = P

(3 p’l

h=|rtgB| =

Ciselné h = 91 m.

Objem rotacniho kuzele je V = %m‘Qh. Predpokladame, ze vyska ku-
zele vniklého magmatu je hy. MuZeme Tici, Ze nejprve odtaje ledovy
kuzel tohoto objemu V; = %7?7“2h1. Tlakova rovnovaha vsSak jesté ne-
byla dosazena. Tudiz voda odtékd pry¢ a led stale udrzuje kontak s
povrchem vniklého magmatu a ¢ini tak horni povrch ledu znovu hori-
zontalnim. Pisobenim magmatu pak roztaje objem ekvivalentni kuzeli
vysky hy = %hl, ¢imz je dosazena rovnovaha tlaki (podle ¢asti (c)).
Béhem této druhé faze roztéta voda také odtéké prz¢. Za predpokladu,
ze vniklé magma stéle neni ochlazeno na 0°C, pokracuje tani a roztaje
objem ekvivalentni kuzelu vysky hs, tato voda se akumuluje na miste,
vztvoil kuzel vysky hfy = %h;}, vzhledem k vrcholu kuZele vniklého

magmatu. Celkova vyska odtatého ledového kuzele je
hiot = h1 + ho + has.

Hloubka prolékliny na povrchu je dana jako

A
h==L(hy + 1),
Pi
kterou lze dostat nejsnaze uvazenim tlakové rovnovahy v konecné situ-
aci (znovu podle ¢asti (c)). Tudiz, pozadované vyska vrcholu vodniho

kuzele je

Pi
H:hl—i—hg:Aph:l,l.lO?’m.

Tepelna rovnovaha dava
1
§7T7’2{prh1([/r -+ CTAT) — pZLlhtOt} = 0,

kde AT = 1200°C je zména teploty vniklého magmatu. Pomoci vztahu
pro hy,; a uzitim fakta, ze hy = %hl a hs = f;—jhg dostaneme

A w w
heot = ho + =y + 20 = PO (hy 4 ).

K3 pl pl
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Tudiz

Pw / Pw Pw 3
hiot = —(h1+h3) = —H = -—h=1,20.10° m
o Pz‘(l ) Pi Ap

To znamena, ze kuzel nedosahne povrchu ledové cepicky. Pomoci této
hodnoty miizeme vyftesit rovnici pro hy:

vhi(Ly + ¢, AT) = —————
prhai(Ly + ¢, AT) Ap
L App. (L, + ¢, AT)

Ciselné vychazi h; = 103 m. Celkova hmotnost vody je samoziejmé
rovna celkové hmotnosti roztatého ledu a je

1
Mo = gPiWT2ht0t =2,9.10" kg,

hmotnost vody, ktera odtekla pryc, je

hi+h wh
m, = ! * 2mt0t = umwt = 2,9 . 1011 kg
Dot Pilliot
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3. uloha

a) Na obrazku 3.1 oznac¢ime stiedy zdroji tak peclivé, jak mizeme. Necht

01(t) je thlova vzdélenost levého stiedu od kiizku (jako funkce ¢asu)
a 05(t) je thlova vzdalenost pravého stiedu. Zméfime na obrazku tyto
veli¢iny v danych casech pomoci pravitka a prevedeme podle uvedené
stupnice na thlové vtefiny (as). Vysledky poskytuji tato numericka
data:

| cas [den] | 0 [as] | 65 [as] |
0 0,139 | 0,076
7 0,253 | 0,139
13 0,354 | 0,190
20 0,468 | 0,253
27 | 0,601 | 0,316
34 | 0,709 | 0,367

Neurcitost pfi odec¢itani pravitkem odhadneme na £ 0,5 mm, coz dava
chybu 4+ 0,013 as v hodnotach 6. Vykreslime ziskanad data do grafu
(obr. 3.3).

Prolozenim piimky skrz ziskana data obdrzime tyto vysledky:

w; =Y = (17,0 + 1,0)mas/d = 9,54 . 107" rad/s
wy =% = (8,7+1,0)mas/d = 4,88 . 107*3 rad/s
vi, =wiR=368.10° m/s ~ (1,2340,07)c

vy, =wrR=1,89.10° m/s = (0,63 +0,07)c

Uvazujme pohyb zdroje béhem casového intervalu At z bodu A do
bodu A’ (viz obr. 3.4). Pak mame

FAA/:FA/—FAzl_)"At-

Nyni necht At zna¢i rozdil pfichozich ¢ast signali z A a A’. Kvuli
rozdilnym vzdalenostem A a A’ a konecné rychlosti svétla, ¢, mame

At/ = At+ (TA/ —T‘A)/C.



12

08

SEPARATION / AS

-06

0 3 10 15 20 25 30 35

TIME / DAYS

Obr. 8.3

Pro mala At, takova, ze vAt < ry, = R, mame
ra— 14~ —VALCos @
a tudiz
At ~ At(1 — Bcosg); B =uv/c
To znamend, ze pozorovatel v bodé O pozoruje zdanlivou posuvnou
rychlost zdroje
Ax Ax cf3sin ¢

! = — = et
LT A At(l —Bcos¢p 1—[cosg’

kde jsme uzili vztahu, ze skutecné rychlost ve vztazné soustaveé spojené
s pozorovatelem je v, = Ax/At = ¢fsin ¢.
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Obr. 3.4

Uhlova rychlost pozorovana v bodé O je

v cf3sin ¢
w=-==

R R(1—fcose)

c) Obr. 3.5 ukazuje situaci v nasem ptipadé. Uvazme vztahy dané v zadani
(jest v1 = vy =w, 1 = B = § a ¢y = ™ — ¢1). Polozme ¢ = ¢, pak

mame sin ¢ = sin ¢ a cos ¢ = — cos ¢. Pak posledni rovnice dava:
¢ sin ¢
w1 =
"7 R(1—Bcosg)’
cfsin ¢
Wy = .
R(1+ Bcos @)

Veli¢iny wy, ws a R jsou dany, ale 3 a ¢ je nutné urcit. Pomoci jedno-
duché algebry dostaneme:

(1 — Bcos p)wiwe = fesinpws /R,

(14 B cos p)wawy = fBesin gwy /R,
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0] R

Obr. 8.5

Odectenim dostaneme

23 cos pwowy = fesin p(wy — wa)/ R,

2
tgg = B
c(wy — wy)
2
¢ = arctg ( Heopeon )
c(w1 — u)g)

Vydélenim predchozich rovnic dostaneme

wi(1 — B cos ) = way(l + [ cos )
ﬁ _ W1 — Wy '

cos p(wy + wo)
Dosazenim vyjde: ¢ = 68,8° +2°, 3 = 0,892 + 0,08.

d) Vztah pro v/, ukazuje, ze pozorovatel zjisti zdanlivou posuvnou rychlost
veétsi nebo rovnou rychlosti svétla tehdy a jen tehdy, kdyz:

(sin ¢

— > 1.
1—fcos¢

Pokud 3 < 1, je podminka ekvivalentni zapisu:

Bsing = 1 — [Fcos ¢,
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B(sin ¢ + cos ¢) = 1,

5\/_(Sln¢cosg + cos ¢ sin 4) > 1,
sin(o+ ) 2 =
\/_

a tudiz je podminka splnéna tehdy, kdyz
) -1
B> f(o)= <\/§Sln(¢—|— 7T/4))

Fyzikalni vyznam mé pouze oblast (3, ¢)-roviny

(8,¢) € [0,1] x [0, 7].

Je zfejmé, Ze podminka miize byt splnéna pouze pro ¢ € [0,7/2] a
z konecného vztahu je ziejmé, ze poskytuje pro ¢ feseni pouze pro

B21/V2.

Proto mtizeme z0zit nasi pozornost na oblast

(8,¢) € [272,1] x [0,7/2].

Zobrazeni

(8,0) = Bsin (0+ 7 )

je v této oblasti spojité. Postaci proto nalézt hranici této oblasti, defi-

nované rovnosti )

V2
Toto urcuje 3 jako funkci ¢, kterad je naynacena na obr. 3.6 jako krivka
ohranicujici srafovanou ¢ast, kde v/, > c.

[ sin (gb+g) =

K nalezeni extrému v, jako funkce ¢ derivujeme vztah ziskany v ¢asti

(b) a dostaneme
d (v \ _ B(cosd — )
do "~ (1 —Bcosp)?
Tento vyraz je nulovy pro ¢ = ¢,,, kde

oS ¢y, = 3; ¢m = arccos 3 € [0, /2]



.

T
S

=

= e
=

Figure 3.6: The region between the Figure 3.7: The curved surface is v [c

horizontal line and the curve in the as a function of # and ¢. The plane
upper left hand corner shows where represents the constant function 5= 1.
v Je> 1.

Obr. 3.6

Abychom dokézali, ze jde opravdu o maximum, derivujeme znovu a
dostavame

(v sin ¢ [ sin ¢(cos ¢ — 3)
i ()= i )

c 1 — (B cos p)? (1 —Bcosg)?
V extrému
d? (v _ Bsingp,
i (2)| —aT o

m
coz ukazuje, ze pro ¢,, opravdu nastavd maximum. Odtud dostaneme
(s vyuzitim ptvodné derivovaného vztahu)

(U/ ) . Be
1 )mazx — m

Odtud ptimo vyplyva, Ze pro

Obrézek 3.7 ukazuje v/, /c jako funkci 3 a ¢ v oblasti (3, ¢) € [27/2,1] x
[0, 7/2].
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f) Mame rovnice pro relativisticky Doppleriv efekt:

Ag  1F [Bcosg

o /12
Secteme je, definujeme pomocny koeficient p a vyfeSime pro neznamou

G-

. AL+ Ao B 1
. 2o JV1-p3%
p2(1 - ﬁz) = 17

423
ﬁ:\/l—l//ﬂ:\/l—m.

To dava pro koeficient
a = 4.

Pokud ptidame posledni ziskanou rovnici k rovnicim pro tg ¢ a (3 ziska-
nym v ¢asti (¢), mame soustavu 3 rovnic, z nichz lze uréit neznamé /3,
¢ a R. Napriklad lze vypocist  z posledni rovnice, vyfesit rovnici pro
¢ a vypocitat pak pomoci této hodnoty R. Za pfedpokladu, ze w; a wy
jsou znamé velic¢iny, poskytuje nam méteni Dopplerova posuvu dobry
odhad vzdalenosti zdroje zareni.



