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1. iloha — Scaling

(a)

(b)

Malé zavazi visi na konce nehmotné idealni pruziny a kmita nahoru
a dolt vlastni frekvenci f. Kdyz je pruzina rozpilena a zavazi znovu
ptichyceno na konec, jaka je nova frekvence f’? (1,5 bodu)

Polomér atomu vodiku v jeho zékladnim stavu je ay = 0,0529 nm (Bo-
hriv polomér). Jaky je polomér ¢’ ,mion-vodikového* atomu, ve kte-
rém je elektron nahrazen identicky nabitym mionem, jehoz hmotnost
je 207 krat vétsi nez hmotnost elektronu?

Predpokladejte, ze hmotnost protonu je mnohem vétsi nez hmotnost
mionu a elektronu. (2 body)

Stredni teplota Zemé je T' = 287 K. Jaka by byla nova stfedni teplota
T, kdyby se stfedni vzdalenost Zemé - Slunce zmensila o 1% 7 (2 body)

V dany den byl vzduch suchy a mél hustotu p = 1,2500 kg/m?. Druhy
den vlhkost vzrostla a ve vzduchu byla 2% vodni péary. Tlak a teplota
jsou ty samé jako predchozi den. Jakd je nyni hustota p’ vzduchu?
(2 body)

Stfedni molekulova hmotnost suchého vzduchu: 28,8 (g/mol)

Stfedni molekulova hmotnost vody: 18 (g/mol)

Predpokladejte, ze vzduch i vodni para se chovaji jako idealni plyn.
Jisty typ helikoptéry se muze vznaset, pokud mechanicky vykon jeho
motorti je P. Je-li jind helikoptéra vyrobena jako presné polovicni

replika (ve vSech linedrnich rozmérech) predchozi helikoptéry, jaky je
mechanicky vykon P’ nutny k jejimu vznéaseni? (2,5 bodu)



Reseni:

(a)

Necht ptvodni pruzina méa délku [ a tuhost k. Frekvence f kmitani
zavazi hmotnosti m na konci pruziny je dana jako

1 k
f:%\/%

Tuhost pruziny k£ znamena, ze je nutno vyvinout silu F', abychom ji

prodlouzili o Ax:
F

k=—.

Ax

Uvazte stiedovy bod pruziny béhem protazeni; pohnul se pouze o vzda-

lenost /2, zatimco vyvijime stejnou silu F'. Tudiz tuhost pruziny zkra-
cené na polovinu je dana jako

, F

= —F—=2
Ax/2 g

a frekvence vlastnich kmiti polovi¢ni pruziny je pak

el 2y
2r V. m

Metoda 1: kvantovani momentu hybnosti
De Brogliova vlnova délka castice je

A=—.

p
Podle de Brogliova principu (zdkladniho stavu):
2mr = A,
coz dava vysledek
pr = muvr = h.

(Toto 1ze konstatovat pfimo jako kvantovani momentu hybnosti.) Podle
Bohrova modelu mtizeme povazovat elektrostatickou ptitazlivou silu za
silu dostredivou:



1
Vke?mr = h, tj. T~ —.

m
Polomér mion-vodikového atomu je pak dan jako
ap
= — = 0,256 pm.
= 207 b

Metoda 2: uZiti rozmérové analyzy
Polomér r vodikového atomu v zakladnim stavu zavisi na nasledujicich
veli¢inach:

e Hmotnost m obihajici ¢astice. (Jestlize hmotnost jadra pokladame
za mnohokrat vétsi nez hmotnost obihajici ¢astice, jadro mtizeme
povazovat za nehybné a tudiz polomér atomu nezavisi na hmot-
nosti jadra.)

e Elektricka sila mezi obihajici ¢astici a jadrem. To zalezi na naboji
jadra g,, naboji obihajici ¢astice ¢ a konstanté ¢.

e Velic¢ina A, kvili kvantovani momentu hybnosti, jak bylo ukdzano
drive.

Tudiz:
— a8 71 72 0
r = AR*m’q ¢ ¢y,
kde A, a, 3, 71, 72 a d jsou bezrozmérné konstanty. Rozmeérova rovnice
(rozmérova zkouska) vychazi takto:

[D] = M]3 D Qs e,

kde [D] jsou rozméry délky, [M] rozméry hmotnosti, [Q)] rozméry né-
boji a [T] ¢asové rozméry (dimenze).

Cili ziskdme tuto soustavu rovnic:

a+pF—-06=0,
20— 30 =1,
v+25=0,
20 —a=0.
Resenim dostaneme a = 2, 3 = -1, v = -2, § = 1. To naznaduje, Ze
plati
1
roe~ —
m

a dale jako v predchozi metodé.



()

Pokud je svételny vykon na vystupu P a polomér orbity Zemé R, pak
je T déno rovnosti prichazejiciho a odchéazejiho zareni:

2 2 4
(1—r) TR TRy, = 4nRye0T",
kde r je odrazivost Zemé vzhledem k sluneénimu zafeni (albedo), Ry
je polomér Zemé, ¢ je zéfivost (emisivita) a o Stefanova-Boltzmannova
konstanta. Solarni vykon P a stfedni orbitalni polomér Zemé R. Emisi-
vita je funkei teploty (coZ neni nutné a priori pfedpokladat), ale zménu

teploty povazujeme za malou.

1
T~y =
R?

a tudiz 1% redukce polomér R dava 0,5% nartst teploty, tj. asi 1,4 K,
tedy

Jednoduse,

T' = 288.4 K.

Stavova rovnice pro idealni plyn s N molekulami: pV = NKT. Dva
identické objemy plynu toho samého tlaku a teploty obsahuji ten samy
pocet molekul; tudiz hustota kazdého je primo iimérna stiedni moleku-
lové hmotnosti prislusného plynu.

Zde uzijeme indexy d, m a w k oznaceni ,dry* (suchy), ,moist* (vlhky)
a ,water” (voda).

Pro suchy vzduch se stfedni molekulovou hmotnosti m, plati:

_ =y Na map
P = Pd a3y T

Pro vlhky vzduch se stfedni molekulovou hmotnosti m,, plati:

N Myp
m = Mm—~— = 5~ -
P vV kT
Pro hmotnost M suchého vzduchu plati:

M

Ny~ ——
477988’



pro hmotnost M’ vlhkého vzduchu

M’ M’
N, ~0,02— +0,98——.
18 + 28,8
Jelikoz
Nm - Nda
pak
M’ 1
Pm 2 _ — 0,9881
pa M e (0.02 0,98
’ 18 28,8

0 = pm =0,9881py = 1,2352 kg/m?

Mechanicky vykon P nutny, aby se helikoptéra vznasela, je timérny
tahu T rotoru doli (Gmérny své vaze W) krat stfedni rychlost v doli
se pohybujiciho sloupce vzduchu pod rotorem:

P=Tv

Listy (rotoru) udéluji rychlost v vzduchu tekoucimu kolem tmérné k
poméru dm/dt, a zdvihovy objem listi vrtule je A:

dm dm
T=v—: — = pAv; W =T = pAv>.
vdt’ dt pLY; pLv

Pokud je velikost helikoptéry charakterizovana linearnim rozmérem L,
pak:
W ~ L3,

a protoze tim padem je také T~ L3 a A ~ L% musi byt
vi~ L,

v~ VL.
Tudiz
P=Wuv~ L3

a odtud pfimo vyplyva, Ze nutny vykon pro poloviéni helikoptéru je
P'=(1/2)35P = 0,0884P.



2. iloha — Nuclear Masses and Stability

Vsechny energie jsou v této tiloze vyjadieny v MeV. 1 MeV = 1,6 . 10713 J,
nicméné tento tidaj neni nutny k feseni tlohy.

Hmotnost M atomového jadra se Z protony a N neutrony (tj. s nukleo-
novym ¢islem A = N + Z) je sou¢et hmotnosti volnych nukleont (protoni a
neutrontl) minus vazebna energie B/c?.

M = Zmpc2 + Nm,c* — B

Graf nakresleny niZze ukazuje maximalni hodnotu B/A pro danou hodnotu
A. Cim vétsi je hodnota B/A, tim vice stabilni je jadro.

B/A (MeV)
10
9 N
N~
~~C
T~

/ ~L
8 | ~

| ™
70 50 100 150 200 250

A

Binding Energy per Nucleon

(a) Nad jistym nukleonovym ¢islem A maji jadra vazebné energie vzdy do-
statecné malé, aby mohla emitovat alfa-céastice (A = 4). Uzijte linearni
aproximace kiivky nad A = 100 pro odhad A. (3 body)

Pro tento model predpokladejte nasledujici:

— Pocatecni i konecné jadro jsou pritomny na krivce.

— Celkova vazebné energie ¢astice alfa je By = 25,0 MeV (coz nelze
vyéist z grafu!).



(b) Vazebna enegie atomového jadra se Z protony a N neutrony
A=N+Z7

je dana poloempirickym vzorcem

N — Z)?
B=a,A— asA% — acZQA_% — aa% — .
Jsou dany nésledujici hodnoty o:
+a,A"d pro jadro s lichym N a lichym Z
0 pro jadro se sudym N a lichym Z nebo
lichym N a sudym Z
—apA_% pro jadro se sudym N a sudym Z

Hodnoty koeficientti jsou: a, = 15,8 MeV; a, = 16,8 MeV; a. = 0,72
MeV; a, = 23,5 MeV; a, = 33,5 MeV.

(i) Odvodte vztah pro protonové ¢islo Z,,.. jadra s nejvétsi vazebnou
energii pro dané nukleonové ¢islo A. V této ¢asti zanedbejte ¢ ¢len.
(2 body)

(ii) Jaka je hodnota Z pro jadro A = 200 s nejvétsim pomérem B/A?
Zahriite téz efekt ¢ ¢lenu. (2 body)

(iii) Uvazte tfi jadra s nukleonovym ¢islem A = 128 (12°1, 138X e, 125Cs).
Urcete, které z nich je energeticky stabilni a kterd maji dosta-
teCnou energii, aby se rozlozili pomoci procesti uvedenych nize.
Urcete Znq: jak je definovano v ¢asti (i). Pri feSeni oznacte pro-
cesy, které jsou energeticky mozné a které nejsou. Uvazte pouze
prechody mezi témito tfemi jadry.

Procesy rozpadu:

(1) B~ -rozpad: emise elektronu z jadra

(2) [T-rozpad: emise pozitronu z jadra

(3) B~ —rozpad: emise dvou elektronii soucasné z jadra

(4) Elektronovy zachyt: zachyceni elektronu jadrem.

Klidova energie elektronu (a pozitronu) je m.c* = 0,51 MeV; kli-
dova energie protonu je m,c? = 938,27 MeV; klidové energie ne-
utronu je m,c® = 939,57 MeV. (3 body)



Reseni:

(a) Proces a-rozpadu probiha timto zpusobem: z prvku s nukleonovym
¢islem A vznika novy prvek s nukleonovym cislem A — 4 a alfa-Castice
s nukleonovym c¢islem 4. Tudiz energetické kriterium je

Mg — Ma_a —my > 0.

Pocet a typ nukleonii se pfi rozpadu zachovava, proto staci uvazovat
pouze vazebné energie:

—Bs+Ba4+ By > 0.

Pokud pisSeme B/A = a+bA, kde a a b jsou konstanty (které lze odecist
z grafu), pak dostdvame nerovnost

—A(a +bA) + (A —4)(a+b(A —4)) + By > 0,

—8bA — 4a + 16b + B4 > 0.

Vysetfovanim grafu nalezneme dobrou linearni aproximaci pro B/A pro
A > 100:
B/A = (9,6 —0,00804)MeV,

tj. a = 9,6 MeV, b = 0,0080 MeV a podminka dostava tvar:
—0,064A — 38,4 —0,1425,0> 0,
A>13,5/0,064 = 211.

(b) (i) Ponévadz A je pevné dano, potfebujeme uvazovat pouze predpo-
sledni dva cleny, které zavisi na 2.

dB 13 Ua
7 B 4a, B é 1
T 20,0713 4+ 8ag JA 2 ( a A§>
1+ =
4a,

Tz = 79,25
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(i)

(iii)

Uplny vyraz pro diferencidlni rovnici v (i) je:

dB a
— = —2Za,A7V® — 2 (—4A +8Z) £ a, AV

dZ a A ( + ) 14

Posledni clen je kladny, pokud zména v Z o +1 zméni jadro z
typu sudy-sudy na typ lichy-lichy, a je zaporny pro opac¢ny ptipad.
Poznamenejme, ze A je v tomto pripadé kladné.

Jak nalozime s poslednim ¢lenem?

Cislo Zpee musi byt celé; a sudé éisla jsou preferovana pred li-
chymi (nebot koeficient § je pak kladny a B je tim padem vétsi);
vyjadienim dostaneme vztah podobny poslednimu v minulé ¢asti,
takze zkusime odhadnout Z,,,, = 80. K ovéfeni odhadu vypoc-
teme posledni t¥i ¢leny pro rtizné hodnoty Z a vyjde nam skutec¢né,
7€ pro Zma: = 80 je hodnota B nejvétsi (je nutné nezapomenout
stiidat znaménka u ¢ koeficientu). Pokud je A pevné ¢islo, pak je
pro nejvétsi B nejvétsi také pomér B/A, ¢imz je tato ¢ast tlohy
vyfesena.

Uvazujte pouze posledni tii ¢leny v zadané rovnici; zbytek je kon-
stantni, pokud je A konstantni. Nazvéme soucet téchto veli¢in X.
K nalezeni, které z téchto jader je stabilni, potfebujeme najit roz-
dily v X mezi nejbliz§imi druhy (sousedy) a porovnat tyto rozdily
s energetickymi pozadavky pro kazdy mozny proces rozpadu.

1. frozpad: n — p + e, je tedy tfeba X > —1,30 + 0,51 =
—0,79 MeV.

2. Btrozpad: p — n+et, je tedy tieba X > 1,30+0,51 = 1,81
MeV.

3. B~ B rozpad: 2n — 2p + 2e7, je tedy tieba X > 2(—1,30 +
0,51) = —1,58 MeV.

4. elektronovy zachyt: e~ + p — n, je tedy treba X > 1,30 —
0,51 =0,79 MeV.

Jadro | X (MeV)
D85, | 496,59
1257¢ | 491,19
1257 | 491,06
128 x¢ | 480,16
12805 | 492,54




Z téchto tdaji miizeme provést nasledujici sumarizaci:

Jadro/Proces | B -roz. | 3t-roz. | e~ zachyt | 5~ -roz.
1281 0 0
53
128Xe 0 0 0 0
125y 0 0

11
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3. uloha — Solar-Powered Aircraft

Prali bychom si navrhnout letadlo, které zlistane ve vzduchu uzitim samotné
slunecni energie. Nejefektivnéjsi typ navrhu je s kiidly, jejichz horni strana je
kompletné pokryta solarnimi bateriemi. Baterie dodavaji elektrickou energii,
se kterou motor pohani vrtuli.

Uvazujte obdélnikova rovinna kiidla s rozpétim [, sitkou (chord) ¢; obsah
ktidel je S = ¢l a pomér stran A = [ : ¢. Mizeme vyjit z priblizné ideje o
vykonu kridel avahou o tenkém platku vzduchu vysky = a délky [ odkloné-
ném dol o maly tthel s velmi malou zménou rychlosti. Kontrolni povrch 1ze
uzit k vybéru optimalni hodnoty pro let. Tento jednoduchy model je blizky
realité, pokud x = 7l/4 a my toto miZeme predpokladat. Celkovd hmotnost
letadla je M a leti vodorovné rychlosti v vzhledem k okolnimu vzduchu. V
nasledujicich vypoctech uvazujte pouze vzduch plujici kolem kiidel.

Zanedbejte zmény toku vzduchu kolem letadla kvuli vrtuli.




(a)

13

Uvazujte zménu v hybnosti vzduchu pohybujicim se kolem kiidel, s
zaddnou zménou v rychlosti, jakmile obtede kiidla. Odvodte vztahy pro
vertikalni vztlakovou silu L a horizontalni unaseci silu D, piisobici na
kiidla v zavislosti na rozmérech kridla, v a hustoté vzduchu. Pred-
pokladejte, ze smér vzduchu je vidy rovnobézny s rovinou diagramu,
znézornujicim pohled ze strany na letadlo. (3 body)

L

Dale je zde pritomna dodatecna vodorovna odporova sila Dy zptisobena
tfenim vzduchu o povrch kiidel. Vzduch zpomali jen lehce, se zménou
rychlosti Av (< 1% v) a je dano
Av

v

I
i
Hodnota f je nezavisla na v.

Naleznéte vztah (v zavislosti na M, f, A, S a g - tthovém zrychleni) pro
rychlost letu vy odpovidajici minimalnimu vykon potfebnému k udrzeni
letadla ve vzduchu pii konstantni vysce a rychlosti. Zanedbejte ¢leny s
druhou nebo vys$si mocninou u f. (3 body)

Miize se vam hodit nasledujici aproximace platna pro malé uhly:

sin’ e
1 —cose =

Nacrtnéte graf vykonu P v zavilosti na rychlosti letu v. Ukazte oddé-
lené prispévky k vykonu pottebné kviili dvéma zdrojim odporovych sil.
Naleznéte vyraz (v zavilosti na M, f, A, S a ¢g) pro minimélni vykon
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(d) Pokud solarni baterie mohou dodéavat dostatecnou energii k tomu, zZe
elektrické motory a vrtule generuji mechanicky vykon I = 10 wattt
na metr ¢tverecny plochy kiidel, vypoctéte maximalni specifické zati-
zeni (kiidel) Mg/S (N/m?) pro tento vykon a rychlost letu vy (m/s).
Predpokladejte p = 1,25 kg/m?3, f = 0,004, A = 10. (2 body)
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Reseni:

(a) Sila F nutnd ke zméné rychlosti A7 tekutiny, jejiZ prittokové mnozstvi

je CfTT? je dana jako
- dm
F=Av—.
dt
V tomto ptipadé plati pro priitokové mnozstvi tekutiny:

dm T o
i xlpv = Zl pu.

Vertikalni slozka A% je
Avy = wvsineg,

horizontalni slozka Av je
Avy = v(1 — cose).
Nyni muzeme tedy psat vyrazy pro vztlak L a odpor D,
L= zp112l2 sine,

D, = va2l2(1 — cose).

(Pozn.: aproximace nahrazujici € misto sine neni chybou.)

Vykon nutny k udrzeni letadla v letu konstantni rychlosti a ve stalé
vysce je
P=Dv= (Dl + Dg)’U.

Horizontalni odporova sila Dy (tfeni) je dana pomérem zmény hybnosti
vzduchu (plujiciho kolem kiidel) kvili t¥eni:

Protoze kiidlo vzduch nevyrabi ani nespotfebovava, musi byt prutokové
mnozstvi vzduchu kolem kiidla stale stejné a je tedy

dmy _ dmy _ dm
dt  dt  dt
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Substituci v; = v a v = v — Av:
_ _ T o
Dy = vzxlpv — (v — Av)zlpy = zlpvAv = Vi I°.

(Tento odpor je bezpodmineéné orientovan podél povrchu kiidel; kdyz
je ktidlo sklonéné o néjaky thel, horizontalni slozka této veliciny je
nami nalezena hodnota nasobena cos thlu sklonu):

mf

14"

2
I>cose ~ %pzﬂﬁ (1 - 5) ~ ngZF + O(%f).
(vzhledem k tomu, ze druhy ¢len lze zanedbat, nemusime zde sklon
viibec uvazovat)

Celkova odporova sila D = Dy + Dy je tedy zéavisla na odchyleni ¢ a
koeficientu odporu f:

_ T 252 _ i ~ 272 1.9 i
D—4pvl ((1 COS€)+A)~4pvl COSE<2SII1 5+A).

Pti provedeni aproximace mize byt D vyjadieno pomoci hmotnosti,
rychlosti a rozmeért kridel letadla. Poznamenejme, Ze pro let v kon-
stantni vysSce musi byt vztlak roven hmotnosti letadla.

4Mg

Tpv2l2’

L=Mg= %pvzlz sin €; sine =

Nyni mtizeme urcit minimalni vykon pomoci v.

_ _ T 352 i 1(4M9)2 _T 30 2(M9)2
P_DU_4'OUZ (A+2(7rpv212)2 —4pvl *

A wpul?

P 2(Mg)?
dp  3m v2l2i— (Myg) —0

w4’ A P22
a tedy rychlost letu pii minimalnim vykonu je dana jako

i S(Mg)PA 8 (Mg 2
O 3m2p2l4f  3Af \wpS

(c) Graf zavislosti vykonu na rychlosti nasleduje:



P k
. /
0 Vo v
Pro minimalni vykon mame
f 1 (4Myg)?
Pin = e 42 ) =
man 4p ol (A 2 (mpvdl?)?
AM 2 2 2l4
:vag’ﬂ i+( 9)° 3m*pl'f\
4 A (mpl?)? 8(Mg)2A
vagl2£ = mpuaSf
Dosazenim za vy dostavame
81 (Mg)? 8 \1 . (Mg}
Pmm:TFpSf (§ ) ;= <_) f4 ( )l
BAnI(mps):  \34) T (zps)

(d) Z rovnosti minimalniho a dosazitelného vykonu

Pavail =15 = Pmm

(9) (%)

Mg
S
Mg
S

dostaneme

o

(mp)?
f
(?> 7 fé)

35,6 N/m? vy = 8,60 m/s.

I

win
ol

=1

Numericky vychézi: 24 =

S
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