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1. tloha

Gravitaéni rudy posuv a méreni hmotnosti hvézdy

a)

(3 body) Foton frekvence f mé efektivni setrva¢nou hmotnost m, ktera
je urcena jeho energii. Predpokladejte, ze jeho gravitacni hmotnost
je rovna jeho setrvacné hmotnosti. Tudiz energie fotonu emitovaného
z povrchu hvézdy se zméni, kdyz se foton dostane z dosahu gravita¢niho
pole hvézdy. Ukazte, Ze relativni posuv frekvence A f fotonu zptisobeny
jeho oddélenim z povrchu hvézdy do nekonecna je dan pro Af < f vy-
razem

Af  GM

f = Re’
kde G je gravitacni konstanta, R polomér hvézdy, ¢ rychlost svétla ve
vakuu, M hmotnost hvézdy. Tudiz rudy posuv urcité spektralni cary,
méfeny ve velké vzdalenosti od hvézdy, mize byt pouzit k méfeni po-
méru M /R. Znalost poloméru R hvézdy umozni uréit jeji hmotnost.

(12 bodi) Automatickd kosmickd sonda je vypusténa s cilem méFit
jak hmotnost M, tak polomér R hvézdy v nasi Galaxii. Pti priblizo-
vani kosmické sondy k objektu radiadlné jsou fotony, emitované ionty
He™ z povrchu hvézdy, indikovany prostfednictvim rezonanc¢ni excitace
svazku iontd He™ v testovaci komiirce umisténé uvnitt kosmické sondy.
Rezonan¢ni absorpce nastava jen tehdy, kdyZ ionty Het maji rychlost
ve sméru stfed hvézdy — sonda. Jen timto zptisobem je mozné pfesné
ur¢it rudy posuv. Rychlost (v = fc) iontd Het v kosmické sondé
vzhledem k hvézdé (pfi rezonanéni absorpci) je méfena jako funkce
vzdalenosti d k nejbliz§imu povrchu hvézdy. Experimentalni iidaje jsou
uvedeny v nasledujici tabulce. Tato data plné vyuzijte ke grafickému
urceni hmotnosti M a poloméru R hvézdy. Vypocet chyb meéfeni ne-
provadeéjte.

Rychlostni parametr 3,352 | 3,279 | 3,195 | 3,077 | 2,955
B=v/c.107°
Vzdalenost od povrchu | 38,90 | 19,98 | 13,32 | 8,99 | 6,67
hvézdy d . 10 m

K urceni R a M pti takovém experimentu je obvyklé provést opravu
frekvence na odraz emitujicich atomi. (Tepelny pohyb je p¥ic¢inou toho,



ze se zvetsi Sitka emisnich car, aniz by se pfemistilo jejich maximum.
Proto mizete pfedpokladat, ze tepelné efekty jsou zapocteny).

i)

ii)

(4 body) Necht E je rozdil energii dvou hladin atomu v jeho kli-
dovém stavu. Predpokladejte, ze atom vyzatfuje ve stavu klidu,
pfi¢emz se rozpadd na foton a na odlétajici (odrézejici se) atom.
Odvodte relativisticky vyraz pro energii hf emitovaného fotonu
v zavislosti na energii F a poc¢atecni klidové hmotnosti mg atomu.

(1 bod) Provedte numericky vypocet (&iselny odhad) relativistic-
kého posuvu frekvence

af raz
( f >recoil’ (Od ’ )

pro ptipad ionti He™. VA4S vysledek musi byt vyrazné mensi nez
gravitacni rudy posuv vypocteny v ¢asti b).

Dané hodnoty:
rychlost svétla ¢ = 3,0 . 10% m/s,

klidov4 energie atomu He moc? = 4 . 938 MeV,
Bohrova energie F, = —13, 65—2 (eV),
gravita¢ni konstanta G = 6,7 . 1071 N m? kg2,



Resent:

Uvod

Toto je v podstaté tloha na specidlni teorii relativity. Podstata tlohy je
¢ast (b), kterd zahrnuje simulovany experiment. Pozaduje po studentech, aby
zkombinovali gravitacni rudy posuv, resonan¢ni absorpci, Doppleriv efekt
a grafickou interpretaci dat.

Celkové tloha vypada tak, ze vyhovéla cili umoznit témétr vSem studen-
tum ziskat nékolik bodu z ¢asti (a). Prekvapivé velky pocet studenti byl scho-
pen dosdhnout v podstaté spravného feseni ¢asti (b) pouzitim grafu vhodné
primky. V ¢asti (c) se také vyskytlo mnoho v zdsadé spravnych feseni, nékolik
nejlepsich studentt sva reseni vyrazné zjednodusilo. Jeden student se poku-
sil obdrzet spravné feseni za uziti ¢tyf hybnosti. Nejlepsi feSeni v této tiloze
byly téméf bezchybné a demonstrovaly vysokou troven pochopeni pojmi
a schopnost syntetizovat myslenky z mnozstvi rozdilnych oblasti.

Gravita¢ni rudy posuv a méfeni hmotnosti hvézdy
(a) Pokud mé foton efektivni setrvac¢nou hmotnost m uréenou svoji energii,
muzeme psat
2 _ _ W
mc® = hf, m=—.
2

Nyni predpokladejme, Ze gravitacni hmotnost se rovna setrvacné hmot-
nosti a uvazujme foton o energii hf emitovany vzhiru ve vzdalenosti r
od stfedu hvézdy. Foton ztrati pfi tniku z gravita¢niho pole energii.
Podle zakona zachovani energie:

zména energie fotonu (hf; — hf;) = zména grav. potencialni energie,

kde index ¢ znamend initial = pocateéni a f = final = konec¢ny stav

fotonu. G G
Mm Mm,;
g -G _[ G
00 r
Protoze je zména v energii fotonu maléd (Af < f)
hfi
my ~ m; =

c2



GM (%)
hff~hf; — "
GM
hff ~ hfi [1 - W]

-2
fi rc?

Af _fr=f  GM

f Ji rc?
Zaporné znaménko znac¢i rudy posuv, tj. pokles frekvence, a vzrist
vlnové délky.

Z toho diivodu plati pro foton emitovany z povrchu hvézdy poloméru R

af Gy
f  Re?

(b) Zména v energii fotonu pii stoupani z r; do r; je dana jako

Wi —hfy = —

5 - —

T’f ’I“f C T Tf

za predpokladu, Ze my ~ m; = }ZJ; a odtud

fr 1_GM[1 1]

T Tf

fz’ c?

V experimentu, R je polomeér hvézdy, d je vzdalenost od povrchu hvézdy
k raketé a podle vySe uvedené rovnice dostavame:

fr_,_GMT1 _ 1
f 2 |R R+d

U frekvence fotonu musi nastat Dopplertiv posuv z ff na f; aby mohl
zpusobit rezonancni excitaci He™ iontt v raketé.

Tudiz aplikujeme relativisticky Doppleriiv princip a obdrzime:

r i+

fro\1=-p



kde f’ je frekvence prijata ionty He™ v raketé, a = v/c.

To znamen4, ze gravitaci redukovana frekvence f; vzrostla na f’ kvili
rychlosti iontl v raketé orientované smérem k hvézdé.

Protoze f <« 1:

f _
AR O R B
Eventuelné protoze je § < 1, lze uzit klasicky Doppleruv efekt piimo.

Tudiz
fr

! __
f - 1 - /87
neboli F
I _
7 =1-70.
ProtoZze f’ musi byt rovna f;, aby nastala rezonan¢ni absorpce, mame
I
fi

Dosazenim tohoto vztahu do vztahu odvozeného v tvodu této c¢asti
ulohy dostaneme

2
Dané experimentalni data vyuzijeme k efektivnimu grafickému feseni.
Pozadujme linearni zavislost mezi experimentalnimi idajy vyjadienymi
pomoci 3 a d.

Ptepiseme-li rovnici jako

8=

c2

o lwiar]

a prevracenim dostaneme

1 RN\ [R
- — 41,
15} GM d
neboli
1 (R 1 N Rc?
8 \GM)d GM
1
7



AN

Rc?

intercept (GM> =

SN

2

¢ )R:aR,

Smérnice i
mérnice je (_G A

1
dale B — usek na ose y je <g§z> =«

1 1
a dale 7 usek na ose x je 5

Veliciny R a M mohou byt urceny obycejné z prvnich dvou vztaht,
tfeti vztah je prebyte¢ny. Nicméné ho miizeme uzit pro korekci, pokud
je toho treba.

Z danych tdajt plyne R = 1,11 . 108 m, M = 5,2 . 10*° kg.

7Z grafu: smérnice R = 3,2 . 10'2 m. Velikost « je rovna tiseku na ose ,
a = 0,29 . 10°. Vydélenim téchto dvou tidajt dostaneme

R =1,104.10%m.

Dosazenim této hodnoty zpét do druhého z uzitych vztaht dostaneme

R 2
M =" —511.10%e.
Go



()

(i) Pro foton plati:

hybnost fotonu p= ﬂ,
c

energie fotonu E =hf.

Uzitim ekvivalence hmotnosti a energie dle vztahu E = mc? vyja-
diime zménu vnitini energie atomu pomoci zmény klidové energie.

Tudiz:
o I\ 2
AE = (my — myg)c
V laboratorni vztazné soustavé

Energie ptfed vyzarenim fotonu E = myc®.

Pouzitim relativistického vztahu

E2 :p202+mgc4

vyjadiime energii atomu po vyzafeni fotonu

E = \/p2c? + m'3c* + h,

kde je p = hf/c, coZ plyne ze zachovani hybnosti (hybnost atomu
musi byt rovna hybnosti vyzareného fotonu).

Z uvedenych vztahii plyne (zdkon zachovani energie soustavy pred
a po vyzareni fotonu):

moc® = \/p2c® + m'ict + hf,

(moc® = hf)* = (hf)* +m'se,

(moc?)? — 2hfmoc® = m'ac?.
Jednoduchymi tpravami a uzitim vztahu AE = (mg — mg)c?:

hf(2moc?) = (m2 —m's)ct =

= (mg — mg)c*(mo +my)c® =

= AE[2mqy — (mg — m/y)]c* =

= AE[2moc® — AE]

Odtud pak vyplyva

n=apfi- 2]

2mc?



(ii) Pro emitovany foton mame

hf:AE[l— AF }
2moc?

Pokud ignorujeme relativistické efekty, pak:
hf() = AEa
tudiz relativisticky frekvenc¢ni posuv % je dan jako

Af  AE
fo  2myc?’

Pro pfechod iontu He™ (n = 2 — 1) a uzitim Bohrovy teorie na
heliovy ion (podobny vodiku) dostaneme:

11
AE =13,6.(2)%. {1—2 - 2—2] = 40, 8eV.

Jest také moc® = 3 752 . 10° eV. Frekvenéni posuv kviili odrazu
dava A

af =544 .107°.

Jo
To je velmi mald hodnota v porovnani s gravitacnim rudym posu-
vem (% ~ 107°) a miiZe byt v experimentu s gravita¢nim rudym
posuvem zanedban.
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2. uloha

Si¥eni zvuku

Rychlost sifeni zvuku v ocednu se méni s hloubkou, teplotou a koncentraci
soli. Na obr. 1a) je znézornéna zavislost rychlosti ¢ na hloubce z pro pfipad,
kdy minimé&lni rychlost ¢y nastava uprostfed mezi povrchem (hladinou) oce-
anu a jeho dnem. Dohodnéme se, ze v hloubce o souradnici z = 0 bude mit
rychlost zvuku minimum, ze soutadnici z = z; bude mit povrch a souradnici
2z = —z, dno mote. Rychlost ¢ je pro z = 0 ddna rovnici

c=co+ bz

a pro z = 0 rovnici
c=cy— bz.

V obou pfipadech b = |dc/dz| (tj. velikost gradientu rychlosti zvuku v zavis-
lostina hloubce) predpoklédejte konstantni.

z

Obr. 1b) ukazuje fez ocednem rovinou x — z, pfi¢emz x mé horizontalni smér.
Ve vsech bodech roviny z — 2 mé rychlost zvuku funkéni zavislost ¢(z) podle
obr. 1a). Zdroj zvuku S je lokalizovdn v bodé z = 0, # = 0. Cast vystupu
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zvuku z tohoto zdroje je znazornéna jako zvukovy paprsek vystupujici z S
s pocatecnim thlem 6, jak je znazornéno na obr. Protoze rychlost zvuku se
méni v zavislosti na z, bude se paprsek spojité lamat (¢i spiSe ohybat), coz
zpusobi zménu velikosti 6 podél trajektorie paprsku.

a)

fo

(6 bodt) Ukazte, Ze pocatecni trajektorii paprsku opoustéjiciho zdroj
a leziciho v roviné z — x, je oblouk kruznice o poloméru R, kde pro
0 z Oy < / 2 je

~ bsinb,’

(3 body) Odvodte vyraz obsahujici z, ¢y, b a davajici nejmensi hodnotu
uhlu 6y pro svisly smér paprskii, které mohou byt vyslany, aniz by se
zvukové viny odrazely od hladiny mofte.

(4 body) Obr. 1b) znazornuje polohu pfijimace H zvuku o soufadni-
cich z = 0, z = X. Odvodte vyraz obsahujici b, X, ¢q a davajici sérii
hodnot thlu 6y, jez zpiisobi, ze zvukovy paprsek, vystupujici z S, do-
sahne prijimace H. Predpokladejte, ze z, a z, jsou dostatecné velké,
aby nedopustily odraz od povrchu a dna mofte.
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d)

(2 body) Vypoctéte ¢tyii nejmensi hodnoty 6y, pti kterych lomené pa-
prsky vystupujici ze zdroje S dosahnou prijimace H, pokud je dano
X =10 000 m, ¢y = 1 500 m/s, b = 0,02000 s~.

(5 bodit) Odvodte vyraz pro dobu potfebnou k rozsifeni zvuku z S do H
podél trajektorie paprsku, odpovidajici miniméalni hodnoté thlu 6y, ur-
Cené v &asti ¢). Vypoctéte hodnotu této doby Sifeni pro podminky dané
v ¢asti d). Mize vam pomoci vypocet

/ dx T
- =Intg —.
sin x 2

Vypoctéte dobu, pfi niz se primy paprsek $ifi z S do H podél z = 0.
Ktery ze dvou paprski dorazi jako prvni: paprsek, pro néjz je 6y = 7,
nebo paprsek s nejmensi hodnotou 6y vypoctenou v ¢asti d)?




13

Reseni:

Uvod

Tato uloha se tyka sifeni vin v prostfedi s proménlivym indexem lomu a riz-
nymi zptsoby Sifeni, které se tu vyskytuji. Odezvu na tuto tlohu zrcadli
udélené body. Mnozstvi studentti ziskalo témét perfektni bodové ohodnoceni,
zatimco ekvivalentni mnozstvi studentti ziskalo bod velmi malo. Nejzajima-
vEjsi ¢ast hodnoceni vyvstala v souvislosti s ¢asti (a), kde bylo nutné najit
polomér kruznice R specifikovany v zadani. Bodovaci tym narazil na ctyfi
odlisitelné a opravnéné postupy k ziskani vysledku pro polomér R.

Cast (c) se ukdzala byt uZitecnym rozliovadem mezi témi studenty, ktei
ji bud udélali nebo nikoliv. Bylo nutné si uvédomit, Ze existuje série cest nebo
zpusobt, jak se dostat od zdroje k pfijimaci. Numerické odhady v ¢asti (d),
urc¢ené k pomoci opravovateltim, pozadovaly jistou péc¢i v hodnoceni podle
zpusobu, kterym studenti nakladali s vysledky rtiznych tvart béhem vypoctu.
Cast (e), kterd vedla k zavéru, Ze paprsek s nejmensi hodnotou pocateéniho
uhlu dorazi prvni, byla uzitecnym rozliSovacem.

Sifeni zvuku

(a) Snelliv zakon lze vyjadiit jako

sin c

9

sin 90 Co

kde ¢ je rychlost zvuku.




Uvazujte element dréahy paprsku ds a lokdlné jej povazujte za oblouk
kruznice poloméru R. Uvazte, ze R mulze nabyvat kterékoliv hodnoty
mezi —oo a +00. Uvazujte dale slozku paprsku, ktera zpocatku miti
pfimo nahoru z bodu S.

Dle obrazku vidime, ze plati

ds = Rd#,
neboli p
s
— = R.
do
Ze Snellova zakona lomu mame pro malou zménu rychlosti dc:
in 6
cosf df = ! de.
Co

Pro paprsek orientovany vzhtiru plati

c=cy+ bz,
takze
dec =bdz
a "
Sl O dz = cos 6 db.
Co
Tudiz ]
= ,CO —cosfdf.
sinfy b

Mizeme ale také psat (vezmeme-li ds jako malou tisecku)

dz = ds cos®,
takze 1
Co
ds = -
y sin @0 b
Tudiz
d_ ol
dd  ~ sinfy b’

Tento vysledek plati pfesné pro maly kruhovy oblouk ds. VSimnéte si
vsak, ze ze Snellova zdkona nicméné plati pro vSechna 6, tj. ve vSech
bodech trajektorie, které tudiz vytvari oblouk kruznice s polomérem R,
do chvile nez paprsek vstoupi do oblasti z < 0.
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(b) Viz obr.
T
0o
0
0o
Rsin 6’0
Zde
. . C .
zs =R — Rsinfy = R(1 —sinfy) = bsir(i 0(1 — sinby),

odkud dostavame

. Co
0y = arcsin .
Zs + Co
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(c) Viz obr.

Nejjednodusi cestou mezi S a H je jednoduchy kruhovy oblouk proché-
zejici skrz tyto body. Pro tuto cestu mame:

2
X =2Rcosfy = ,CO cos y = — cotg b
bsin 6, b
Z toho dtvodu

bX

cotg by = —.

200
z=0 T r=X

Dalsi moznost se sklada z dvou kruznicovych obloukt nakreslenych na
obrazku (jdouci nad a pod hrani¢ni ¢arou z = 0). Pro tuto cestu plati:

2
g = 2R cosfy = %Cotg%,
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tj.
cotg by = %
460
Obecné, pro hodnotu 6, < 7 paprsky z S dosdhnou bodu H po n
obloucich, takze pro pocatec¢ni tihel plati:

P ¢ bX ; 2ncg
= arcco = arc
0 & 2nco & x |7

kden =1,2,3,4,...
Vsimnéte si, Ze pro n — oo je Oy — 7, jak lze ocekavat pro osovy

paprsek.

S danymi hodnotami plati pro ¢tyfi nejmensi hodnoty pocatecniho
uhlu:

n | 0o (ve stupnich)
1 86,19
2 88,09
3 88,73
4 89,04

Trajektorie paprsku spojena s nejmensim pocatecnim thlem se sklada
z jednoduchého kruhového oblouku, jak je naznaceno na obr.

2
]/\3
S H

3 3
d
/dt: 4
1 1 €

e [
0o .

1 cC c

Hled4me:

Nejprve zkusime

t1g =
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Pouzitim vzorce c

R =
bsin @
Lol /”/2 d
270y, sing’
z ¢ehoz vyplyva

t—llt i W/Q_ 11t i
12—bng2 00— bngQ'

Uvazime-li, ze t13 = 2t;,, dostaneme

t ——glnt Q
13 = b g 5 /"

Pro dané b tak ziskavame cas drahy paprsku s nejmensim pocatecnim
thlem nalezenym v ¢asti (d): t13 = 6,6546 s.

dostaneme:

Osovy paprsek se pohybuje po dobu

t =

)

X
Co

a tedy pro zadané hodnoty t13 = 6,6666 s.

7 toho vyplyva, ze osovy paprsek se pohybuje pomaleji, nez paprsek
pohybujici se po kruznicovém oblouku. TudiZz paprsek (pro ktery plati)
n = 1 dorazi jako prvni.
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3. tloha
Valcova bdje

a) (3 body) Bdje se sklada z pevného vélce o poloméru a a délky [, ktery
je vyroben z lehkého materidlu stalé hustoty d. V poloviné délky valce
vyc¢uhuje homogenni pfimé ty¢ ze dna bdje (viz obr.). Hmotnost tyce je
rovna hmotnosti valce, jeji délka je stejna jako primér valce a hustota
materialu tyce je vétsi nez hustota morské vody. Tato bodje plove na
motské vodé hustoty p. Je-li béje ve stavu rovnovéahy, odvodte vyraz,
ktery dava do vztahu thel o dle obrazku a pomér d/p. Objem tyce
zanedbejte.

b) (4 body) Kdyz tato bédje, diky uréitému proudéni, je zatlacena ve svis-
lém sméru doli o malou hodnotu z, bude podle zkusenosti vytlacovana
vzhiiru, coz vyvold kmity nahoru a dolt kolem rovnovéazné polohy plo-
vouci béje. Urcete frekvenci téchto vertikalnich kmit v zavislosti na
hodnotéach «, g, a, kde g je tihové zrychleni. Predpokladejte, ze vliv
pohybu vody na dynamiku béje je takovy, ze zpiisobi zvétseni efektivni
hmotnosti bdje o jednu tfetinu. Mtzete predpokladat, Ze tthel o neni
maly.
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c¢) (8 bodt) V prvnim pfiblizeni pfedpokladejte, ze valec koléba kolem své
vodorovné centralni osy. Urcete frekvenci kolébani v zavislosti na g, a.
Zanedbejte v tomto piipadé dynamiku vody a jeji viskozitu. Uhel ko-
1ébani predpokladejte maly.

-~

0

d) (5 bodu) Béje obsahuje citlivé akceleromtery, které mohou méfit svislé
kmity a kolébani bdje. Tyto informace mohou byt predavany na pobtezi
radiovym spojenim. V relativné klidnych vodéach je zaznamenéno, ze
vertikalni kmity maji periodu asi 1 s a perioda kolébani je asi 1,5 s.
Z téchto informaci ukazte, ze thel « je roven asi 90° a z toho urcete
polomeér bdje a jeji celkovou hmotnost, pricemz délka [ valce je rovna a.

(MtzZete vzit hustotu vody 1000 kg/m?3, g = 9,8m/s?.)
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Reseni:

Uvod

Tato tloha je v podstaté tilohou z mechaniky s nékolika prvky z hydrostatiky.
Zahrnuje pojmy Archimédova zakona, malych kmitd a rotacni dynamiky
aplikované na zajimavou geometrii.

Jedna spolecna chyba v feseni zaznamenana opravovateli byla, ze délka
tyce byla psana za rovnou poloméru a ne priiméru valce. V souladu se zptisoby
hodnoceni byli studenti penalizovani pouze za tuto chybu, za predpokladu,
ze zbytek jejich analyzy byl konzistentni s touto prognézou. Chytry aspekt
tlohy byl v ¢asti (d), kde se néktefi studenti pokusili najit Feseni transcen-
dentéalni rovnice o — sinacos @ = 1,61 sin v, spiSe nez by jednoduse ovérili,
ze o = 1,57 = 7/2 dava rozumny vysledek. Studenti dvou tymu uzili nume-
rickych metod k nalezeni presnéjsi hodnoty «. Jeden student, ktery korektné
aplikoval Newtonovu metodu k feseni této rovnice obdrzel specialni cenu za
matematiku.

Valcova bdje
(a) Hmotnost tyce je rovna hmotnosti valce M, kterého hmotnost je ma?ld.
Tudiz je celkovd hmotnost rovna 2M = 2ma?ld. Hmotnost vytlacené

vody je uréité mensi nez wa®lp (to pokud je béje na pokraji plavani).
Uzitim Archimédova zakona miuzZeme ocekavat, ze

2ma’ld < wa’lp

neboli

d<p/2.
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Ve skutecnosti, zavedeme-li plovouci tthel a < m, jak je naznaceno
na obr., objem vytlacené vody obdrzime jednoduchou geometrickou
uvahou:

V =la*a — la® sin accos av.

7 Archimédova zakona plyne, ze hmotnost béje musi byt rovna hmot-
nosti vytlacené vody. Tudiz

2ra’ld = la*p(a — sina cos a),

tj. a je urceno vztahem

a —slnacosa = 2m—.
p

Pokud je valec zatlacen o malou délku z svisle dold z rovnovazné po-
lohy, ptisobi na néj nahoru ptsobici vratna sila, ktera je imérna vaze
nadbytecné vytlacené vody, neboli

gp-2asina -z

orientovana opacné k vychylce z. To je charakteristické pro jednodu-
chy harmonicky pohyb a tudiz Newtonova pohybovéa rovnice je (pokud
uvazime zvétSeni efektivni hmotnosti béje o jednu tfetinu, tj. 0 2/3 M)

8M?Z%/3 = —2pglzasin «

neboli

3pg sin «
—z
4drda

=0.
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To je rovnice standardniho sinusového oscilatoru (jako je jednoduché
kyvadlo). Reseni je typu z = 2 sin(w,t) s tthlovou frekvenci

[3pgsin « 3gsin o
4eda 2a(a — cosasina)’

kde jsme uzili vztahu odvozeného na konci prvni ¢asti ulohy.

Bez ohledu na torzi a pri vénovani pozornosti pouze vertikalnim silam,
jestlize se béje koléba pod néjakym thlem tak, Ze jeji vaha je nadna-
Sena tlakovou silou okolni vody, objem vytlacené vody je ten samy jako
v rovnovaze. Tudiz pisobisté vztlakové sily zlistava v té samé vzdale-
nosti od stredu vélce. Dlisledkem toho je, ze metacentrum M koléba-
vého pohybu je pravé v centru valce. De fakto toto tloha predpoklada.

2Mg

2Mg

Meéli bychom také poznamenat, ze hmotny stfed G bdje je v bodé,
kde se ty¢ dotyka valce, protoze hmotnosti tyce a valce se rovnaji.
Samoziejmé na valec ptisobi moment sily, kdyz je ty¢ odklonéna ze
svislé polohy. K nalezeni periody kolébani nejprve potiebujeme urcit
moment setrvacnosti vzhledem k metacentru M. Za¢neme nalezenim
momentu setrvacnosti pevného valce vzhledem k jeho stredové ose. Je
stejny jako moment setrvacnosti disku vzhledem k centralni ose. Z toho
divodu, je-li M hmotnost valce,

[OzMaQ/Q(:/ r2dm):/ r? - 2Mr/adr).
0 0
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Dalsi krok je nalezeni momentu setrvac¢nosti tyce vzhledem k jejimu
stfedu: .
Iy, = / (Mdz/2a) - 2* = Ma*/3.
—a
Konecné, uzijeme Steinerovu vétu k nalezeni momentu setrvacnosti celé
béje vzhledem k metacentru M:

Ing = Ma*/2 + [Ma?/3 + M(2a)*] = 29/6 Ma®.

(V této ¢asti zanedbavame maly horizontalni posun hmotného stfedu;
voda je pouze zprosttedkovatel, ktery mize tuto silu podporit!) Kdyz se
béje koléba pod thlem 6 kolem rovnovazné polohy, vratny moment sily
je 2Mgasinf =~ 2M gaf pro malé thly, coz reprezentuje jednoduchy
harmonicky pohyb (podobny jednoduchému kyvadlu). Tudiz Newto-
nova pohybova rovnice mé tvar

In6 = —2M gab,
neboli 19
. g
6+ —==0.
+ 29a

Resenim je sinusové funkce, 6 ~ sin(wyt), s tthlovou frekvenct
wy = 1/ 12g/29a.

Akcelerometry namétili hodnoty
Ty/T, =1,5
cili
(w./we)? =9/4 = 2,25.

Tudiz mame )
3¢ sin « 29a

2,25 = .
’ 2a(a —sinacosa) 12g’

z ¢ehoz dostaneme (transcendentalni) rovnici

a —sinacosa = 1,61sina.

Protoze 1,61 neni piilis vzdalené od 1,57, snadno odhalime fyzikalné ak-
ceptovatelné feseni o = m/2, coz bylo ukazati. (De fakto preciznéjsim
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feSenim této rovnice muze byt numericky nalezena hodnota aw = 1,591.)
Polozenim «a = 7/2 vede ke zjednoduseni ostatnich algebraickych vy-
razii: w? = 3g/ma a 4d/p = 1 se ukazuji byt dobrymi aproximacemi.
Protoze perioda vertikalniho pohybu je 1,0 s, je

1,0 = (27/w,)? = 47%a /3y,

coz dava polomeér a = 0,237 m.

Pro vahu boje tak vypocteme
2M = 2ma’ld = 2wa* - a - p/4 = ma’p/2

a to dava ciselné M = 20,9 kg.



