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1. tloha

Rotujici satelit

Obrazek ukazuje satelit, ktery obiha Zemi po priblizné kruhové draze v roviné
rovniku. Satelit se skladd z nehmotného stfedového télesa P a ¢ty malych
vnéjsich télisek B. Ctyfi téliska B maji kazdé hmotnost m: jsou upevnéné
k P prostrednictvim dlouhych tenkych dratt délky r, které se neroztahuji.
Vsech téchto pét téles, P a ¢tyti télesa B, jsou koplanarni s rovinou rovniku
a mohou v této roviné rotovat. Ctyfi radialni draty jsou spojeny dalsimi
tenkymi draty, které udrzuji thly mezi draty konstantni na 90°.
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Spojovaci draty jsou zahrnuty do systému za tcelem predejiti kmitani jednot-
livych téles B, které by jinak mohlo analyzu pohybt extrémné komplikovat.
Vsechna télesa B rotuji kolem P stejnou thlovou rychlosti, ktera je vzhledem
k stalicim w. Tudiz se satelit chova jako tuhé téleso.

Rozeberte obecné nasledujici otazky, uvazujte vSechny mozné situace, za-
hriite oba smysly otaceni téles B. Také urcete numerické hodnoty pro urcité
veli¢iny v otazkach (1) a (2) — pozadované veliiny a nutné numerické tdaje
naleznete na konci zadani ulohy.



1)

Kresba ukazuje satelit v pozici, kde pro riizné draty je vektor r para-
lelni, antiparalelni nebo kolmy k R. (Vektor r vychézi z télesa P do
télesa B a ma délku r; vektor R vychéazi z hmotného stredu Zemé do
télesa P.)

Urcete silu, kterou ptlisobi radidlni draty na jedno z téles B v kazdé
z téchto ¢tyt pozic. Tyto pozice odpovidaji priblizné maximalnim a
minimalnim silam.

Uvnitf ¢ty téles B jsou Ctyfti identické stroje, pohdnéné slunecni ener-
gii, spojené s radidlnimi draty. Kazdy stroj vtahuje drat dovniti, smé-
rem k B, po kratky cas kdykoliv je sila v dratu blizko svého maxima
(uréeného v minulé otazce) a ”vypusti” stejnou délku dratu znovu ven,
kdyz je napéti minimalni. Délka dratu, ktery je vtazen a popustén je
1% stfedni délky radidlniho dréatu. Stfedni délka se s ¢asem neméni.

Jaka je vysledny vykon jednoho stroje, zprimérovany na jednu otacku

satelitu?

Wy —W.
Vysledny vykon je definovany jako 1T2, kde W, je prace, kterou

stroj vynalozi na navinuti dratu, W5 je prace, kterou drat vykona, kdyz
se odviji, a T" je perioda rotace.

Diskutujte zmény v pohybu satelitu, které jsou zptisobeny c¢innosti
stroji. Hlavné rozeberte zmény, které se mohou vyskytnou v kazdé
ze situaci vyjmenovanych nize:

Miize satelit dosahnou vyssi obézné drahy disledkem prace vykonané
stroji?

Miize satelit dosahnout libovolné vysoké orbity, v praxi se tedy vymanit
z gravitacniho vlivu Zemé? Proc¢?

Data:
Numerické odpovédi jsou pozadovany v nasledujicich situacich:
Polomér obézné drahy centralniho télesa je dan jako R = Rg + 500 km.

Stiedni délka radialnich dratt je » = 100 km, tudiz primér satelitového
systému je 200 km.

Télesa B maji hmotnosti m = 1000 kg.

P1i vychozim stavu c¢tyri télesa B rotuji, vzhledem k hvézdam, kolem
centralniho télesa P s frekvenci 10 otacek za hodinu.



Hmotnosti dratd jsou zanedbatelné, centralni téleso P ma nulovou
hmotnost.

Rady:

Uvazujte oba smysly otaceni w.

Presna feSeni nejsou vyzadovana. Vysledky s 5% presnosti jsou plné
akceptovatelné.

Zanedbejte gravitacni efekty Mésice a Slunce.

Uziteéna data:
Hmotnost Zemé Mp =597 .10* kg
Gravita¢ni konstanta G =6,673.107" m3 kg=! s72

Polomér Zemé na rovniku Rg = 6378 km
MgG je ddno jako K K = 3,983 . 10 m? s72

Veli¢ina klesa, roste, nemeéni nikdy se
kdyz ... kdyz ... se, kdyz | neméni
obézné rychlost Ano / Ne
satelitu
polomér R Ano / Ne
orbity
satelitu
thlova Ano / Ne
rychlost w
satelitu
gravitacni Ano / Ne
potencialni
energie
satelitu




Resent:
Pozndmka: Vektory znacime 7, R. Bez vektorového symbolu r a R znaci délky
téchto vektor.

Jednotkové vektory urcitého sméru jsou urceny smérem vektoru v zavorce:
&(R) je vektor jednotkové délky, sméfujici ze stfedu Zemé k bodu P. Vektor
mifici z bodu B do stiedu Zemé je —&(R 4 7) a @ = —&(R)K/R? = KR/R?
predstavuje vektor gravita¢niho zrychleni v R.

Jiné pripady jsou znaceny nasledovné: v prvnim oddilu, slovo paraleini
B je nejvyse na své orbité. Stejné antiparalelni znamend, ze pozice B je
nejblize Zemi. V dalsich oddilech jsou rizné smysly otaceni satelitu udany
jako paralelni a antiparalelni: pokud jsou vektory thlovych rychlosti & a O
(ahlovéa rychlost P vzhledem ke stfedu Zemé) paralelni, znamena to, Ze satelit
rotuje ve smyslu svého obihani Zemé.

Urceni tahové sily
Urceni tahové sily vyzaduje ucinéni jistych pribliznych predpoklad:
1. Stfed satelitu je na Keplerové obézné draze, tj.

O’R=K/R

Zadani tlohy napovida, ze poc¢atecni orbitu lze povazovat za kruhovou. Fy-
zikalné muiize byt orbita také elipticka.

2. w a 2 jsou konstanty.

3. r < R, takZe vy$si mocniny r/R mohou byt zanedbany.

4. Jak ukazuje obr. 1, uplny konec kazdého radialniho dratu satelitu se
muze volné navijet a odvijet podle vysledného zrychleni télesa B. Sila pu-
sobici na téleso B neni obecné orientovand smérem do stfedu P satelitu.
Predpokladame, ze tyto volné konce jsou tak kratké, ze jejich navijeni vy-
znamné neovlivni pohyb téles B satelitu, tj. J a 7 jsou stale platné pro popis
pohybu B kolem P.

5. Bo¢ni pozice byla v zadani definovana jako pozice, ve které 1 a R jsou
kolmé. Vzdalenost mezi timto bodem a stfedem Zemé je

ViZ+ B2 = R\/1+ (r2/R%) ~ 1,00011R ~ R + 0, 008r-

Tudiz pomérné dobfe plati pro boc¢ni pozici, ze jde o bod, jehoz vzdalenost
od stfedu Zemé je rovna R. Muzeme dostate¢né dobte odhadnout silu pro



tento aproximovany postranni bod, chyba v aproximaci bude urcité mensi
nez 5%.

Z4dny z predpokladt 1, 2, 3 a 5 neplati, je-li 7 (polomér satelitu) tisice
kilometri velky a je-li satelit blizko Zemé. Pro numerické hodnoty zadané
v flloze je r/ R = 0 0145 takie aproximace jsou lepsi nei oéekéwané pfesnost
samotneho problemu Nepozaduje se od soutezmlch a neni zde uveden.

Vektory 7 a R a thlové rychlosti & a Qj jsou definovany vzhledem k iner-
cialni (nerotujici) vztazné soustave.

Polohovy vektor pro jedno téleso B je R+7. 7 toho dostaneme pro rychlost
a zrychleni B

T = QxR+3xF, (1)
= —QR - W (2)

ST

S mensim formalismem: pohyb télesa B je superpozice (nebo soucet) dvou
kruhovych pohybi, jeden kolem Zemé a druhy kolem stiedu satelitu. Tudiz
také zrychleni B je soucet dvou zrychleni: jednoho miriciho do stfedu Zemé
a velikosti %R, a druhého mi¥iciho do stfedu satelitu a velikosti w?r.

Gravitacni sila pisobici na téleso B zavisi na vzdalenosti B od stiedu
Zemé, tj. na délce souctu vektoru R+

K
Fgravity = mm (3)
a je orientovana smérem do stfedu Zemé, tj. ve sméru opacném k vektoru
R + 7. Ve vektorovém zapise ji lze psat jako

N Keél R’ —»
Fgram'ty = _mwa (4)

|+ 72

- K(R+7
Fgravity = _m¥ (5)

R+ 7P

Docela ¢asto je druhd forma zapisu jednodussi pti vypoctech.

Celkova sila piisobici na B odpovida zrychleni:
F; = ﬁwire + ﬁgrcwityy (6)

F =mi =m(—Q*R — w*7). (7)

ISI



To dava pro tahovou silu:

.. K(R+7)

Fopire/m = —Q?R — W 4+ — . (8)
|+ 73

Toto je presny vysledek, c¢iselnou hodnotu lze vypocist z tohoto vyrazu.
V této casti je dan jeden priklad pro numerické vysledky. Nicméné pro lepsi
porozuméni bude lépe, najdeme-li takovou aproximaci, v niz budou cleny,
nemajici vyznamny vliv na feseni, zanedbany. Urcime pozici B pomoci vzda-
lenosti B od centra Zemé jako |R 4 7] = R + p, kde —r < p < r. Vyjadiime
jmenovatel v mocniné p/R:

(R+p)% = R*(1=3p/R+O(r/R)*). (9)

Fyzikalné tato aproximace znamena, zZe zména gravitacniho zrychleni se pred-
poklada primo tmeérnéd p, zméné poloméru. Nahrazenim jmenovatele touto
aproximaci ve vzorci pro ﬁwire dostaneme tahovou silu v libovolné thlové
pozici satelitu jako

(R+7(1—=3p/R+0(r/R?) K

ﬁwire/m = —OR — W+ 7 e (10)
. R 7 E  ~
2 2 2 2
= -0 R—w T+Q R<E+E_3pﬁ+RO(T/R) ) (11)
2 2 2 R
A —w7’+Qr—3QpE. (12)

Analyzou pfispévku posledniho ¢lenu na horni pozici (7 a R paralelni), dolni
pozici (7 a R antiparalelni) a pozice po stranach (misto piesného vyjadieni
uzijeme aproximovaného vyjadfeni, které odpovida hodnoté p = 0) dosta-
neme:

Pro horni pozici (p = +7):
R=7

Y

=

coz dava

L R
pR=rR=rr— =rR.
r

Posledni ¢len je tedy roven —3Q27.



Pro dolni pozici (p = —7):

= R
R = —ir—,
,
coz dava
- - _R N
pR=—rR = —r(—7—) =7R.

r

Znovu je posledni ¢len tedy roven —3Q%7.
Pro postranni pozici (p = 0): posledni ¢len je roven nule.
Nahrazenim posledniho ¢lenu dostavame silu pro tii rizné pripady:

i —(w? — Q*)Fm kdyz p=0 (13)
Fin = —(W20%Fm kdyz p==+r (14)
AF = Fouw — Foin = 30%rm. (15)

Ve vsech ttrech téchto ptipadech je sila paralelni nebo antiparalelni vzhledem
ke sméru vektoru 7. Vyraz (w? + 2Q?) je vzdy kladny, proto F e je vzdy
orientovana smérem vektoru —r, tj. drat je navijen télesem B v horni a dolni
pozici. Nicméné, vyraz (w? — Q?) je zaporny, kdyz w < Q. To by znamenalo,
Ye vektor Fiin je orientovan paralelné k 7, tj. drat je vytlacovan od télesa B.
To je ovSsem nemozné, nicméné by to mohlo zpsobit zhrouceni satelitu, nebot
struktura skladajici se z tenkych dratu drzi pohromadé jen diky tahovym
sildm. Proto musime pozadovat v nasledujici analyze w > 2. Vyraz dany pro
AF je zalozen na tomto predpokladu.

Prace vykonana stroji

Maximalni sila piisobici na vybrané téleso B je pritomna v horni a dolni
poloze télesa B, tedy dvakrat béhem jedné otocky satelitu vzhledem k verti-
kalni ose. Obdobné minimélni sila se vyskytne dvakrat béhem jedné otéacky,
v pozici na levé a pravé strané. Vertikalni smér rotuje s tthlovou rychlosti 2
orbitalnim pohybem (obiha kolem Zemé). Rotuje-li satelit ve sméru obihani
Zemé (J a O jsou paralelni), pak satelit musi otocit o trochu vice nez o jednu
uplnou otacku, aby udélal jednu otacku vzhledem k vertikalni ose. Pak th-
lovéa rychlost satelitu vzhledem k vertikalni ose je w — £2. V opa¢ném pripadé
(satelit rotuje v opa¢ném smyslu vzhledem ke sméru obihani) tthlova rychlost
vzhledem k vertikalni ose je w + €2: pro jednu relativni otacku je zapotiebi
méné nez jedna absolutni otacka. Ve vektorovém zapisu jsou oba ptipady
vyjadieny jako & — 0.



Stroje vykonaji dva pracovni cykly (jeden cyklus znamend natazeni dratu
a jeho uvolnéni) béhem jedné relativni otacky. Proto préace za jednu relativni
otacku je

AE = 2A1(Fpaw — Fin) = 6mAr rQ* = 0, 06mr2Q?.

Perioda jedné relativni otacky je

21

AT =
w+Q’

kde znaménko plus znac¢i antiparalelni pripad. Primérny vykon je pak dan
jako

AE  2Ar(Frae — Foin) w0
P= = + Q) = Ar(Fnae — Fri )
AT o (w ) 7’( mazx mm)
Numericky:
Plati:

K/R* = Q’R.
Odtud dostaneme:
KR =254 .10 m* s72,
Q = /(KR3) = 0,001106 rad/s.
Perioda obihani Zemé je 5678 s.
Uhlova rychlost satelitu je w = 27/360 s = 0,01745 rad/s. Relativni tthlové

rychlosti jsou

w—Q = 0,01634 rad/s (paralelni pfipad) a
w + Q = 0,01856 rad/s (antiparalelni ptipad).

Odtud vyplyva

Frin = (0? — Q%)rm = 30339 N, (16)
Frae = (w? +20%)rm = 30706 N, (17)
Frnae — Fonin = 3rmQ* = 367 N. (18)
+Q
P = A70(F’maac - me)w ) (19)
m

Pantiparallel = 2168 W7 (20)
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Praratier = 1909 W. (21)

Tyto hodnoty by mély byt zaokrouhleny na dvé platné cislice vzhledem k
provedenym aproximacim:

Pantiparallel = 2200 Wa (22)

Praratier = 1900 W. (23)

R P
o ]
R—i-?" Fg Fr
) “F
Fpr B

Piiklad presného vyjadreni

Jako priklad, vypocitame zde silu pro presnou postranni pozici pfimo z vy-
razu

. . K(R
Fwire/m = —QzR — CU2F+ _E»R i 7:‘)a (24)
R+
, . Ké(R
Fuire/m = —Q*R — %7 + M. (25)
R+ 72

Vezmeme-li do ivahy Keplerovu rovnici a hodnotu poloméru pro postranni
bod, dostaneme

Eoire/m = —Q°R — W7 + &R +7), (26)

K
1,000112 R?

Fopie/m = =R — W?F 4 0,9997902 RE(R + 7). (27)
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Ted musime vyjadiit vektor é(ﬁ + 1) pomoci vektori Rar:

. R+7 R 7
ER+7) = =——=0,99989 | =+ — | .
T SN

Tentyz vysledek lze dostat z trojuhelnikové konstrukce (viz orb. 2). Odtud
dostavame

Fyire/m = —Q*R — w7 + 0,999680? R (% + }%) , (28)
Foire/m = —0,0003202F — (w® — 0,99968Q°)F. (29)

Kromé numerické presnosti jde o exaktni vysledek. Snadno nahlédneme, ze
prvni ¢len muze byt zanedban, jelikoz je maly, a také protoze reprezentuje silu
kolmou k radidlnimu dratu. De fakto, mohl by byt pouzit pro odhad sméru
volné kmitajiciho konce radidlniho dratu. Druhy ¢len je prakticky indenticky
s predchozim vysledkem pro F;,.

Zména orbity

V podstaté prace vykonana stroji na satelitu mize zménit orbitu na nekru-
hovy tvar. V této tiloze je nicméné dano, Ze stroje pracuji ctytikrat béhem
kazdého rota¢niho cyklu satelitu, a proto je efekt stroji rozlozen viceméneé sy-
metricky podél celé orbity. Kviili kruhové symetrii miizeme bezpecné predpo-
kladat, ze orbita ztistane kruhova, dokonce i kdyz stroje pravé pracuji. Z toho
divodu zména orbity zpiisobena ¢innosti stroji je z jedné kruhové Keplerov-
ské orbity na jinou kruhovou Keplerovskou orbitu. Bylo by mozné analyzovat
zménu orbity rozebiranim vyslednice gravitacnich sil ptisobicich na vsechna
Ctyti télesa B. To je oviem slozitéd a namahava cesta. Uplna analyza situace
touto metodou je extrémné slozitda. Nicméné by mohla byt jedinou moznou
metodou pro analyzu, jak nesouvislé pouziti stroji vede k elip-tické Keple-
rové orbité. V nasem pripadé to neni nutné. Zakony zachovani jsou nanejvys
dtlezitou metodou pro analyzu mnoha fyzikalnich situaci, a je-li mozné najit
dostatecny pocet zachovavanych veli¢in, problém lze transformovat na feseni
rovnic zakont zachovani téchto veli¢in.

Uvazujeme-li rotacni pohyb, typické veli¢iny, které se zachovavaji, jsou
energie a moment hybnosti. Obtizné je ¢asto definovat systém spravné tak,
aby zahrnul vSechny energie, které se dohromady zachovavaji, nebo vsechny
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momenty hybnosti. Jako prvni uvazujme momenty hybnosti. Jak je vysvét-
leno jinde, moment hybnosti rota¢niho pohybu satelitu se nemusi zachovavat.
Nicméné celkovy moment hybnosti [;,; satelitu vzhledem ke stfedu Zemé se
zachovava, protoze jedina vnéjsi sila ptisobici na satelit je gravitacni a mifi
ptimo do stfedu Zemé. (To nemusi byt pravda, pokud je satelit v polarni or-
bité a uvazujeme nekulovy tvar Zemé.) I, se sklada ze dvou ¢asti: vnitiniho
momentu hybnosti vznikajiciho kvili rotaci satelitu, a orbitalniho momentu
hybnosti kvili obihani hmotného stredu satelitu kolem Zemeé.

Druhou zachovavanou veli¢inou je energie. Abychom byli presnéjsi, cel-
kova energie Fy, satelitu se zvysi vyslednou praci stroji. Nasledujici ¢leny
je nutné do FEy,; zahrnout:

e rotacni energii satelitu 3 - 4mw?r?

e kinetickou energii obihani satelitu, tj. kinetickou energii pohybu hmot-
ného stiedu 3 - 4mQ*r?

e potencidlni energii satelitu v gravitaénim poli Zemé, —4mK/R. V prv-
nim priblizeni, které pouzijeme, miize byt pocitano s celkovou hmot-
nosti satelitu soustiedénou do stredu P.

Odtud méame pro celkovou energii rovnici
Bt = 4m(=K/R+1/20°R* +1/2w*r?) = (30)
2m(—Q*R? + wr?). (31)

Treti rovnice pro feSeni systému dostaneme z Keplerova zakona, tykajiciho se
poloméru orbity a obézné rychlosti satelitu. Odtud méame soustavu t¥i rovnic

K

= O*R (Kepleriv zakon) (32)

Loy = 4m(wr? £ QR?) = konst. (33)
Bs—E = B, (34)

kde F; a Es jsou celkové energie pied a po vysledné vykonané praci stroju F,,.
Horni znaménko odpovida paralelnimu pripadu: satelit rotujici ve smyslu obi-
hani Zemé, dolni znaménko pak odpovida opa¢nému pripadu.

Tyto tii nezavislé rovnice postacuji k feSeni pro tfi neznamé €2, R a w.
Jako takové rovnice neposkytuji jasny obrazek o zméné. Celkovy moment
hybnosti zalezi na tfech proménnych, které se vSechny mohou zménit, kdyz se
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zméni orbita. ReSeni rovnic je nejlépe zacit vyjadienim orbitalniho momentu
hybnosti jako funkce R z Keplerovy rovnice:

Lot = AmQR? = AmvVO2R* = AmV K R.

To ukazuje, ze orbitalni moment hybnosti roste, kdyz roste R. Také to dava
pro celkovy moment hybnosti rovnici

Loy = 4m(wr®* £ VKR) = konst.

Protoze r a K jsou konstanty, tato rovnice udava spojitost mezi w a R.

e Paralelni pripad: pokud satelit rotuje rychleji, tj. w vzroste, pak musi
R klesnout, nebot celkovy moment hybnosti se zachovava. Pokud w
klesne, pak R musi rtst.

o Antiparalelni pripad: pokud satelit rotuje rychleji, tj. w vzroste, pak
musi R rust, nebot celkovy moment hybnosti se zachovava. Pokud w
klesne, pak R musi klesnout téz.

Intuitivné lze ocekavat, Ze rist celkové energie satelitu (diky praci vykonané
stroji) vede ke zvySeni w, ¢imz by byl problém plné zanalyzovan. Nicméné je
nutné rozebrat rovnice energie, abychom tuto domnénku potvrdili. Energie
obthani (F,pi) jako funkce R je

ZO2R? = 2=
2 R 2R’

Eorbiti K+1 1K
4m R

a celkova energie:

Etotal_ K 2 9
o R+wr.

Jak bylo Teceno vyse, v antiparalelnim pfipadé zadkon zachovani momentu
hybnosti pozaduje, aby veli¢iny w a R bud obé rostly nebo obé klesaly. Prvni
alternativa je platné, nebof oba ¢leny vyrazu pro celkovou energii rostou, coz
odpovida ristu celkové energie.

Paralelni pfipad vyzaduje podrobnéjsi analyzu. Z diferencialni zmény I;,;
dostaneme:

dwr?® + % K (KR)™Y2dR =0.
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To dosadime do vyrazu pro celkovou energii a dostaneme

dg:zaz oy (_ % N w2r2> (35)
_ %d}z+2wdwr2 (36)
- % dR — 2w %K (KR)™Y2dR (37)
— KdR (% - w(KR)1/2> (38)
— KdR <% - Q“;%Q) (39)
= KdrR*(1- %) . (40)

Protoze w > 2, rist kinetické energie odpovida poklesu R a dale ristu w. Z
toho vyplyva, ze w je v obou ptipadech rostouci, jak jsme intuitivné predpo-

kladali.
Odpovédi na otazky v tabulce

Polomér R klesa v paralelnim piipadé a roste v antiparalelnim piipadé.

Zména rychlosti obihani je opacna ke zméné R: roste v paralelnim a klesa
v antiparalelnim ptipadé.

Uhlova rychlost w roste.

Potencialni energie roste s rostoucim R, tudiz roste v antiparalelnim
a klesa v paralelnim pripadé.

Jak plyne z predchozich odpovédi, je mozné, aby satelit dosahl vyssi or-
bity. Stane se tak v antiparalelnim ptipadé.

Posledni otazka neni tak jasna. Doufalo se, ze by tato otazka mohla upo-
zornit na kontrast s obycCejnym raketovym pohonem: pro raketu je mozné
prakticky opustit gravitacni pole Zemé pti pouziti konecného mnozstvi ener-
gie. Nicméné rotujici satelit potfebuje nekonecné mnozstvi energie, ma-li R
rist bez omezeni: rovnice pro I;,; ukazuje, ze w musi rist bez omezeni, imérné
druhé mocniné poloméru orbity. Tahové sily v satelitu by rostly bez omezeni,
umeérné poloméru R. Z toho divodu je zde maximalni hodnota pro R, od-
povidajici sile radidlnich dratd. Pii vétsi hodnoté R by se draty pretrhly.
Pomérné méalo tcastniki bylo schopno vyftesit tuto ¢ast tlohy.

V nékolika malo feSenich byla posledni otazka nahlizena z jiné perspek-
tivy. Kdyz vezmeme v tvahu Keplerovu rovnici, praci na jednu otacku lze
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psat jako
AE =2dr (Fpaz — Fnin) = 6mdrrQ* = 6KmdrrR™3,

coz ukazuje, Ze stfedni vykon klesa timérné R~%5. Proto R roste stale pomaleji
a pomaleji, jak ¢as plyne. Naprosto jasné feceno, tento samotny fakt nestaci
zabranit R v dosazeni jakékoliv pfedem urcené hodnoty, pokud je dostatek
casu.
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2. uloha

Podélny pohyb linearni molekuly

V této tloze budeme analyzovat longitidualni pohyb linearni molekuly, t;j.
pohyb podél osy molekuly. Rota¢ni pohyb a ohybani molekuly neuvazujeme.
Predpokladame, ze molekula se sklada z N atomiti o hmotnostech mq, mo, .. .,
m,,. Dale predpokladame, ze kazdy atom je spojen se sousedem chemickou
vazbou. Kazda vazba je v modelu nahrazena nehmotnou pruzinou, ktera se
iidi Hookovym zakonem; tuhosti pruzin jsou ki, ko, ..., k,_1. Molekula je
nakreslena na obr. 1.

ki ko k‘N—1O

my Mg my; my

O

Pti feseni uzijte néasledujici fakta: podélny vibra¢ni pohyb linearni molekuly
se sklada ze superpozice oddélenych vibra¢nich pohybti nazyvanych normalni
vibrace nebo normalni stavy. V normalnim stavu vSechny atomy vibruji jed-
noduchym harmonickym pohybem se stejnou frekvenci a prochazi skrz rov-
novazné polohy soucasné.

Ukoly:
1) Necht z; je posunuti i-tého atomu z jeho rovnovazné polohy. Vyjadiete
silu F; pusobici na kazdy atom ¢ jako funkci posunuti zi, zo, ..., T,
a tuhosti pruzin ky, ko, ..., k,_1. Jaky vztah je mezi Fy, F5, ..., F,?
Uzitim tohoto vztahu odvodte vztah mezi posunutimi x1, xo, ..., 7,

a udejte fyzikalni interpretaci tohoto vztahu.

k
O——o
ma mp
s s
TA TB

2) Analyzujte pohyb dvouatomové molekuly AB (obr. 2). Hodnota tu-
hosti pruziny je k. Odvodte vztah pro sily ptsobici na atomy A a B.
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Urcete mozné typy pohybu molekuly. Urcete pfislusnou frekvenci vib-
raci a interpretujte vysledek. Predevsim, jak je mozné, ze atomy mohou
vibrovat se stejnou frekvenci, i kdyz jejich hmotnosti nejsou stejné?

o k O k )
ma mp ma
s s s
x1 ) Z3

Analyzujte pohyb t¥iatomové molekuly BA, (obr. 3). Vyjadiete vy-
slednou silu na kazdy atom jako funkci pouze jejich posunuti. Vyvodte
zavéry pro mozné pohyby molekuly a odpovidajici vibra¢ni frekvence.

Frekvence dvou podélnych modi vibraci molekuly CO, jsou nasledujici:
3,998 . 10'% Hz a 7,042 . 10'® Hz. Urcete numerickou hodnotu tuhosti
pomyslné pruziny (vazby) mezi C — O.

Jak dobre, myslite, takova aproximace popisuje vazebnou strukturu
a vybra¢ni pohyb realné molekuly?

Atomova hmotnost atomu uhliku je 12 amu a atomu kysliku 16 amu.

(amu = atomic mass unit = atomova hmotnostni jednotka. Jeji hodnota
je 1,660 . 10727 kg.)
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Reseni:
Reseni je dano v nékolika v podstaté ekvivalentnich verzich. Uloha je zadana
takovym zplisobem, Ze neni nutna zadnéd znalost maticové teorie k jejimu
vyreseni. Nicméné mnoho z tcastnikli predvedlo elegantni a vyvazena reSeni
uzitim maticové teorie, proto je zde kratky nacrtek tohoto typu feseni téz
uveden.

1) Sila ptisobici na atom muZze byt odvozena z obr. 1 nize.

Kladné posunuti z;_; (i — 1) atomu zptisobi zkraceni pruziny k;_;. To
zpusobi silu k;_12;_1 (pusobici vpravo) na atom i. Pfislusné posunuti
x; atomu ¢ zptisobi silu —k;_; — k;x; ptsobici vlevo na atom i. Konecné
posunuti x;; zpusobi silu k;z;,; plisobici doprava na atom . Sily na
atom 7 seé¢teme a dostaneme

Fy = —kia(xi — 2i1) — k(i — 7igq). (1)

Uvazime-li, ze atom 1 nemd levého souseda a atom N nema pravého
souseda, sily lze psat ve tvaru

Fo= —kl(ﬂfl - xz)
F, = —k1($2 - xl) - k2($2 - $3)

2
Fy = —kia(v —2ia) = ki(zi — 2i41) 2)
Fy = —/qu(H?N - fol)

Sec¢tenim sil dostavame celkovou silu ptisobici na molekulu:
F=FR+F+...+Fy=0. (3)

Podle druhého Newtonova zakona je tato sila rovna hmotnosti molekuly
nasobené zrychlenim jejiho hmotného stiedu:

F=Ma=0. (4)
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Kazd4 sila zvlast je rovna hmotnosti odpovidajiciho atomu nésobené
zrychlenim daného atomu:

F, = Mya, (5)
(3) a (5) dohromady davaji
mia; +meas + ... +myay =0 (6)
Vztah (6) dava
mivr + movs + ... + myvy = Muvg = konst. (7)

kde vy znaci rychlost hmotného stiedu molekuly. Pozorujeme-li mole-
kulu ze vztazné soustavy pohybujici se s hmotnym stfedem, je tato
rychlost nulova. Proto v této soustavé plati nasledujici vztah mezi po-
sunutimi jednotlivych atomu:

mixT, + moxs + ...+ myx, = Mxy = konst. (8)

Tato konstanta mtze byt polozena za rovnou nule, coz znamena, ze po-
¢atek soustavy soutradnic splyva s hmotnym stfedem molekuly a pohyb
hmotného stfedu molekuly neni ovlivnén vnitinimi silami v molekule.

Molekula a vhodné veli¢iny jsou naznaceny na obr. nize:

k
O——o
ma mp

— —
ZA IB

Sily ptusobici na atomy lze vyjadrit jako
Fia=—k(xg —xp) = maa, Fp=—k(zp —x4) = mpay. (9)

Zmovu plati
Fy+ Fg=maas+mpag =0 (10)

V hmotném stfedu systému pochopitelné plati

maxrs +mprp =0 (11)
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a odtud -
Tp = ——2a,. (12)
mpg
Vztahy (9) lze psat jako
Fa = —k(za+ ;nz—AﬁA = —k <—m“:n+mB> TA,
B ) A (13)
FB = —k(l’B + z—ixB) = —/{J (_mﬂgg) IrB.

Podle zadani tlohy sily ptisobici na kazdy atom jsou pfimo timeérné
posunuti. To lze vyjadrit jako

Fy= —rawa, Fg = —rpap. (14)

Konstanty tmeérnosti 4 a rp dostaneme porovnanim (13) a (14):

TA:k(mA+mB)§ TB:k(mA‘i‘mB)‘ (15)

mp ma

Klicovym bodem feseni je uziti faktu daného v zadani, ze atomy vibruji
s rovnymi frekvencemi:

T4 ma +mpg
wp= ] = =2—L =g (16)
ma mamp

Jiné feseni, odvoditelné z rovnic (9) a (11), jednoduse odpovida
Tp =B — 0, (17)

coz odpovida molekule v klidu.

Jiné mozné feseni obdrzime predpokladem, 7Ze x4 a x g jsou si navzajem
umérné, jak lze odvodit z FeSeni ¢4asti 1) tlohy. Polozime tedy

Tp = Crh (18)
a dosazenim (18) do (13) dostédvame

Fy=—k(zxa—cra) =—k(l —cp)ra = —Tata,

FB——]C(%JIB—IB):—k (é_l)xB:_erB (19)
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Uhlové frekvence vibraci jsou

wA:\/;:i:Vk(in—;C):wB:\/;:Z:V%' (20)

Resenim vysledné rovnice druhého stupné pro ¢ dostaneme diive odvo-
zené vysledky
=1 c=-"4 (21)
mp
Reseni ¢; = 1 pfimo davd Fy = Fg = 0 bez jakékoliv dalsi podminky
pro 4 a . Reseni ¢y = —my /mp odpovidé vibra¢nimu pohybu.

Tteti cestou k feseni je, samoziejmeé, uziti iplnych pohybovych rovnic
Fa=maia=—k(xqa—2zp), Fp=mpip=—k(zp—2x4) (22)
a predpoklad feSeni ve tvaru harmonickych rovnic
TA = Ta0€™, 5= xpee™’. (23)
Dosazenim (23) do (22) vede na soustavu linedrnich rovnic

(k — maw?)xa9 — kxpe = 0
2 (24)

(/{5 — mpw )Z'Bo — k’ZL‘AO = 0
Prekvapivé mnoho soutézicich pouzilo tento zptisob Teseni, korektné
uzili faktu, Ze podminkou pro netrivialni feseni je determinant koefici-
entl neznamych je roven nule:

, | =o0. (25)

kE — mw? —k
—k k—mpw

vvvvvv

o = 0wy = | FmatmE) (26)
mamp

s amplitudami x4 a xp ziskanymi z rovnic uvedenych vyse.
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3) Molekula dana ve tieti ¢asti tilohy je nacrtnuta na nasledujicim obrazku
spolecné s vhodnymi veli¢inami:

koo k
o O o
ma mp ma
— — —
T i) I3
Sily ptisobici na atomy jsou
Fl = —k‘(l'l - 1’2)
F2 = —/{7(272 — Il) — k(l’g — Ig) = —k(—ﬂfl -+ 2%2 — .1’3) (27)
F3 = —]{Z(ZL’3 - l’g)

Znovu muzeme o posunutich predpokladat, ze jsou sobé timérna, pokud
soucet ¢lentt m;x; je konstanta:

To = C2Ty, xr3 = C371, (28)

kde ¢y a c3 jsou konstanty, které je nutno urcit. Podle zadani tulohy,
ucastnici se pokusili provést vyjadieni sil ptisobicich na kazdy atom
jako funkci posunuti pouze pfislusného atomu. Dosazenim (28) do (27)
pak dava

F1 = —k‘(l — CQ)$1 = —Trx,

F2 = -k (—_ +2— > Tg = —Tal2, (29)
F3 =—k ( — a) T3 = —T3x3.

Konstanty ¢ a c3 lze nyni urcit z podminky, ze atomy vibruji se stejnou
uhlovou frekvenci:

O

Umocnénim kofent a uzitim (29) dostaneme rovnice

1 C c
ma mp ma

Tyto rovnice si musi navzajem vyhovovat, proto jsou splnény vztahy

l—cp=1— 2, (32)
C3
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1-e_ (2 - (1+c3)1> 2+ (33)

ma C2/ Mp

Prvni z téchto rovnic mé dvé riizné reseni:

1) 02:0&03750,
2) ¢y =1&cy #0.

Prvni feSeni dosazené do (33) dava vysledek

L:(2_1+03)L (35)

ma 2 ) mp

Je-li ¢; pfimo polozeno nule na pravé strané rovnice, vyraz diverguje.
Aby toto nenastalo, vyraz 1 + c3 musi zmizet, coz dava vysledek

C3 = —1. (36)
Odtud méame
Ty — 0, r3 — —X1. (37)
Z (29) a (37) obdrzime
k
r = k’, Wy = —. (38)
ma

Uhlova, frekvence ws je rovna wy, protoze feseni je bylo obdrzeno za této
podminky. Dodatec¢na komplikace je s frekvenci wy, kterd vysla neurcite,
protoze atom 2 se nepohybuje v tomto zvlastnim vibra¢nim modu.
Ucastnici nemuseli tento fakt déle analyzovat; obdrzeni vysledku, Ze
centralni atom se nepohybuje, stacilo.

Druhé feseni (34), tj. c3 = 1 a ¢o # 0 dava po dosazeni do (33)

1_C2=2(1—1>i (39)

ma c2) mp

To dava rovnici druhého stupné pro cs:

2 2
2 (ﬂ_l)@_ﬂ:o (40)
mp mp
Koreny této rovnice jsou:
277’LA
o1 =1, copo=——"—. (41)
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Prvni feseni odpovida rovnosti amplitud (posunuti) pro vSechny atomy,
znovu predpoklada, Ze neni napnuta zadna vazba a nenastava vibrac¢ni
pohyb. Druhy kofen dava:

2
Fl =—k (]. + ﬂ) = —""MT (42)
mp

s odpovidajici vibra¢ni thlovou frekvenci

wy = \/T1 \/ —+—> (43)

Stejné jako v ¢asti 2) této ulohy, FeSeni 1ze snadno obdrzet z podminky
nulového determinantu koeficienttt z pohybovych rovnic. Ty jsou:

Py =mady = k(21 — 22),
FQ = meEQ = —k}(.ﬁ[l + 21’2 — $3), (44)
F3 = mAI;g = —k(SEg — fL'Q).

Predpokladem komplexniho reseni
€Tr; = Iioeth (45)

dostaneme soustavu linearnich rovnic kracenim exponenciali:

(k’ — TTLAC()Q)LClo - k'ﬂ?go = O7
—]{Z.Tl() + (2]€ — mbQ)xgo — ]{?(L’go == 07 (46)
—k’l'go(k’ - mACUQ)l’g() = 0.

Podminka pro existenci netrivialnich feseni je znovu

kE — maw? —k 0
—k (2k — mpw?) —k =0. (47)
0 —k (k — maw?)

Kofeny determinantu jsou:

wy =0; wy= \/7 wg = \/ —+—) (48)

coz odpovida predchozim vysledkiim. Amplitudy se trivialné ur¢i do-
sazenim kofenti do putvodni soustavy rovnic. Tato metoda feSeni je
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samoziejmé mnohem rychlejsi nez metoda navrzend v zadani, ale ne-
predpokladalo se, ze by tcastnici zvladli pokrocilejsi techniky reSeni.
Na druhou stranu, ti, kdoz tak ucinili, byly odménéni za spravné te-
seni, ackoliv urazili kratsi cestu pri zdtuvodnovani fyzikalniho vyznamu,
nez pii navrzeném feseni tulohy.

Pokud pfijmeme model za vyhovujici, poznamenejme, ze wz > wo, takze
vyssi vibraéni frekvence, tj. 7,042 . 10'® Hz, odpovida ws a nizsi frek-
vence, 3,998 . 10'® Hz, odpovid4 wy. Vztah mezi tthlovou frekvenci a
frekvenci je

w = 27v. (49)
Tudiz je splnéno

Wy = 2Ty, w3 = 27Vs. (50)

Odhady pro k vychéazeji:
ky = mws = 1670 N/m. (51)

mampg 2

k3 = ——— = 1420 N/m. 52
’ (ZmA—i-mB)wS /m (52)

Vysledek je rozumny. Ucastnici nemuseli vyjadiovat dalsi spekulace
jako odtivodnéni pro rozport. Tato ¢ast tlohy byla minéna spise jako
ilustrace stupné presnosti zakladniho jednoduchého modelu druhu zde
uvedeného.
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3. uloha
Satellite in Sunshine

V této tloze propocitame teplotu vesmirného satelitu. Satelit predpoklddame
kulovy o priméru 1 m. VSechno ze satelitu ztistava na stejné teploté. Vsechno
z kulového povrchu satelitu je pokryto tim samym druhem pokryvaciho ma-
teridlu. Satelit je umistén blizko Zemé, ale ne v zemském stinu.

Povrchova teplota Slunce (tj. teplota ¢erného télesa) je T, = 6000 K
a jeho polomér je 6,96 . 10® m. Vzdalenost Slunce — Zemé je 1,5 . 10! m.
Slunec¢ni svétlo zahtiva satelit na teplotu, pfi které je emise zafeni ze sa-
telitu rovna energii absorbované ze slune¢niho svétla. Vykon na jednotku
plochy vyzafovany cernym télesem je dan Stefan-Boltzmannovym zakonem
P = oT*, kde o je univerzalni konstanta 5,67 . 107® W m~2 K=*. V prvnim
priblizeni mtzeme predpokladat, ze jak Slunce, tak satelit absorbuji veskerou
elektromagnetickou radiaci na né dopadajici.

1) Naleznéte vyraz pro teplotu 7" satelitu. Jaka je numerickd hodnota této
teploty?

2) Spektrum vyzarovani ¢erného télesa u(7T, f) teploty 1" se tidi Plancko-
vym vyzafovacim zakonem

STkAT n3dn
c3h3 en—17

kde n = hf/kT a u(T, f)df je hustota energie elektromagnetického
zéfeni ve frekven¢nim intervalu [ f, f+df]. V rovnicije h = 6,6 . 1073* J s
(Planckova konstanta), k = 1,4 . 10723 J K~! (Boltzmannova konstanta)
ac=230.10° ms™! (rychlost svétla).

Spektrum zafeni ¢erného télesa, integrované pres vsechny frekvence f a
sméry zaieni, dava celkovy zaiivy vykon na jednotku plochy P = oT%,
jak je vyjadreno ve Stefan-Boltzmannoveé zakoné uvedenému diive.

B 2okt
77 15213
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V mnoha aplikacich je nutné udrzet satelit tak chladny, jak je jen
mozné. K ochlazeni satelitu pouzivaji inzenyti reflexni oblozeni, které
odrazi svétlo urcité frekvence, ale nechrani pred tepelnou radiaci niz-
kych frekvenci z vesmiru. Pfedpokladejme tedy, ze ostra hranic¢ni frek-
vence odpovida hf/k = 1200 K.

Jaké je nova rovnovazna teplota satelitu? Presna odpovéd neni nutné.
Tudiz, neprovadéjte zadné zdlouhavé a obtizné integrace; tam, kde je
to nutné, provedte aproximace. Integral ptes cely rozsah n je

/oo 773 d77 B 71_4

o e1—1 15

a maximum funkce n3/(e”—1) nastava pro n = 2,82. Pro malé n miiZete
rozvést exponencialni funkci podle 7 =1 + 7.

Nyni méjme realny satelit, s vysuvnymi solarnimi panely, které generuji
elektiinu, ktera se rozptyli na teplo v elektronice uvniti satelitu, ktera
tak ptsobi jako extra zdroj tepla. Predpokladejte, ze vykon vnitiniho
tepelného zdroje je 1 kW, jaka je tedy rovnovazna teplota satelitu podle
ptipadu 2) vyse?

Vyrobce navrhuje specialni natér provedeny timto zpisobem:

,Tento natér odrazi vice nez 90% veskerého prichoziho zéteni (viditel-
ného svétla i infracerveného), ale vyzaruje na vsech frekvencich (viditel-
ného i infracerveného svétla) jako ¢erné téleso, tudiz odvadi mnozstvi
tepla ze satelitu. Tento natér pomiize udrzet satelit tak chladny, jak je
jen mozné.“

Miize takovy natér existovat? Pro¢ ano nebo pro¢ ne?

Jaké vlastnosti by mélo mit oblozeni za ti¢elem zvyseni teploty kulového
télesa podobného tomu, jaké jsme uvazovali v pripadé vypoctu teploty
satelitu v bodé 1)7?
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Reseni:

1)

z v /. . . 7 . 2 4
Bréano pfes cely povrch Slunce je emitovand energie 4nR%,, « 0Ty, .

Veskera tato energie prochazi pies kulovou plochu ve vzdalenosti R od
Slunce, kde je nyni intenzita 47 R%,,, « 0T§,, /47 R%.

Sun

Satelit je kruhovy objekt absorbujici

o A4AmR%,. -0T§,,

Sun

sat 47 R? ’

wr

ale kulovy objekt emitujici 4712, . o T2,

Z rovnosti emise a absorpce dostaneme:

RS un

Tsa = Tsun )
! 2R

coz dava 289 K, tj. asi 16°C.

Musime spocitat, jaka ¢ast absorbovaného vykonu spada pod c¢ast spek-

tra pod 1200 K.

1200
Neutof f = 6000 = 0,2 < 1.

Tento zlomek vykonu je
5 _ /77cutoff ,’73 dn / \/\7700 773 dn

Ncutof f 7T4 773 7T4
5~ 2dn)— = —<Moll )T 41,1074,
/O /s =5/
Nyni je satelid chladny vzhledem k 1200 K, takZze miizeme zanedbat,
ze maléd ¢ast emise satelitu (jako ¢erného télesa) bude zadrzena. Rov-
novazny stav energie je nyni

o, A4AmR%,, .0TS,,

Sun

4rr? - oTE =6-7rd, - o I

sat sa

a podle této rovnice je nyni teplota satelitu korigovana faktorem §%/4,
coz dava asi 41 K.
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Celkova absorbovany vykon je

o A4AmR%, .0T§,,

Sun

O Tri, - A 12 ,

tj. asi 0,5 W, coz je malé (zanedbatelna) hodnota v porovnani s Piiernal
= 1 kW. Z energetické rovnovahy plyne

_ 2 4
Pinternal - 477'705@ : UTsat

a odtud dostaneme Ty, = 274 K (n = 4,38).

Poznamka: Prtisné vzato to neni presny vysledek, protoze pro vyza-
fovani podle dokonale ¢erného télesa lezi asi 33% vyzafeného vykonu
nad hranici 1200 K! To znamenad, ze satelit musi byt teplejsi, aby vy-
zatil cely vykon 1 kW ve frekvencich ptripadajicich pod tuto hranici.
Vysledné integralni rovnice je

4 T
n o\ _ / n’dy
4,38 o €1—1"15’
kterou lze Tesit numericky pomoci iteraci. Skutecné feseni je n = 3,80
odpovidajici teploté 316 K.

Takovy natér neexistuje, protoze odporuje druhému termodynamic-
kému zakonu. Fyzikalni u¢ebnice vysvétluji princip detailni rovnovahy;,
ktery tika, Ze aby nastala rovnovaha, emise a absorpce v daném frek-
ven¢nim intervalu se musi presné rovnat. To by nemohlo byt splnéno
pii faktu, ze odraz a absorpce mohou byt zcela odlisné. Pokud by exis-
toval tento natér, nékdo by mohl vytvorit teplotni rozdil mezi dvéma
télesy v uzavieném systému a tudiz zkonstruovat perpetum mobile.

Oblozeni miize byt priichodné pro vysoké frekvence (v oblasti vrcholu
nebo konce slune¢niho zafeni), ale odrazivé a tudiz izolujici pfi nizkych
frekvencich (pii teplotach satelitu).
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Poznamky k 1. tloze

1. Coriolisova sila?

V této uloze je jistd nesnaz, kterd nastésti neovlivnila soutézici. Kdyz
byla tloha peclivé zkoumana, nékolik lidi navrhlo, ze by mohlo byt nezbytné
zahrnout Coriolistiv vzorec do feseni tlohy. Samoziejmé, bylo by mozné uzit
rotujici vztaznou soustavu. Lze uvazovat systém rotujici rychlosti € tak,
ze jedna z os mifi dolii pfimo do stfedu Zemé. Nebo uzit systém rotujici se
satelitem, s thlovou rychlosti w, takze télesa B satelitu by byla v této vztazné
soustavé v pevné pozici. Ale oba pripady vytvari nadbytecné komplikace bez
jakéhokoli uzitecného zjednoduseni. Proto je lepsi tilohu fesit v inercialnim
systému. Pouze nékolik soutézicich uzilo (nebo zkusilo pouzit) Coriolistiv
formalismus!

2. Odtvodnéni pro proménné sily

Vektorové znazornéni, které jsme uzili v feSeni nevysvétluje promény v
napéti: mimotradné napééti v horni a dolni pozici je zptisobeno zménou gra-
vitacni sily jako funkce poloméru: ¢im vyse, tim je tah Zemé mensi a tim
veétsi napéti je nutné pro udrzeni télesa na orbité. A ¢im nize, tim je gra-
vitacni tah silnéjsi a je nutné vétsi napéti podpirajici téleso. Mensi napéti
na postrannich pozicich se vysvétli pomoci sméru gravitacniho ptisobeni: je
zde nenulovy thel mezi smérem tahu ve stfedu satelitu a v télese B. Cely
jev je dobfe znamy jako slapovy jev. Gravitacni sily Slunce a Mésice vytvari
zmény v gravitaci na Zemi, coz je presné stejny jev jako proménné sily napéti
v rotujicim satelitu.

3. Oveéreni konzistence

Vysledny soucet ¢tyf sil ptisobicich na ¢ty¥i télesa B je nulovy (protéjsi
sily jsou stejné velikosti, ale puisobi opa¢nymi sméry). To je spravné, je to
konzistentni s predpokladem, Ze centralni struktura (dréty a stiedovy bod)
satelitu jsou témeér ,,nehmotné”.

Kdyz by analyza uvazovala bod 2, vysledna sila by nebyla nulova, coz
by naznacovalo spor. To znamend, ze puvodni pfedpoklady (stfedovy bod
satelitu na kruhové Keplerovské orbité, konstantni w a €2) je nutné pozménit.

Vedlo by to k oscilacim stfedového bodu kolem kruhové orbity s frekvenci
2(w £ Q)/m.

4. ObtiZznost ulohy
7 pocatku bylo oc¢ekavano, ze ptijde o obtiznou tlohu. Nicméné se tloha
ukézala byt jesté t&zsi, nez jsme ocekavali. Pouze 10% Gcastnikt bylo schopno
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provést analyzu zmény orbity. Jeden detail feseni oklamal jak tcastniky, tak
tymové vedouci, opravujici tym i autora tlohy: vsichni jsme pocitali stfedni
vykon na zakladé absolutni thlové rychlosti w satelitu. Az béhem psani této
zavérecné zpravy jsme si vsimli, ze k vypoctu vykonu musi byt uzito relativni
thlové rychlosti w + Q2. Prirozeny vyznam ,stfedniho vykonu“ jako periodic-
kého procesu je prace vykonana bééhem jedné periody délend délkou této
periody. V jedné periodé€ jsou c¢tyti pozice pro kazdé téleso B, tudiz délka
periody musi byt ¢as jedné relativni otacky satelitu (relativni vzhledem k lo-
kalnimu vertikdlnimu sméru). Druhé otézka ¥ik4 dvojzna¢né: ,zprimérovany
na jednu otacku satelitu®“, ale jedina rozumnad interpretace je ,zprimeérovany
na jednu otacku vzhledem k lokalnimu svislému sméru*!

5. Obvyklé chyby v feSeni

V mnoha fesenich nebyl uvazovan pokles napéti v postrannich pozicich,
predpokladalo se, Ze napéti v postrannich pozicich je w?rm. (Autor tlohy
ptivodné tuto chybu ucinil také. Pouze dva dny pied soutézi se dala tato
¢ast ulohy do poradku.) Ve vektorovém formalismu tento pokles vyplyne
automaticky. Lze jej také obdrzet pomoci geometrického obrazku, kde je
vzat v uvahu rozdil ,vertikal“ z bodti P a B.

V prekvapivém poctu feseni byla napéti v horni a dolni pozici Spatna
kviili nasledujici chybé: predpokladalo se, ze téleso B kona pohyb po kruznici
s thlovou rychlosti w a polomérem r a druhy pohyb po kruznici rychlosti €2
a polomérem R + r (kdyZ se nachézi v horni pozici). To vede k pfilisnému
tahu v horni pozici. Ze stejného divodu by bylo napéti v dolni pozici prilis
malé. Takova situace neni konzistentni (viz bod 3), ale soutézici neprovedli
provérku konzistence.

V mnoha fesenich bylo chybné predpokladdno, ze moment hybnosti sa-
telitu vzhledem k jeho stfedu P se zachovava. Kdyby to byla pravda, ne-
mohla by se ménit w pomoci prace stroji. Gravitacni sily ptisobici na B
nemiii primo do stfedu satelitu, nejsou to centrdalni sily, a proto neni divod
predpokladat, ze plati zakon zachovani momentu hybnosti ani ze w ztustava
konstantni.

Zda se, ze nekolik soutézicich si vzpomnélo na klasicky priklad zachovani
momentu hybnosti: krasobruslare urychlujiciho svou piruetu pritazenim pazi
blize k télu. O praci stroji uvazovali podobné. V malém méfitku by ovSem
méli pravdu: pritazeni jednoho télesa B blize k P zptisobi zvyseni rychlosti
w. Nicméné pozdéji by se to samé téleso B vzdalilo zpét na ptivodni vzdale-
nost a tthlova rychlost w by klesla na ptivodni hodnotu. Bez nehomogenniho
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gravita¢niho pole by zde nemohla nastat trvalejsi zména thlové rychlosti.
Navic, tloha byla cilené formulovana tak, ze jakmile se dvé télesa priblizi k
bodu P, jina dvé se oddali. Tudiz moment setrvacnosti satelitu se neméni a
nezpusobi zadné fluktuace veli¢iny w.

V nékolika feSenich byly numerické hodnoty pro maximalni a minimalni
sily zaokrouhleny na dvé platné cifry pfed vypoctenim rozdilu. Ale chyba v
rozdilu dvou témér rovnych sil mize byt témér 100% ! Je proto nutné provést
vypocCty s co nejvétsi presnosti.



