Reseni tloh 2. kola 66. ro¢niku fyzikalni olympiady. Kategorie A
Ulohy navrhli J. Slégr (1), Filip Studnicka (2, 3) a J. Thomas (4)

1l.a) Obéznou dobu Marsu muzeme urcit ze trettho Keplerova zédkona:
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1 bod

b) Opét mizeme vyuzit tiettho Kepleruv zakon: Prechodova drahu, ktera je elipsou
s periheliem v obézné draze Zemé a aféliem v obézné draze Marsu, se nazyva
Hohmannova trajektorie. Poloosa této prechodové trajektorie je

Tzt TMm
=
Kdyz dosadime do tretiho Keplerova zakona, dostaneme pro celou trajektorii

3
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Pro jeji polovinu (od Zemé k Marsu) pak mame

T _ Tz | (rrtrz)?

5 5 (2r7)? = 0,707 roku.
Z

2 body

¢) Hodnota Av je klicova, protoze soucet vSech Awv urcuje, kolik paliva bude mise
vyzadovat. Potrebné palivo roste exponencialné s celkovym Aw, jak popisuje
Ciolkovského rovnice.
Kineticka energie na jednotku hmotnosti pro prechodovou drahu u Zemé je
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Pouzitim thlové rychlosti obéhu Zemé miizeme dosadit
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Rychlost na zac¢atku prechodové drahy pak vychazi

1 1
vy = JQGMS ( — ) = 32,7km -s .
Ty Tz-l-TM

2 body



To je rychlost ve vztazné soustavé spojené se Sluncem. Zemé se kolem Slunce
pohybuje primérnou rychlosti

2
vg = ;sz —929.9km s . 1 bod
Pak plati 7
Avy =vg— vy =28km-sL. 1 bod

Poznamka: V praxi by bylo nutné nejprve uniknout z gravitaéniho pole Zemé,
tedy odstartovat z povrchu na nizkou obéznou drahu (LEO).
d) Rychlost prechodové drahy v okamziku, kdy protind obéznou drahu Marsu,

muzeme spocitat z druhého Keplerova zakona:
=—=215km-s .
Vo1 152 ;0 KII - S 1 bod

To je rychlost ve vztazné soustavé spojené se Sluncem. Mars se kolem Slunce
pohybuje primérnou rychlosti

2
V= ;T_,;M = 24,2 km - s 1. 1 bod
Pak plati
Avy = vy — Vg2 = 2,7 km - s 1 bod

Poznamka: Chceme-li zakotvit na obézné draze kolem Marsu, musime provést
brzdici manévr (Mars Orbit Insertion), kde neni cilem ,,dohnat Mars”, ale zpo-
malenim prejit z priletové drahy na vazanou orbitu kolem Marsu. K tomu staci
snizit rychlost pod unikovou rychlost.

2.a)
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Obr. R1

1 bod
Kdyz se vozik pohybuje v magnetickém poli, indukuje se mezi jeho koly (a tim
i mezi kolejnicemi) napéti
u = Blwv.

V obvodu voziku a civky prochazi proud ¢, ktery souvisi s napétim vztahem



Na vozik v magnetickém poli ptisobi brzdici sila
F = Bli.

7 hlediska energie v uzaviené soustavé plati

A(EL + Ek) =0,
kde {
Ep = §L2'2
je energie magnetického pole civky a
1
E,. = imvz

je kineticka energie voziku.

Pti narastu proudu vyvolaného pohybem voziku klesa kineticka energie voziku,
a tim i jeho rychlost. Energie £} a tim i proud ¢ dosdhnou maximalni hodnoty
v okamziku zastaveni voziku. Proud ¢ a tedy i zpétna sila ' dosdhne maximéalni
hodnoty v okamziku zastaveni voziku a vozik se jejim tu¢inkem zacne pohybovat
smérem nazpet. Energie Ep civky se tak méni na kinetickou energii Ej. voziku.
Nakonec proud klesne na nulu a vozik opusti magnetické pole s piivodni rych-
losti vy (v opacném sméru). Tento jev 1ze nazvat dokonalym pruznym odrazem

voziku. 1 bod
Pohybova rovnice voziku ma tvar:

ma = — Bil. (1)
Mezi kolejnicemi v pohybujicim se voziku se indukuje v magnetickém poli napéti
u = Blov.

To souvisi s proudem civkou vztahem

d4i
u = L—Z,
a tedy plati dt
di
Blv = L—. 2
v=_L- (2)
Derivovanim rovnice (2) dostavame
dv d?%i dv
Bl— = L—;, kde — =a.
e~ Ca O ar
Kombinaci této derivace s rovnici (1) dostdvame rovnici pro proud v obvodu:
d?% B?l?
dt mL

2 body
Resen{ této rovnice predpokladdme obecné ve tvaru:

i(t) = Iy + I, sin(wt + ). (4)



Prvni a druhd derivace této funkce maji tvar:

&
dz = wl,, cos(wt + a),
d?%
dt; = —w?I,, sin(wt + ).
Po dosazeni do rovnice (3) dostavame:
B2
—w? 1, sin(wt + a) = ——L(Io + I, sin(wt + «)). (5)
m

Odkud vidime, ze funkce (4) vyhovuje rovnici (3), a proto je jejim TeSenim.
7 porovnani levé a pravé strany zaroven dostavame:

IO = 07
Bl
W= ——.
vmlL
Pro dané hodnoty plati:
w=0,73s"".

1 bod
Proud v obvodu je harmonicky:

i(t) = I, sin(wt + ).

Na zac¢atku (v okamziku vniknuti voziku do magnetického pole) je proud i(0) = 0,
a energie civky

.
Ep = 5L
je nulovd, coz znamena, ze ve funkci (5) plati:
sina = 0,
tedy:
a=0.

To je pocatecni podminka déje, kterou musi splnovat i funkce (5).
Pro proud tedy plati:
i(t) = I, sinwt.

Podle rovnice (2) pak rychlost vychazi:
Ldi L

= 28 P L coswt.
V=g = gimcosw
Na zacatku (v case t = 0) je rychlost pohybu:
L
= —wl,.
Vo Blw

Maximalni hodnota proudu je:

Blu m
I, = — g = 0,11 A.
wL =0

1 bod



c)

Funkce sin wt je periodickd s periodou
2t 27
T=—=—vmL.
o Bl
Vozik se zastavi (rychlost nabude nulové hodnoty) za Cas
T
T 2BW
Pro dané hodnoty 7 ~ 2,2s.

1 bod
Sila piisobici na vozik:
F = —Bli. (6)

Pro vypocet tuhosti ,magnetické pruziny” potrebujeme vyjadrit vztah mezi
proudem ¢ a vychylkou z. Jedna z moznosti urceni tohoto vztahu spociva ve
vyjadreni zavislosti Vychylky x integraci rychlosti:
L
r = t)dt = w[m coswtdt = —1,, sinwt = —1.
/ Bl / Bl Bl
Druhou moznost poskytuje funkce (2):

dx de
Bl— = L—.
dt dt
Jelikoz na zacatku (v ¢ase t =0) jex =0 a ¢ =0, pro t > 0 plati:
Blzx = Li.

Z obou vysledki pro ¢ plati:

(-

1 bod
Silu, ktera pusobi na vozik, vyjadiime dosazenim proudu i do vztahu (6):
B2?
Fe—2' 0k
7 x

Sila je pfimo umérna vychylce a piisobi proti sméru vychylky, coz je typické
i pro mechanickou pruzinu. Tuhost ,, magnetické pruziny” je:
(Bl)”
7
Pro dané hodnoty k = 2,7- 102N m™ . 2 body

L —

Protoze na hladiné vody ma byt nulova rychlost, bude vypadat zakon zachovani

energie nasledovneé:
1

nwh:§uh—LF, (1)
tedy veskera potencialni energie skokana se ulozi do pruzného lana, zadna ki-
neticka nezbyva.

1 bod



Podle Hookeova zakona plati:
F=Fk(h—-1L). (2)
Nyni zapiseme druhy Newtoniiv zakon pro skokana v nejnizSim bodé:

F'—mg = may.

F = may+ mg = 2mg + mg = 3mg. (3)

Ve spodni tvrati totiz ptisobi tithova sila mg dolt, ale chceme, aby vysledna sila
byla 2mg nahoru. Proto tahova sila lana musi byt o mg vétsi nez vysledna sila.
Kombinaci (2) a (3) dostaneme

F =3mg=Fk(h—1L).

Z (1) mizeme vyjadrit

2mgh h
k(h—L)=—"— L=—-=30
h=L)=3—7 = 3~ U

2magh 9mg 1
(h— L) 2h H

2 body
Alternativni reseni: Pokud zavedeme prodlouzeni x lana oproti jeho klidové
délce, v nejnizsim bodé se lano natahne o x a skokan tak urazi drdhu h = L+ .
Ze zakona zachovani energie dostaneme

1
mgh = 5/{:3:2,

z tahu lana
kx = 3mg

a TeSenim této soustavy rovnic obdrzime stejné vysledky pro L a k.
V dolni poloze bude lano pruzit. Po odeznéni téchto oscilaci (v rovnovazném
stavu) se délka lana prodlouzi o
m 2h
Ty = g _ 9 = 20 m.

k
1 bod

Poznamka: Zduraznéme, ze xq je rovnovazné prodlouzeni po uklidnéni, kdezto
x (viz Alternativni reseni) je maximalni prodlouzeni pfi skoku. Skokan tedy
nejdrive ,pretahne” lano vice (az o 60 m), ale po odeznéni oscilaci zustane viset
v klidové poloze s xy = 20 m.

Maximalni rychlosti je dosazeno v bodé D, odpovidajicimu rovnovazné poloze
(viz obr. R2). Cést energie uz je uloZena v pruziné, takze podle zdkona zachovani
energie plati:

Ek,max — Ep — Flana = = mg(L + .Io) T
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Obr. R2

Odtud 5
Vmax = g\/Qgh —28 m- s L.

1 bod
Vsimnéme si, ze y/2¢gh je rychlost volného padu z vysky h.
Abychom urdcili ¢as potrebny k dosazeni hladiny vody, zvolme souradny systém
s osou x smérujici doli a bodem D (tj. z = 0) jako pocatkem v case t = 0.
Predpokladejme, Ze osoba se pohybuje mezi body E a C podle rovnice
xr = Asin(wt).

Stanovme nyni ¢as potiebny k priichodu tseky BC, CD a DE.
1. Volny pad v tseku BC: Doba pohybu v tomto tseku je

-

kde tg =, 29h je doba volného padu z vysky h 1 bod

2. Harmonické kmitani po priichodu bodem C:

Jakmile osoba projde bodem C, zacne se lano natahovat a nasledny pohyb lze
popsat jako harmonické kmiténi (sila pruznosti lana piisobi smérem zpét a sou-
stava lano—osoba se zacne chovat jako oscilator). Necht je amplituda kmiténi A.
Uhlové frekvence tohoto kmitén{ je

B k_ 9g_ 1
w—@—«%—o,ms. 1 bod

Cas potfebny k dosazeni bodu D lze najit z rovnice

—x9 = Asin(—tcpw), nebo xy = Asin(wtcp).



Protoze xp = A/2, plati

, s
wtcp = =,
CD = G

7 ¢ehoz dostavame:
T T | 2h T
tecp = — t 1 bod

6o 18\ g 18"
3. Pohyb v tiseku DE: Cas pohybu v tseku DE odpovida ¢tvrtiné periody
kmitani 7"
T 12n  m|2h @

= — = —— = —,| == = Zt,.
PP T 4w 6\g 6" 1 bod

Celkova doba dosazeni hladiny vody: Celkovy ¢as ¢, za ktery osoba dosahne
hladiny vody, je dan souc¢tem c¢ast jednotlivych tsek:

t =tgc + tep + toE,

dosazenim
/ ( Ly 2“) ty = 5,5
= E—— —_— — ) S.
\/g 9 0 1 bod
Ze stavové rovnice
_m _ pMy,
P=V = Rr
plyne
pOMm kg
= = 1,225 —.
Po RT, 5 3
2 body
Protoze teplota atmosféry klesa linearné s vyskou, mizeme napsat:
At 1 At
T=Ty— —z=Ty|1— —=——2z]|.
0 Azz 0 ( Ty Azz>

Konstanta Ty = (15,00 + 273,15) K = 288,15 K je termodynamickd teplota
u hladiny more. Srovnanim se vztahem

T(2) =T, (1 - Z)

vidime, ze
~ A
Az

h = 4,433 - 10" m.

2 body

Zméni-li se vyska jen o malou vzdalenost Az, muzeme predpokladat, ze se hus-
tota neméni. Zména tlaku vzduchu bude

Ap = —pgAz,



kde p je hustota vzduchu ve vysce z. Pro tuto hustotu plati

po pM,,  pM,

vV  RT RT, (1 _ % )

Dosazenim do vztahu pro zménu tlaku vzduchu dostaneme:
M,
Ap = —pgAz = — pm o gAz.
i)

Odtud

Ap Mg

2 body
Pro dany vyraz
z «
— (1 =72
p(z) = po < h)
najdeme derivaci:
dp  poa (1 z)o‘_l
dz h h
Porovname s vysledkem v ¢asti c):
Pox ( Z>a_1 Mmg
—— (1 - = — .
h h RTy (1—%)
Dosazenim za p:
ey Z)C“‘l - Mg, [, Z)‘“
h n)  ~ Rn,\" )
Po tpravé dostaneme
mgh
= = 5,255
“T R, —7
2 body

Vztah pro hustotu popisuje funkce

m _ pMp, po(l—%)aMm poMp, z\o ! AN
"V T RT T Rn,(1-i)  RIT, ( ) :p0< ) |
0 i 0

Porovnanim se vztahem pro hustotu

vidime, ze:
b =a—1=4,255.
2 body



