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Reseni tloh 1. kola 65. roéniku fyzikalni olympiady. Kategorie A
Ulohy navrhli J. Thomas (1, 2, 4, 7), J. Jirt (3) a J. Slégr (5, 6)

Protoze pti déji 1-2 je tlak plynu pfimo tmérny jeho objemu, plati

pi_ P2
Vi Vo
Ze stavové rovnice p1V7 = nR17 a poVo = nR15 a ze zadani % = k dostaneme
1
po upravach
pZVQ T2 2 2
mVi Th Y
Uzitim Boylova-Mariottova zakona
p?‘/Q = p3V3> (1>
p1Vi = p4Vi. (2)
7, pfimé tmérnosti mezi tlakem a objemem
pPr D2
S 3
AT (3)
pP3 P4
H_ 7 4
AT (4)
Vime také, ze Vo = V.
Po tpravach z rovnic (1) a (2)
Vi
P3 p%? pVi
Po dosazeni z rovnic (3) a (4)
By,
]2:])4‘/}): v 3:@ = D1=D3
ps p2Vi Piyy, P ' 2 body
‘/1 2V

Pri déji 1-2 plyn prijme teplo, které slouzi ke zvyseni jeho vnitini energie a na
vykonéni prace

3 1
nC (Ty —T1) = §7”LR (To —Th) + 5 (p2Vo — p1V1) =

2
2 body

Uéinnost kruhového déje
n = Wip+ Wiy — Wy — Wy
Q12 + Q23
Vi 1

1 V.
5 (p2V2 = p1Vi) + nRT>1n (72> — 5 (p3Vs = paVi) — nRTy1In (ﬁ)

nC (T2 — Tl) + TLRTQ In (%)



L (nRTy — nRT}) + nRT3In (“2) 2 (nRT, —nRT,) — nRT;In (“2)
nC (T2 Tl) + TLRTQ In (?)
2

R o Vs _p_2n_ o, ViV 2V

POdOS&ZGDng—T2—4T1,T4—T1,V D3 = n —2,‘/1 = Vi = Vi =2a
C = 2R dostaneme
3In2
="  —024

" Gramz 4 body

Pri plnéni bude objem balénu vzdy mensi nez jeho nejvétsi mozny objem V' < %7‘(7“3.

Tlak hélia uvnitf baléonu bude béhem zvétsovani jeho objemu roven atmosféric-
kému tlaku. Maximalni hmotnost hélia uvnitf baléonu bude pfi jeho nejvétsim
objemu a atmosférickém tlaku

my = 37TT PHe — ST[T RT 2 body
Pri hmotnosti hélia m < my je objem balonu V' = ]\ZL —RT. 2 body
He Do

Aby byla vysledné sila orientovana vzhiiru, musi byt vztlakova sila vétsi nez tiha
samotného balonu a jeho héliové naplné:
Vg > mg + dmr’oyg, (1)

kde
pOMvz

Pve = "pp

m RT
Mye po

Prom < mqgjeV = . Po dosazeni za V' a py, do (1)

mM,,
MHe

MVZ
m < — 1> > 4dmro,

Amtrlo Amtr?o My,

MVZ B Mvz - MHe'
MHe

> m + 47r? o,

m >
—1

Prom > mgje V = %7{7“3 a podminka (1) prejde do nerovnice

4 M,
~ 3L

5 T > m + 4mrlo,

takze

m < 47’ (ponzT — 0) )

SRT



Aby vysledna sila ptisobila smérem nahoru, musi byt hmotnost hélia z intervalu
Amtrlo My, poMy,r
— — 0
M, — Mye 3RT

<m< 47’(7“2 ( 4 body

Aby byl interval pripustnych hodnot hmotnosti neprazdny, musi byt splnéna
nerovnost

Amtrlo My, — <p0MVZfr B a) I 3RTo |

Mvz - MHe 3RT Po (Mvz - MHe)
Pokud tato podminka splnéna nebude, balén se nevznese ani v pripadé dosazeni
svého maximalntho objemu. 2 body

Oznacme v velikost okamzité rychlosti pohybu hladiny, 2 okamzitou vysku hladiny
a s drahu urazenou klesanim hladiny. V libovolném okamziku je splnéna rovnice

spojitosti
Slv = SQ\/ 2gh,

kde h = hg — s. Z rovnice ziskdme napft. zavislost rychlosti v hladiny na dréaze s
urazené hladinou:

S, 2ghoS3  2¢S3
US—TVQQ(hO—S)\/gSgQ_ ip?‘s- (1)
1 1

Je-1i pohyb hladiny rovnomérné zpomaleny, musi splhovat rovnice

v = 1y — at,
s = vgt — —at®.
"2
Vyloucime ¢as a budeme téz hledat zavislost rychlosti na dréaze:

2
vo—v 1 Vg — U v%—vQ
s =1y ——a = :

a 2 a 2a

v=/v3—2a-s. (2)

Rovnice (1) a (2) predstavuji stejnou funkéni zavislost typu v = VA — Bs, kde
A, B jsou kladné konstanty. Tim je diikaz proveden. 4 body
(Pripadné jiné korektni provedeni ditkazu neni na zavadu.)

neboli

Porovnanim koeficientt v rovnicich (1) a (2) dostaneme

29]1052

A= 2 _ 2
UO S% )

2953

B =2a = :

St
7, vztaht plyne
S,
Vo = = 29h07



_ 5
a = S—lzg.
V okamziku odtoku veskeré vody je h = 0 a z rovnice spojitosti vyplyva v = 0.
Doba vytoku je proto
r =Y 5 [2ho
T a S\ g 3 body

Hladina se pohybuje rovnomérné zpomalenym pohybem do zastaveni. Oznac¢me T5
dobu vytoku druhé tfetiny objemu vody. Z pocatec¢ni vysky hg se hladina zastavi

za Cas 11 + 1> + 15, z vysky %ho se zastavi za Cas T, + T3 a z vysky % se zastavi

za Cas Tj3. Tedy plati rovnice

1
hO = 5@ (T1 —|—T2—|—T3)2,

Rovnice upravime

Z prvni a druhé rovnice dostaneme
h 4h
7 = %0 4
3a 3a

2ho
T3 o 3a 1

Lo fohy _ [Ahy V3= V2
3a 3a

Alternationi reSent

Hledany pomér pak je

=v34+v2=3,15 3 body

a) Opét vyuzijeme rovnici spojitosti

S1v = S9v/2gh = So/2g (hy — ),

kde h = hg — s. Ulohu vyfesime pomoci Gasové zavislosti s vyuzitim integralniho
poctu.
Okamzita rychlost poklesu hladiny je

ds dh 5

N NS
YT T T 5 VY



Budeme hledat zavislost okamzité vysky h na c¢ase t. V rovnosti mezi tretim a
¢tvrtym vyrazem provedeme separaci proménn}?ch integrujeme a dale upravujeme:

dh \/7 "

S.
\/E — 1\ ho = ——2 29t,
251
h=hy——=—1/2g9hot + —5¢t
Casové zavislost drahy pak je
5o S3
=hy—h=—=—\2ghyt — —5¢g 1t~ 3

Dostali jsme kvadratickou funkei s kvadratickym a linearnim ¢lenem, tedy casovou

zavislost drahy rovnomérné zpomaleného pohybu
1
s =wvpt — §at2. (4)
Tim je diikaz proveden.
b) Z porovnani vyrazu (3) s vyrazem (4) plyne

Vo = = Qgho,

Doba vytoku je

4.a,b) Ulohu budeme fesit v neinercialni soustavé spojene s kulickou. V hornim bodu

trajektorie na kulicku ptsobi odstrediva sila ™, tithova sila mg, sila elektrostaticka
k% a tah nité F. Tyto sily musi byt v Soustave spojené s kulickou v rovnovaze:
2 2

#—mg Fc+k%—0

Jelikoz tah nité sméruje do stfedu trajektorie, Fio > 0, musi rychlost v splhovat

nerovnost

mu? > QQ. 1)



Velikost rychlosti v kulicky v hornim bodé ziskame ze ZZE:

mu} mu?

70 o 4+ — 2
5 =My 2+ = (2)

(potencialni energie elektrického pole je ve vSech polohéch kulicky stejna, pro-
toze vzdalenost kulicky od stfedu kruznice se neméni). Z rovnice (2) dostaneme

v? = v3 — 4gl. Aby se kulicka dostala na vrchol kruznice, musi byt splnéna pod-

minka
vg > 4gl. (3)
2 4 2
Dosazenim za v? do nerovnosti (1) dostaneme m (Uol gl) > mg — k’% ,
2
v2 > 5gl — Q (4)
2
Nerovnosti (3) a (4) musi byt splnény soucasné. Pro 4gl < 5gl — T tedy
kEQ* Q? )
gl > — % (mg > k= §ia ), plati
2
5gl — Q
m
Q2 Q’
Je-1i 4gl > bgl — k , tedy mg < k=5 N plati
Vo — V 4gl
2
V piipadé a) mg = 1,47 N > kQ = 0,90 N, tedy
2
59l — k:Q—l =208 m- s '
3 body
2
v pripadé b) m g—049N<l€l2 = 0,90 N, proto
= /49l =1,98 m- s L.
3 body

¢) V bodech B a D napiné nit sila, jejiz velikost je rovna souctu odstiedivé a

elektrostaticke sily. Rychlost kulicky v; uréime ze ZZE:
mu? mu? Q?
—20 :mgl+—21 = o] = v — 29l =39l — -
Velikost hledané sily

mov? kQ—2 B m (Sgl — k%) Q2
[ 2 [ l2

FB:FD: —3mg—44N

3 body



V bodé C je velikost hledané sily

2 2 2 _ ¢ 2

ngg—mgjtk:%: m(vol 9l) —mg+k?—2:
2
m <5gl — k% — 4gl) o
Nit neni napinana.
V bodé A plati
2 2 m <5gl — k%?) 2
FA:%%—mg—i—kl—Q: l l +mg+k%:6mg:8,8N.
2 body

Pohyb hvézd na okraji jadra ovliviiuje pouze jeho hmotnost. Z rovnosti odstredivé
a gravitacni sily v neinercialni soustaveé spojené s hvézdou

2 M
Y _ G—;
v okoli kulové symetrického jadra urc¢ime jeho hmotnost
2
M, = % ~1,1-10% kg = 5,4- 101 M, (1)
2 body
Stredni hustota jadra Galaxie je
M 303
pp = 21 0>~ 135-10 " kg - m~, 1 bod

iy AnGr?
Pokud je rozlozeni temné hmoty kulové symetrické, je gravitac¢ni pole ve vzdéalenosti

r od stfedu Galaxie dano hmotnosti My + m(r), kde m(r) je hmotnost temné
hmoty v kouli o poloméru r. Z rovnosti odstredivé a gravitacni sily dostavame

2
M
W _ oM +2m(7”) =  wr=G[M; + m(r)] pror >ri.
T T

Posledni vztah budeme diferencovat:
vedr = Gdm.

Hmotnost dm vrstvy z intervalu (r, r+dr) je

dm = podrridr

a po dosazeni za dm do predchoziho vyrazu mame

v

AtGr?

Nejvétsi hustota temné hmoty je na povrchu jadra o poloméru r:

2
_%
4nGr?

Hmotnost temné hmoty uréime integraci. Jelikoz predpokladame, Ze temna hmota

vadr = Gpodmr*dr = po(r) =

pro r > ry. 3 body

pa(ry) = =451-10* kg-m?.

je rozlozena kolem jadra symetricky, lze hmotnost tenké kulové vrstvy temné



hmoty vyjadrit vztahem

dm = 4mr?podr = %Odr.
Integraci ziskame
S 3
M2:/Mgdm:/r1 Edrza(rg—n)za&“l. (2)
3 body
Hledany pomér hmotnosti uréime z vypoctenych velicin (1) a (2)
My _ o 1 bod
My

Pozndmka: Podle poslednich méfeni predstavuje bézné pozorovanad hmota pouze
priblizné 5 %, temna hmota 27 % a zbytek 68 % hmotnosti vesmiru predstavuje
hmotnost tzv. ,temné energie“. Pomér hmotnosti bézné a temné hmoty je tedy
priblizné 1 : 6.

Na internetu Ize najit, ze CD ma 625 zaviti na 1 mm praméru. Miizkova konstanta

je
_1mm

Pro DVD nalezneme hodnotu 1350 zaviti na 1 mm, coz odpovida mrizkové kon-
stanté b = 740 nm.

Pozndamka: Hodnota pro DVD je asi 2,16krat vétsi, ale na DVD se vejde témér
Tkrat vice dat (4,7 GB/700 MB = 6,7). Kromé délky stopy u DVD hraje roli i to,
ze diky pouziti laseru s kratsi vilnovou délkou mohou byt jednotlivé bity ve stopé
blize u sebe. Néktera DVD navic vyuzivaji vice propustnych odraznych vrstev nad
sebou, takze se na né vejde az 17 GB dat.

Hodnoty pro maxima prvniho fadu, namérené pro levné laserové ukazovatko s po-
uzitim DVD, jsou v nasledujici tabulce:

cm cm ° nm nm nm?
1 8,4 4,0 64,54 668,1 -7,80 60,84
2 9,0 4.3 64,46 667,7 -7,39 94,58
3 9.6 48 6343 6619 156 2,43
4 10,8 5,1 64,72 669,1 -8,83 77,91
5 11,6 9,8 63,43 661,9 —-1,56 2,43
6 12,3 6,4 62,51 656,5 3,86 14,93
7| 134 68 6309 6599 0,42 0,18
8 14,5 7,6 62,34 655,4 4,89 23,91
9 15,0 8,1 61,63 651,1 9,19 84,40
10 15,6 8,4 61,70 651,5 8,77 76,89

Pokud uréime pramérnou absolutni odchylku méfeni (jak se obcas na stfednich
skolach pocita) A\, je vysledna vinovéa délka A = (660 £ 5) nm.



Smérodatnéa odchylka méreni je

Do(AN)?
m = 2,104 nm

a po vynéasobeni Studentovym soucinitelem pro 10 méfeni a hladinu 97,5 % do-
staneme A = (660 £ 5) nm.

Na pouzitém laseru vyrobce uvadi vinovou délku v intervalu 630 az 650 nm,
coz nevypadé jako dobra shoda. Méreni vldknovym spektrometrem Vernier vedlo
k vysledku A = (657+1) nm, coz je ve shodé s vySe uvedenym méfenim a ukazuje,
ze vyrobni tolerance laserového ukazovatka za 39 K¢ jsou pomeérné Siroké.

Sy =

Je-li bodovy zdroj v ohnisku ¢ocky, jsou paprsky za ¢ockou rovnobézné s optickou
osou; je-li zdroj ve vzdalenosti 2f pred ¢ockou, sbihaji se paprsky opét ve vzdéle-

nosti 2f (obr. R1). 1 bod
-
d 7
e 2 |
OF  F R
v Obr. R1
7, podobnosti trojuhelniki
d 2f—1 DI
_ = = ———— =8§,0 cm. 4 bod
D~ 2 — JTapog =80 oy

Paprsek rovnobézny s optickou osou prochazi po prichodu c¢ockou ohniskem.
Posune-li se ¢ocka o vzdalenost 0, posune se o stejnou vzdalenost ve stejném
sméru i ohnisko (obr. R2). 1 bod

(s
NA

e

] et

__________________ )
! B
! A
v o
4 Obr. R2

Trojuhelniky AFF; a ABB; jsou podobné, proto
o f oL
N = f—K—10,Ocm. 4 body



