Reseni tloh 1. kola 49. roéniku fyzikalni olympiady. Kategorie A

Autofi aloh: J. Jird (1), P. Sedivy (2,3,4,5,7), B. Vybiral (6)

1.a) Pfi volbé smérd proudt podle obrazku sestavime

podle Kirchhoffovych zakonta rovnice: ,_,R
| IS |
Ua = Ruli+RI, (1) I
Us = Riylo+ RI, (2) UeQI Rio I
L+ = 1T, (3)
Ue1 | R I
1 — UelRi2 + UegRil el |4tl 1
Z rovnic plyne I = BiRo + RaR + RoR - (4) |
Napéti na rezistoru je Obr. R1

U= RI = R(Ue1Riz + UeaRin) .
R Ris + R R+ Rp R

Ciselné pro R = Ry vychéazi U = 1,29 V. 3 body
Predpokladejme, ze plati Us; < Uez. Pak proud mize téci v opacném smeéru
vzhledem k polarité zdroje pouze zdrojem o elektromotorickém napéti Ue;.
Proud tekouci timto zdrojem tak splituje podminku I; < 0. Z rovnice (1)
vyjad¥ime proud I a do ziskaného vztahu dosadime z rovnice (4) proud I.
Po tupravé dostaneme

Uei R U1 Rio + U Riy

I = — . .
"" Ry Ru RuRi+ RuR+ RoR
Z podminky I; < 0 v této rovnici plyne R > ABiQ .
Ue2 - Uel
Ciselné vychazi R > %Q. 3 body
Prikon rezistoru je
R(Ue1 Rig + Uea Ri1)?
P=RI?= = e . 5
(BiaRiz + R + RioR)? ©)
Provedeme derivaci prikonu P podle odporu R:
dpP

9 (Ri1Ri2)? — R%2(Ri1 + Ri2)? _
(Ri1Riz + Ri1R + RioR)*

= (U1 Ri2 + U2 Ri1)

= (U1 Ri2 + Ue2 Ri1)

9 RiiRi2 — R(Ri1 + Ri)
(Ri1Riz + Rin R + RioR)3

Z podminky dp _ 0 plyne, ze hledany odpor je
dR



R Rio
Rii + Rip (©)
Pro R < R je ?1—]1; > 0, pro R > R je g—g < 0. Pro R = R’ dosahuje
tedy funkce (5) maxima. Maximdlni pfikon dostaneme dosazenim odporu
z rovnice (6) do rovnice (5):
P (UerRiz + Uea Ri1)?

WA AR Rio(Rin + Riz)

Ciselné je R’ =0,40 Q, Pyax = 1,19 W. 4 body

R =

2. Béhem nabijeni kondenzatoru projde obvodem naboj @@ = CU, a celkova prace
vykonand zdrojem je W, = U.Q = CU2, zatimco kondenzétor ziska energii

E = %CUEQ, coZ je jedna polovina. Druha polovina energie se spotiebuje ve

vnitfnim odporu zdroje a ve spotiebic¢i. Rozdé€li se v pomeéru jejich odpori.
Spotiebi¢ béhem nabijeni kondenzatoru pfijme energii

o2 R
E1_20U6R+7"'

Béhem vybijeni kondenzatoru se energie, kterou ziskal pii nabijeni, zcela spo-
tfebuje ve spotfebici. Béhem celého cyklu, tedy za dobu 2t;, ziska spotiebic
energii

_ 1 2 R _ 2R +7r 2
E+ By =500 (” R+r) = om+n e
Uéinnost obvodu je
_E+E _ 2R+r
Pramérny vykon spotiebice je
_E+E _ 2R+4r .,

P==n ~m@m+nCle

Pro dané hodnoty n = 1—61 ~0,55=55%, P=55W. 6 bodu

Pokud bychom pfipojili spotfebi¢ ptimo ke zdroji, prochazel by obvodem proud
I =U,/(R+r) avykon spotiebice by byl

RU?

/ 2 e

P =RI* = LR
- p R

U¢innost obvodu by byla n’ = R



1
11
Vykon spotfebice v obvodu s pfepinacem a kondenzatorem je ponékud mensi,
ale i¢innost je Sestkrat vétsi.

Pro dané hodnoty P’ =83 W, ¥ = = ~ 9,1 %.

4 body

Pozndmka: Pfesnym vypoctem bychom zjistili, ze za dobu t; se kondenzator nabije
_ 1

nanapéti Uy = U, [1—e (BT | x~ 0,990, a po pifepnuti pfepinace se za stejnou

_t
dobu vybije na napéti Uz = Ure ¢ =~ 0. Zjednodusujici pfedpoklady v zadani
ulohy jsou tedy opravnéné.

3.a) Zvolme vztaznou soustavu a oznaceni veli¢in podle obr. R2. Cas méfime od
prichodu pocatkem. Z kinematickych zakontd Sikmého vrhu

. 1
r =wvitcosa, y:v1t51noz1—§gt2
sin arg gx2
odvodime rovnici trajektorie y=x — 5

cosa;  2vicos’a;
Protoze trajektorie prochazi bodem [/, 0], plati

_;sinog gl? 9 lg g
0=1 cos ap 21}% cos®ay = U= 2sinaq cosaq  sin2aq 1)
Ze zakona zachovani energie plyne
1 1
5mup = imv% +mg(h—ho) = v3=v3+2g(h—ho). (2)

Ma-li byt tedy rychlost vy co nejmensi, musi to platit i o rychlosti v;. Toho
podle (1) dosdhneme kdyz «; = 45°, sin2a; =1, v?=gl.
Rovnice trajektorie pak ma tvar

2

T
y=r—"7. (3)
Pocétedni bod trajektorie musi spliiovat podminku y = yo = —(h — hg).

Dosazenim do (3) dostaneme kvadratickou rovnici
22
1

Uloze vyhovuje zaporny kofen

L= /12+4(h — ho)l

= 5 .

Pro dané hodnoty dy = —z¢p = 2,2 m. 4 body

—x—(h—he)=0. (4)

Zo



b)

vy
[0)425\ T

Obr. R2

Z (1) a (2) plyne wvo = /gl +2g(h — ho).

Pro dané hodnoty vp = 10,8 m -s~ 1.

Po celou dobu pohybu ma vodorovna soufadnice rychlosti kamene kon-

792. Pro elevac¢ni thel vrhu plati

U l
GOS0 TV 2T+ 2(h— ho)]

N

stantni velikost v, = v1 cos45° =

Pro dané hodnoty cosag =0,5, ap = 60°. 2 body
Bod dopadu je uréen podminkou y = —h. Dosazenim do (3) dostaneme
kvadratickou rovnici
2
L x—h=0.
l
Uloze vyhovuje kladny kofen
I+ V1% +4hl
Trq = f .
Pro dané hodnoty 4 =9,2m, d=3,2m. 2 body

Dobu letu kamene uréime ze vztahu
L+ VI24+4hl — (I — /12 +4(h — ho)l
Trq — To 2
t= = =
(%

oS,

_ VI+4h+ /14 4(h — ho)
V29 '
2 body

Pro dané hodnoty ¢t =2,1s.



4. Tlak sloupce vzduchu je roven souctu atmosférického tlaku p,y = hog a hyd-
rostatického tlaku sloupce rtuti v trubici

P =Pat + (L —1)og = (h+ L —1)og,

kde o je hustota rtuti. Objem uzavieného vzduchu je V = SI, kde S je obsah
prurezu trubice. Poc¢atec¢ni hodnoty stavovych veli¢in jsou
L L
Tla pl:(h+§)gga ‘/1:S§
Protoze teplota trubice se méni pomalu, miZeme predpokladat, ze zahfivani

vzduchu probihé jako rovnovazny déj a pouzit stavovou rovnici idealniho plynu:

L
h+ L) s
(h+L—1)ogSl _ ( +2)“’5 5 bod

T - 271 ' oy

Upravou dostaneme
2Ty

Vztah mezi absolutni termodynamickou teplotou vzduchu v trubici a délkou
vzduchového sloupce je popsan kvadratickou funkei. Jejim grafem (obr. R3) je
parabola, ktera protina osu ! v po¢atku a v bodé | = L+ h. Vrchol B paraboly
mé soufadnice

T = [(h+ L) —1%] . (1)

_L+h . (h+ L)
b==—=— D=Tgrnr-
3 body
T
K
4001 B Obr. R3
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Pro dosazeni ¢iselnych hodnot dostaneme
l2=098m, Tp =341 K, t; =68 °C.

Pro sestrojeni grafu pouZijeme rovnici {7} = 355(1,96{1} — {I}?).

Z grafu vycteme, ze pfi zahfivani trubice se teplota plynu zvétSuje az do
hodnoty 75 a vyska vzduchového sloupce pritom roste, az dosahne hodnoty I5.
Zavislost [ na T v tomto intervalu popisuje vztah, ktery dostaneme feSenim
rovnice (1):

L+h\/(L+h)2(L+TM
1
- .

Z termodynamického hlediska se v této ¢asti déje teplo prijaté vzduchem v tru-
bici spotfebuje na zvyseni vnitini energie vzduchu a na praci potfebnou k vy-
puzeni ¢asti rtuti z trubice.

Po dosazeni teploty 7> uz vnit¥ni energie vzduchového sloupce dal ne-
roste. Vypuzovani rtuti se zrychli a probiha i na tkor vnitini energie vzduchu
v trubici. I v této ¢asti déje muzeme povazovat rozpinani za kvaziorovnovazné.
Teplota vzduchu se snizuje podle vztahu (1) a v okamziku, kdy vSechna rtut
opusti trubici, ma hodnotu

2h

L
h+§

Ty = T, = 324K, t3=>51°C.

V této casti déje zavisi délka vzduchového sloupce na klesajici teploté podle
vztahu

L+h+\/(L+h)2—(L+TM
I = 1

o 2

4 body



5. Dvojcocka rozdéli svételné vinéni vystupujici ze Stérbiny Z na dvé koherentni
svételnd vinéni, kterd se soustfeduji do obrazl Z;, Zs §térbiny (obr. R4). Ty
se chovaji jako dva koherentni svételné zdroje, ze kterych je osvétleno stinitko.
V mistech na stinitku, kde se setkavaji vinéni z obou zdroju, se objevuje inter-
feren¢ni jev.

Polohu obrazu Z;, Zs vytvorenych dvojcockou urcime uzitim zakona zobrazeni
tenkou spojkou (obr. R5):

7 R

/
l_’_l/:l = ’_ af y _ _a
a ' a Y

Pro a = 2f, y = f% 5 Zdroje 7y,

Z5 tedy lezi ve vzdalenosti 2f od dvojcocky a ve vzdalenosti [ = ro — 2f od

dostdvime o' = a = 2f, 3y = —y =

stinitka. Jejich vzajemné vzdalenost je 4 - 5 = 2h.

3 body

Obr. R4
N
4
— — v ™%,
y A F|
A 1 = —
Y2 FQA 2_ , — 02
‘ Yo
\ } ‘ Zy
\ A e A \
e |
| a=2f \2 a=2f
Obr. R5 -



Polohu interferen¢nich maxim na stinitku uré¢ime podle obr. R6. V maximu
P je drahovy rozdil sy —s1 paprsku prichazejicich ze zdroja Z1, Zs celistvym
nasobkem vlnové délky svétla. Pro soufadnici y maxima plati

=51 = VEF (G RP — VPH (=) =

A% A%
=1 1+<%) —1 ”(yT) =k\, k...celé é&islo.

Protoze ve skute¢nosti y < I, mizeme psat
2 _1)2
82—81%1[14-@;7}1)}—[{14—@ h)]zz_hy:k:/\,

212 l

I\
y:k'ﬁ:kyla

kde 1 je vzdalenost stfedil sousednich maxim. Pro dané hodnoty vychazi
y1 = 0,66 mm.
4 body

Obr. R6

Sitku H oblasti na stinitku, kde vzniknou interferenéni prouzky, uréime
podle obr. R4. Z podobnosti trojiuhelnika SZ; 7, a SAB plyne

H r _ hro
55 =9F = H= 7
Pro dané hodnoty vychazi H = 40 mm. 3 body
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6.a) Moment setrvacnosti tenké tyce o hmotnosti my a délce L je =smq L2. Torzni

12
oscilator s tyc¢i zavésenou na dratu délky /; o poloméru r kmita s periodou
1 2
—SmaL 2
J 12 [miL=l
T =2m/—=2n | ——F5— =2 .
1 T ki, T nGrt ™/ 6rGr?
204
2mmy L1
Z toho G = W 5

2 2 2 2 2
= Sy 257 57, 257, 45
SEG\/<E> +(TL) +<ﬁ> *( ﬁ) *()

Vysledky méreni a vypocti:

TYC DRAT KMITY
¢ | L/mm | d/mm | [l;/mm | 5T1/s
11 633 1,04 769 37.5
2 | 6335 | 1,06 768 38,0
3 | 634 1,05 769 37.8
4| 6335 | 1,04 770 372 | L =1(6335%05) mm,
5 | 6335 | 106 | 7705 | 375 | 7= (0.524£0,003) mm,
o Uos are | h=(769.3%0.5) mm,
; Uor e | Ti=(7514£0,02)5,
3 1:05 37:4 my = 386,6 g, sm, — 0.
9 1,04 376 | |G=59+02-10"Pa.|
10 1,04 37,5
T | 6335 | 1,048 | 7693 | 37.57
s= | 057 | 0,005%) | 057 ] 007

*) Respektovany meze pfesnosti délkového mé-
fidla +0,5 dilku.

Torzni oscilator tvofeny ¢inkou o momentu setrvacnosti J zavéSenou na
draté o délce ls a poloméru r kmita s periodou

T2 :27'{1/]{1.

S uzitim vysledku tlohy a) dostaneme

J = G7’4T22 _ 2K11m1L2 . 7”'4T22 _ m1L2 . ll T2 2
B 81‘[[2 B 3T127“4 81‘[[2 B 12 12 !

2 2 2 2 2 2
5 (s 257 57, 51, 257 257,
o=y () () () + () + () - ().




Vysledky méreni a vypocti:

DRAT | KMITY
¢ | lo/mm | 5Ty/s
1| 760 13.4
2 | 761 42.9
3| 762 43.1
4] 762 43.0
2 761 igg Iy = (761,2 +0,5)); mm,
; e Ty = (8,60 +0,02) s.
8 43.2 |J=(171+002) 102 kg m?.
9 42.4
10 42.8
T | 7612 | 42,08
sz | 057 | 0,09

¢) Vypocet momentu setrvacnosti ¢inky z rozmeéri a hmotn?sti
t

Vysledky méreni: "—“‘
D = 65,6 mm,

d = 16,0 mm, 9 d__
L =243,0 mm,

m = 2,115 kg .. hmotnost celé ¢inky. ‘

Viygpocty: I
ly=L—2D =111,8 mm,

2
K(g)lt
4\’ 4_(D

m—my _ 0,9823 kg .. hmotnost koule,

2
2 2 2 _ 2

J'=my (l—t-i-d—) +2 %mk (%) + mx (#) ] =0,0165 kg - m?.
J-=J

12 16
Odchylka vysledkti: § = — 100 % = 3,5 %.

Rozdil je prijatelny; na odlitku nejsou presné vymodelovany koule, rozdil
muze zpusobit i nehomogenita odlitku.

Obr. R7

my=m

= = 0,1495 kg .. hmotnost tycky,

myx =

10



7. Napéti indukované v civce uréime podle Faradayova indukéniho zdkona
do dB

Pl fSE =-S5 Bhw(—sinwt) =S Bhwsinwt,

Uy = —
2 body
kde S je obsah plochy ohranicené civkou. Ten mizeme urcit integraci.
Archimedovu spirdlu ziskdme otacenim privodice,
jehoz délka r se s thlem otoceni ¢ rovnomeérné zvét-
suje. Plati
r R R

E:n~2n " T o

©.

Element ohrani¢ené plochy je (obr. R8)
r2d<p R?

1= =g Obr. RS
Integraci dostaneme
R2 nm _ niR?
= 8n’n2 f @ 3
5 bodu
Napéti indukované v civce je tedy
Uy = mt?f%Z - Bpawsinwt = % sinwt = Uy, sinwt .

Amplituda napéti je

Un =

2 P2
M:mm\/,

3 body
Jing zpusob urcent obsahu plosného obsahu spirdlové civky:

Civku si mazeme priblizné nahradit sériové spojenymi kruhovymi zavity o po-
lomérech

R R R R
Celkovy plosny obsah vSech zavita je tedy

S—%[12+32+5Q+ - (2n=1)?] =

2122 %n@n —1)@2n+1) =

nR? n(4n*—1) _ nnR?
"~ 4n? 3 ’

-3

Vzorec, podle kterého jsme upravili soucet n druhych mocnin lichych cisel,
snadno dokézeme matematickou indukci.
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